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Leicht beieinander wohnen die Gedanken,
doch hart im Raume stof3en sich die Sachen.

Friedrich Schiller

1. Einleitung
1.1 Was ist Materialwissenschaft?

1.1.1 Einige grundsatzliche Anmerkungen

’ Was ist Materialwissenschaft? Manchmal ist man geneigt zu sagen, Materialwissenschaft ist, wenn die Physik oder die
Chemie konkret und dann schwierig wird.

Denn zwei reale Kugeln, die sich hart im Raume stof3en, kimmern sich fast nie um die Stol3gesetze fur ideale
Massenpunkte, denn sie sind nicht aus idealem, sondern aus realem Material gemacht. Man denke zum Beispiel
nicht nur an relativ ideale Stahlkugeln, sondern auch an Bleikugeln, Plastillinkugeln, Seifenblasen oder Glaskugeln -
hohl oder solide.

Was beim StoR3 dann passiert hangt von den Materialeigenschaften ab. Manchmal gehen die Kugeln einfach kaputt
und zurtck bleibt ein Scherbenhaufen - dies ist in der "reinen" Physik nicht vorgesehen.

Falls die Objekte etwas komplizierter sind als einfache Kugeln, wird auch der Stof3 ganz schén kompliziert - was
nach dem Stol3 "herauskommt" kann ganz anders aussehen als das was "hineinging".

Leicht - mit Newtonschen Grundgesetzen - ist es also, ideale Massenpunkte gedanklich zu stoRen; schwer ist es,
dies fiir reale Materialien zu tun.

’ Leicht, im Fluge der Gedanken, ist es aber auch, die Maxwell Gleichungen so abzuéndern, daf3 sie nicht nur im Vakuum
sondern auch im Material gelten.

Dazu mufd man nur pauschal die Dielektrizitdtskonstante €, und die magnetischen Suszeptibilitat p, einfiihren -
einfach eine Zahl. Schwer ist es dagegen zu wissen, oder gar auszurechnen, warum ein Stiick Quarz €, = 3,7 hat.

’ Um keinen Irrtum aufkommen zu lassen: Natdrlich hat sich die Physik auch um diese Fragen gekimmert. Wo immer
wir Materialwissenchaft betreiben, ist im Hintergrund immer die Physik zu finden - so wie auch bei der Elektrotechnik,
dem Maschinenbau und in nahezu allen anderen technischen Disziplinen.

Es geht hier um die relative Bedeutung der Materialien, um die Anwendung, um Ergebnisse auch dann, wenn die
"Ublichen" physikalischen Methoden nicht mehr greifen.

’ Wir bleiben mal bei den Glaskugeln, die, wenn sie sich hart im Raume stolRen, einfach kaputtgehen und zerbrechen.
Wir fragen uns:

Warum brechen sie?
Warum brechen zwei Stahlkugeln (oder Holzkugeln, oder Wachskugeln, oder ...) bei &hnlichen Bedingungen nicht?

Wir verallgemeinen diese Frage etwas zu der Grundfrage, die uns als Leitpfad fir den ersten Teil dieser Vorlesung
dienen soll:

Was passiert, wenn Materialien mechanisch belastet werden?

’ Wir nehmen gedanklich mal ein beliebiges Material, und hauen mit dem Hammer drauf.

Interessanterweise wissen wir fast immer so ungeféahr was passieren wird. Wir denken an alle Arten von Materialien
- an Metalle ( vom weichen Blei bis zum gehérteten Stahl), an Steine, an Camembert, an Glas, an Silizium, an
Gummi, an Holz, an ....

Nach sehr kurzem Nachdenken weif3 man so ungeféahr was passieren wird - allerdings wird das Ergebnis auch
davon abhangen, wie und von wem draufgehauen wird.

’ Ein Hammerschlag gefolgt von einer Prosabeschreibung dessen was geschah, ist allerdings unwissenschatftlich - da
schlecht reproduzierbar, im Detail schwer beobachtbar, kaum mef3bar und Gberhaupt halt sehr subjektiv.

’ Wir machen deshalb selbst unsere Gedankenexperimente wie folgt: Intellektuell sauber (d.h. nicht im Konflikt mit
bekannten Gesetzen des Wissenschaft), reproduzierbar, zeitlich leicht verfolgbar und in allen Details quantitativ meRbar
- in anderen Worten: wissenschatftlich und objektiv.

Wir nehmen eine genormte Probe, z.B. einen Zylinder homogenen Materials.
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Wir driicken (oder ziehen) mit einer genau eingestellten mel3baren Kraft.

Wir messen quantitativ was passiert; z.B. ob die Probe langer, kirzer, dicker oder diinner wird; ob das nach
Anlegen der Kraft schnell passiert, oder so allméhlich, oder ob die Probe vielleicht sogar zerreif3t.

’ Damit haben wir (in Gedanken) schon fast einen paradigmatischen Grundversuch der Materialwissenschaft gemacht,
den Zugversuch. Wir schauen uns das spater ein bilBchen genauer an, jetzt denken wir aber erst mal nur nach.

Ubung 1.1-1

Der Hammerschlag

’ Wir haben jetzt zumindest mal gesehen, dal} Materialeigenschaften, die zwar jedermann geldufig sind, gar nicht so
ganz selbstverstandlich sind. Offenbar ist wichtig

Was fur Atome beteiligt sind (das "Material").

Wie sind sie untereinander verbunden (die Natur der chemischen Bindung).
Wie das Material atomar aufgebaut ist (das Gefuge).

Welche Temperatur vorliegt.

Welche weiteren Parameter, die wir noch gar nicht beachtet haben (z. Bsp. der Druck), auch noch Einflu3 haben
kdnnten.

’ Wir machen jetzt noch einen anderen Gedankenversuch: Wir nehmen unsere Materialen von vorhin; nehmen auch gerne
noch einige neue Materialien dazu - zum Beispiel Silizium (Si) und Galliumarsenid (GaAs), und legen jetzt keine
mechanische Kraft, oder praziser gesagt, mechanische Spannung (= Kraft pro Flache) an, sondern eine elektrische
Spannung.

Die Frage ist dann: FlieR3t elektrischer Strom? Wieviel? Steigt der Strom linear mit der Spannung? Andert sich was
beim Umpolen der Spannung? Was passiert, wenn wir die Probe erhitzen oder kiihlen? Auch dazu wollen wir ein
wenig nachdenken

Ubung 1.1-2

Elektrische Spannung anlegen

’ So allméhlich wird klar, worauf das ganze hinauslauft: Ein Teil der Definition von Materialwissenschatft ist die Frage nach
den Eigenschaften von Materialien: Mechanische, elektrische, magnetische, thermische, usw. Eigenschaften; erklart
und verstanden aus dem atomaren Aufbau. Daraus folgt das erste Ziel des Materialwissenschaftlers:

Sage mir den exakten atomaren Aufbau eines Materials,
und ich sage dir was fur Eigenschaften es haben wird.

’ Kein leichtes Ziel, nicht mal fiir simple einatomige Materialien mit dem einfachst moéglichen Aufbau - das sind perfekte
Kristalle. Wer's nicht glaubt beantwortet (ohne Messung oder Auswendigwissen) folgende Fragen:

Es ist Eis (H20): Bei welcher Temperatur schmilzt es?
Es ist ein perfekter Kobalt-Kristall: Was fir einen Kristallgittertyp hat er bei Raumtemperatur? Bei 700 °C?
Es ist ein perfekter Kobalt-Kristall: Ist er "magnetisch” Warum? Auch bei 700 °C?

’ Diese simplen Fragen kann niemand quantitativ beantworten, d.h. ausrechnen (daR man es vom Hérensagen weif3, gilt
naturlich nicht!).

Naturlich gehéren diese Fragen zum grofRen Bereich der Physik (oder Chemie?), aber es ware falsch, jetzt zu
glauben, dal} Materialwissenschaft nur ein Seitenzweig der Physik (oder Chemie) ist. Denn Materialwissenschaft
geht auch da noch weiter, wo die (reine) Physik (oder Chemie) aufhort.

’ Zu den Eigenschaften der Materialien, die fur Materialwissenschaftler wichtig sind, gehdren eben auch noch:

Die zeitlichen Anderungen der Eigenschaften (Materialermiidung, Korrosion, Auflésung von
Marterialverbiinden,...)

Asthetische Eigenschaften (die "Anmutung"). Wie fihlt sich ein Material an? Wie sieht es aus?

Okonomischen Eigenschaften: Kosten der Gewinnung, Verarbeitung, Entsorgung,..
Okologischen Eingeschaften: Gefahrkategorien, Abbaubarkeit, Recyclingfahigkeit,..

’ Haufig dominieren diese "auch noch" Eigenschaften die Arbeit in der Praxis.
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Ein Beispiel dafir ist die Solarenergie. Die Funktion von Solarzellen ist - von der Physik her betrachtet - extrem
gut verstanden.

Das "einzige" Problem ist es seit Jahren, Solarzellen billig zu machen; daran arbeiten ganze (Material)forscher-
Heerscharen seit vielen Jahren. Ahnliches gilt fiir groRe Teile der Mikroelektronik, denn das Machen eines Chips
ist ein Thema der Materialwissenschaft.

’ Wenn wir das Stichwort Materialeigenschaften derart gerdumig auffassen, dann wird die damit befalRte Wissenschaft
sich von der Physik/Chemie genauso unterscheiden, wie beispielsweise die Elektrotechnik oder der Maschinenbau von
der Physik.

’ Auf dieser Basis soll nun eine erste Definition von Materialwissenschaft versucht werden.

Materialwissenschaft
Ist die Wissenschaft von den

Eigenschaften der Materialien, den
(physikalischen, chemischen, wirtschaftlichen
oder sonstigen)

Ursachen dieser Eigenschaften, und damit der
wissenschaftlich begriindeten

Materialauswahl,
Materialherstellung und

Materialanalyse fur technische Anwendungen.

’ Es folgen einige Beispiele dazu aus der laufenden Forschung - in Form einer Stichwortliste. Es handelt sich immer um
"Dinge", die wir gerne hatten, und die ausschliel3lich Objekt der Materialwissenschaft sind:

Korrosionsbestandige Magnesium (Mg) - Legierungen.

Geeignete Materialien fur Brennstoffzellen.

Dielektrika mit kleinen Dielektrizitdtskonstanten (und vielen anderen Eigenschaften) fur die nachste Chipgeneration.
Dielektrika mit gro3en Dielektrizitatskonstanten (und vielen anderen Eigenschaften) fur die nachste Chipgeneration.
Materialen und Technologien fir billige Solarzellen.

Hochtemperaturfeste Turbinenschaufeln.

Duktile keramische Supraleiter.

Bessere Batterien und Akkus.

’ Wer es nun ein bi3chen genauer wissen will (oder noch mehr Spriiche ertragen kann), sollte mal ein paar Links
probieren:

Studieninformationsblatt der CAU zur Materialwissenschaft
Sachlich, ausfuhrlich und (fast) immer leicht veraltet.

Was heif3t und zu welchem Ende studiert man Materialwissenschaft?
Polemisch und hinterfotzig.

Ist der Stein der Weisen aus Silizium?
Bekanntes und weniger Bekanntes zum Leitmaterial unserer Zeit

’ Auf3erdem sind die in der ersten Vorlesungswoche verwendeten Powerpoint Prasentationen zuganglich:

Teil 1: Hephaistos, Aphrodite, und ein verlorenener Kopf.

Teil 2: Ist Silizium der Stein der Weisen?
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1.1.2 Historische Entwicklung

’ Die Hypothese, der Mensch unterscheide sich vom Tier durch die Benutzung von Werkzeugen, d.h. bearbeiteten
Materialien, kann man zumindest mal wagen.

Wie auch immer, die damit verbundene "Werkstoffkunde" gehort sicher zu den altesten "Kinsten" der Menschheit.
Lesestoff dazu (auch zu Siegfrieds Schwert) findet sich im Link.
Ein wachsender Erfahrungsschatz, insbesondere zur Metallgewinnung und -verarbeitung, wurdwe angehauft, und als
Handwerkskunst weitergegeben. Erste systematische Abhandlung erscheinen, z.B. Georgius Agricola: De Re
Metallica; 1556.
Mit dem beginnenden Industriezeitalter werden - auf der damaligen wissenschatftlichen Basis - neue Materialien entdeckt
(z.B. Aluminium), Eigenschaften systematisiert und teilweise verstanden (Elektrizitat und Magnetismus); es entwickelt
sich eine blihende Stahl- und Chemieindustrie
Aber noch hat niemand verstanden, wie genau sich Metalle verformen, und warum Stahl (also Eisen mit ein biRchen
Kohlenstoff; so 0,5 % - 1,5 %) sich mechanisch ganz anders (viel besser) verhalt als relativ reines Schmiedeeisen
oder GulReisen (Eisen mit viel Kohlenstoff, so 3 % - 4 %)!
Die Eigenschaften vieler Elemente und einfacher Verbindungen sind ein Ratsel. Beim zwischenzeitlich entdeckten
Germanium oder Silizium, mif3t jedes Labor andere spezifische Widerstande - man spricht von von
"Dreckeffekten” und wendet sich von diesen undankbaren Materialien ab. Hinter den Dreckeffekten verbirgt sich
allerdings die gesamte Halbleiterphysik!
Andere Eigenschaften - z.B. die Anfang des 20. Jahrhunderts entdeckte Supraleitung - sind ein vélliges
Mysterium.
Viele heutige Materialien, Technologien und Produkte gab es nicht; "Kunststoffe" z.B. waren nahezu unbekannt und
selbst SONY hatte 1917, entgegen der Behauptung seiner Kreativen, noch kein Transistorradio.
’ Der erste Durchbruch kam mit der Quantentheorie und der darauf basierenden Festkorperphysik und -chemie; so ab
1930.
War die Werkstoffkunde noch eine empirische Wissenschaft, die sich im Laufe der Jahrhunderte durch "Versuch
und Irrtum” zusammen mit empirisch oder theoretisch-experimentell gefundenen "Regeln” (z.B. die Matthiesen
Regel) und "Gesetze" (z.B. das Ohmsche Gesetz) zu einer beachtlichen Wirtschaftskraft entwickelte, war jetzt eine
aus dem Verstandnis des Aufbaus der Materie heraus begriindete gezielte Entwicklung mdglich.
Und so entwickelte sich in den 60er und 70er Jahren des vergangenen Jahrhunderts die Materialwissenschatft (als
"Materials Science and Engineering" in den USA); einer der "Grindervater" (Kahn) hat dazu ein sehr gut lesbares
Buch geschrieben.
Wie wichtig die Materialwissenschaft war und ist (auch wenn sie vom Physikern Chemikern etc. betrieben wurde),
la3t sich schon in einer Graphik zeigen, in der die Evolution der technischen Materialien dargestellt ist.

’ Konkret ausgedriickt: Noch soviele "Versuch und Irrtum" Zyklen hatten nie und nimmer zu folgenden Produkten gefiihrt:

Transistor

Integrierte Schaltung

Laser
Brennstoffzelle
Lambda Sonde

Carbonfaser verstarkte Kunststoffe (CFK)

’ Die Liste ist verlangerbar; eine grobe Darstellung iiber die Zeitachse findet sich im Link; eine kleine Ubung soll zum
eigenen Nachdenken verleiten

Ubung 1.1-3

Geschichte und Materialwissenschaft

’ Zur Zeit befinden wir uns mitten in einem zweiten Durchbruch: Die durch Materialwissenschaft - Uber die Silizium-
Technologie - ermdglichte Revolution in der Leistungsfahigkeit der Computer, erlaubt es zunehmend, die Eigenschaften
von Materialien zu berechnen oder zu "simulieren”.

Die weiter oben gestellten einfachen Fragen ("Bei welcher Temperatur gefriert Wasser?") werden bald beantwortet,
d.h. errechnet werden.

Ein Beispiel fir die Leistungsféahigkeit von Simulationen ist die quantitative Darstellung der Auflésung von Si im nm-
MaRstab bei StromfluR durch einen Si - Elektrolyt-Ubergang (das ist das Prinzip jeder Korrosion).
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1.1.3 Materialwissenschaft als Querschnittswissenschaft

’ So wie die Elektrotechnik - etwas vereinfacht gesehen - sich aus dem Teilgebiet der Physik heraus entwickelte, das
Elektrodynamik heif3t und im wesentlichen auf den Maxwellschen Gleichungen beruht, hat die Materialwissenschaft
ihre Wurzeln in der Quantentheorie und der statistischen Mechanik oder Thermodynamik (beides zusammen
begriindet wieder im wesentlichen die Festkérperphysik).

Und so wie die Elektrotechnik sich von der Physik unterscheidet, unterscheidet sich auch die Materialwissenschaft
von der (Festkdrper)physik: Sie ist in vielen Punkten spezieller, sie ist anwendungsbetont, macht auch dort
"irgendwie”, d.h. pragmatisch/empirisch weiter, wo die Physik (mangels Durchblick) aufhort, betrachtet
grundsatzlich die wirtschaftliche Seite der Anwendungen und akzeptiert als ihre Aufgabe, dal? die geringflgige
Verbesserungen eines von der Physik im Prinzip vollstandig verstandenen Produkts oder Prozesses mit zu den
zentralen Aufgaben gehort.

’ Einige Beispiele dazu:

Spezialisierung: Trafobleche, Aluminium fiir Getrankedosen (eine komplexe Legierung, bei deren Optimierung es um
Pfennigbruchteile geht).

Anwendungsbetonung: Plasmaé&tzung in der Halbleitertechnologie mit z.B. NF3 als Atzgas; mehr schwarze Kunst
als verstandene Wissenschaft.

Empirie: Die ganze "Metallkunde" war mal weitgehend eine empirische Wissenschaft; heute ist es z.B. die
"Plasmaatzung" - eine der Saulen der Mikroelektronik

Wirtschaftlichkeit: Bei Solarzellen geht es nahezu ausschlie3lich um das Billigermachen, nicht mehr um das
Verstehen.

Kleine Verbesserungen: Die Schwankungen der Oxiddicken auf einer Si-Scheibe (auf der Scheibe, von Scheibe zu
Scheibe und von Tag zu Tag) um 1% kleiner zu machen, ist erheblich schwieriger, als einen neuen
Oxidationsprozel3 zu entwickeln - aber fiir eine Fertigung, die pro Tag ca. 1000 Scheiben verarbeitet, sehr wichtig.

’ Materialwissenschatft ist allerdings der Urmutter Physik noch naher als die Elektrotechnik oder der Maschinenbau, weil
die Grundlagen in der Physik erst in den 20er und 30er Jahren des 20ten Jahrhunderts durch die Quantentheorie gelegt
wurden.

Die unmittelbaren praktischen Anwendungen, die aus der Physik letzlich die Abspaltung eines Ingenieurfaches
erlauben und erfordern, begannen dann nach dem 2. Weltkrieg in den 50er Jahren.

Zur Zeit erleben wir ubrigens, daf sich aus der klassischen. mathematiknahen Informatik ebenfalls eine
Ingenieurdisziplin abzuspalten beginnt.

Das sind durchaus keine einfachen Prozesse. Auch Ingenieursdisziplinen werden unter Schmerzen geboren - ob
das wohl mit einer Erbsiinde der Mutter Physik zusammenhangt?

’ Materialwissenschaft ist deswegen aber auch vielleicht noch etwas mehr als die klassichen Ingenieurfacher eine
Querschnittswissenchaft. Materialwissenschaftler besitzen neben ihren Kernwissen aus Physik, Mathematik und den
spezifischen materialwissenschaftlichen Themen idealerweise noch belastbares Wissen aus:

Elektrotechnik, weil z.B. die gesamte Mikroelektroniktechnologie - die zur Materialwissenschaft gehért - eine
grof3e und nicht mal klar abgegrenzte Schnittstelle zur Elektrotechnik hat (mancher Elektrotechniker wirde sogar
die Mikroelektronik komplett als Gebiet der Elektrotechnik sehen).

Chemie, weil letzlich Materialien chemische Substanzen sind und aus chemischen Prozessen entstehen.
Physikalische Chemie, da die Thermodynamik und die Reaktionskinetik dort i.a. intensiver betrieben werden als in
der Physik.

Betriebswirtschaft, weil es immer um Technologien, Prozesse und Produkte, und damit um Geld geht.
Metallurgie und Mineralogie, da das dort gesammelte empirische Wissen nach wie vor unersetzlich ist und nicht
durch Theorien tberfllissig gemacht wird.

Psychologie, weil fur den Erfolg eines Materials am Markt nicht selten psychologische Faktoren eine Rolle spielen.

’ Ein letzter, aus der historischen Entwicklung stammender Punkt: Die Sprache der Materialwissenschaft. Sie ist fur
moderne Materialien - und insbesondere fir die Halbleiter - amerikanisch und enthélt (deshalb?) eine Reihe schnell
entstandener schlampiger Begriffe. Dadurch entstehen fiir Nicht-"Insider" drei Problemfelder:

’ 1. Das amerikanische Wort bedeutet etwas anderes als es eigentlich meint.

Der "Trench" in der "Trenchzelle", einer speziellen Mikroelektroniktechnologie, ist eben kein Graben, wie das
sauber Ubersetzt heiBen wirde, sondern ein Loch, ein "hole". Trotzdem reden wir im Deutschen, falls wir nicht den
obigen Bastard benutzen, blodsinnigerweise auch von einer "Grabenzelle". Und die amerikanische "Waferfab", also
die universell verwendete Kurzform der "Waferfactory" oder "Waferfabrication”, fabriziert eben gerade keine Wafer,
sondern Chips. Damit kommen wir zum néchsten Problem:

’ 2. Viele Begriffe sind nicht Ubersetzbar.
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Die deutsche Ubersetzung von "Chip", namlich Splitter, Span, Schnitz(el), evtl. sogar "Pommes" (wie bei "fish and
chips") oder gar Spielmarke, trifft nicht so recht die gemeinte integrierte Schaltung, und die heute 30 cm
durchmessenden Si-Scheiben, die mit "Wafer" gemeint sind, werden durch Wérterbuchbegriffe wie Waffel, Oblate
oder gar Hostie auch nicht so recht beschrieben. Die Ubersetzung "Schnitzelfabrik" fur "Waferfab" trifft es deshalb
auch nicht so ganz. Also lassen wir es, und bleiben bei den eingefiihrten amerikanischen Begriffen, auch dort wo
sie eigentlich gar nicht stimmen.

’ 3. Das letzte Problem liegt im Umgang unserer Kulturschaffenden in den Medien mit der Naturwissenschaft und
Technik. Die kénnen zwar Latein, aber nicht immer richtig Englisch, und tun sich erfahrungsgemaf schwer, eindeutige
und leicht zu Ubersetzende amerikanische Worter richtig wiederzugeben.

Im amerikanischen sind sich z.B. die Begriffe "Silicon" (= Silizium), "Silica" (= Quarz (im deutschen ohne tz!)) und
"Silicone"(= Silikone) recht ahnlich - so ungefahr wie Romanik und Romantik. Man kann getrost darauf wetten, daf3
in deutschen Artikeln, in denen eines dieser Worter in Ubersetzung aus dem Amerikanischen vorkommt, die
Wahrscheinlichkeit fir eine richtige Ubersetzung bei 1/3 liegt. Das Space-Shuttle, beispielsweise, ist in
Deutschland fast immer mit Kacheln aus Silizium vor der Hitze geschiitzt; in Amerika aber mit Silica Tiles. Auch die
Chips der Mikroelektronik bestehen in deutschen Zeitungen gern aus Silikonen.

’ Daraus |4Rt sich eine spannende Ubungsaufgabe ableiten, mit der dieses Kapitel beendet werden soll.

Aufgabe 1.1-4

Medien und Materialwissenschaft
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1.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 1.1: Was ist Materialwissenschaft?

’ Materialwissenschaft ist die
Wissenschaft von den Historische Entwicklung der Materialbeherrschung des
Eigenschaften der Materialien, Menschen - ein grober und subjektiver Uberblick
den (physikalischen,
chemischen, wirtschaftlichen Von der zur Materialwissenschaft
oder sonstigen) Werkstoffkunde (gezieltes Vorgehen,
Ursachen dieser Eigenschaften, (.‘.'Trial and Error", theoretisches
und damit der wissenschaftlich Uberlieferung) Verstandnis)
begriindeten
Materialauswahl, Stein, Holz, 100.000 v.C
_ Knochen
Materialherstellung und ]
Keramik 6.000 v.C.
Materialanalyse fiir technische Bronze (Cu + Sn) 3.000 v.C.
Anwendungen. Glas 2.000 v.C.
¥ Materialwissenschaft ist Eisen 1500 v.C.
Eine Querschnittswissenschaft. 1.000v:C.  Atomhypothese
Sie beruht vor allem auf Physik, Porzellan 700 n.C.
Chemie und Math_t_emank, .hat Stahl, GulReisen 1.500 n..C.
aber auch starke 6konomische
und 6kologische Komponenten. Beton 1850 n.C.
Soietel (wiederentdeckt)
ie ist eine :
Ingenieurwissenschaft und ist 1850 n.C. Chemische Synthese
anwendungs- und praxisorientiert 1866 n.C. Al - Elektrolyse
Sie ist in ihrer Vorform 1930n.c. Al-Legierungen;
Materialkunde so alt wie die Rostfreier Stahl
Menschheit, denn die 1940 n.C. Kunststoffe
Beherrschung von Materialien 1960 n.C. Ti-Legierungen
differenzierte den Mensch vom 1955 n.C Halbleiter
Tier. e
Blauer Festkorperlaser
Sie ist eine Wissenschaft seit es 1997 n.C. (GaN) P
Quantentheorie und statistische . . o
Thermodynamik, kurz die 2000 n.C. iGblt-E?pelcher, Zahe
moderne Physik gibt. eramix:

MaWi 1 Skript - Page 8




Wer vieles bringt,
wird manchem etwas
bringen

Johann Wolfgang Goethe

1.2 Materialeigenschaften

1.2.1 Einteilungs- und Ordnungsprinzipien

’ In diesem Kapitel missen wir den universalen Anspruch des vorhergehenden Kapitels, daf? alle Materialien Gegenstand
der Materialwissenschaft sind, fur die Zwecke dieser Vorlesung etwas zuriick nehmen, denn:

1. Haben wir nur begrenzte Zeit fir diese Einfiihrung in die Materialwissenschaft.
2. Interessieren uns hier eher die technisch wichtigen Materialien.

3. Gibt es Materialien, Gber die die Materialwissenschaft nach dem im Kapitel 1.1 gemachten Anspruch noch nicht
viel weil3.

4. Gibt es Materialklassen, die aus historischen Griinden "in den Handen" anderer Wissenschaftsdisziplinen liegen.
So ist z.B. fur Flussigkeiten und Gase fast ausschlief3lich die Chemie zustéandig. Fir Polymere war ebenfalls bis vor
kurzem die Chemie zustandig. Dies &ndert sich aber, seit einigen Jahren werden Polymerwerkstoffe zunehmend ein
Gebiet der Materialwissenschaft. Selbstverstandlich ist auch in der Physik eine grof3e - vielleicht sogar die groéRte -
Schar an Wissenschaftler auf dem Materialsektor tatig. Zu erwahnen sind weiterhin die Mineralogen, die
Huttenkundler, selbst die Agrarier (im Zusammenhang mit "nattrlichen Werkstoffen").

’ Wir grenzen jetzt fir unsere Zwecke das weite Feld der Materialien etwas ein. Wir wollen hier nicht betrachten:
Ausnahmeslos alle Gase.

(Fast) ausnahmslos alle Flussigkeiten. Die Ausnahmen beziehen sich im "advanced Strang" am Rande auf
spannende flissige Materialien wie FluRigkristalle oder auf fest-flissig Kontakte.

So gut wie keine Naturstoffe im Sinne von unmittelbaren biologischen Stoffen.
’ Damit bleiben in einer ersten Strukturierung die aus dem taglichen Leben bekannten

Metalle.

Nichtmetalle.

(nicht-biologische) Naturstoffe.

’ Eine darauf aufbauende Klassifikation kdnnte folgendermalRen aussehen:

Materialien
Festkorper Flissigkeiten Gase Plasma
<
\_—_—-—______-—-—-.
Metalle Nichtmetalle Naturstoffe
rEigenschaften: r Eigenschaften: rEigenschaften:
Guie elekt. Leitfihgkeit Iest Izolatoren Eher [salatoren
G VWhirnel eitFi gleeit Oft durchsichtig Sehr vielseftig
undurchsichtig, ghinzend Mest sprode
verformbar (dokil) Gt Aushalpnen rBeispiele
Kenym Ausnatmen! Holz, Eohle
r Beispiele Gummi
7 Beispiele: Glas, Porzellan Sand, Kies, Schotter
Fe, &1, Cu, Au, Ag, . Eunststoffe Ashest
W, Mo, Ta, Graphit, Granit, Marmor,
Ti, Mg, Eeramiken (ZrCy, Diamant, Edelsteine
Ma, K, Ft, A1305, Ty, )
Verbundwerkstotte
(Beton, Milchtuten, Glasfaserverstarkter Kunsstoff, )
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’ Obwohl dieses Klassifikationssystem auf den ersten Blick einleuchtet, ist es nicht ohne Probleme:

Es ist nicht eindeutig oder konsistent. Granit kénnte man z.B. auch als Verbundwerkstoff der Mineralien, Quarz,
Glimmer und Feldspat beschreiben und "Gummi" kénnte sowohl ein Naturstoff als auch ein Nichtmetall sein.

Wichtiger ist aber, daf3 die uns wichtigsten Materialien gar nicht eingeordnet werden kénnen. Wo sollen die
Halbleiter (Si, Ge, GaAs, ...) stehen? Oder die Supraleiter? Die Magnetwerkstoffe?

’ Naturlich kdbnnte man sagen, daf3 die Fragen die Eigenschaften in den Vordergrund stellen; die Frage ist aber, ob
Eigenschaften als Klassifikationskriterium viel besser ist. Man kann auch versuchen unter teilweiser Beibehaltung obiger
Systematik etwas klarer zu klassifizieren, z.B. mehr technisch, oder mehr chemisch (nach Bindungen geordnet). Man
findet jedoch keine Klassifikation, die wirklich befriedigend ist.

’ Die meisten Klassifikationen der obigen Art stammen aus der Zeit, als letzlich die mechanischen Eigenschaften im
Vordergrund standen. Die erste Assoziation, die sich mit den angefiihrten Werkstoffgruppen einstellt, ist fast immer
etwas mechanisches oder strukturelles: Héarte, Sprodigkeit, Festigkeit, .. . Mit dieser Erkenntnis und mit dem
Hintergrund, dal’ ganz saubere und systematische Definitionen von Werkstoffgruppen gar nicht moglich sind, macht
man sich zunehmend das Leben leicht und unterscheidet in der Definition nur noch zwischen:

Strukturmaterialien: Alle Materialien, bei denen die mechanischen Eigenschaften im Vordergrund stehen, und

Funktionsmaterialien: Alle Materialien, die zu einer bestimmten Funktionsgruppe gehéren, z.B. Halbleiter,
Magnetischen Werkstoffe, Sensormaterialien, lonenleiter, Supraleiter, ...

’ Ubertrieben hilfreich ist das auch nicht, aber kann man Arbeitsgebiete und Ausrichtungen klar abgrenzen. Die
Materialwissenschaft der Technischen Fakultat der CAU Kiel, beispielsweise, beschaftigt sich praktisch nur mit
Funktionsmaterialien, wahrend die Forschungspartner im Forschungszentrum GKSS in Geesthacht fast nur
Strukturmaterialien bearbeiten.
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1.2.2 Eigenschaften und Geflige

’ Wir schauen uns nochmals die Eigenschaftsliste etwas genauer an, die schon in Kapitel 1.1 erwéhnt wurde. Die dort
angesprochenen mechanischen Eigenschaften kann man noch etwas genauer fassen, z.B. mit den Stichworten:

Elastizitéat; bei einem Schwert zum Beispiel beschreiben wir damit wie weit es sich biegen lafit ohne zu brechen
oder sich zu "verbiegen".

Druckfestigkeit; d.h. bei welchem Druck "passiert was" - in der Regel Verformung oder Bruch.

Zugfestigkeit; ; d.h. bei welchem Zug "passiert was" Das ist nicht dasselbe wie Druckfestigkeit; Beton, z.B., hat
keine groRRe Zugfestigkeit, wohl aber eine hohe Druckfestigkeit.

Biegefestigkeit - irgendwie mit der "Elastizitat" gekoppelt

Kriechfestigkeit; d.h. der Grad anl a n g s a m e r Verformung bei konstanter Last. Schrauben an Billigfahrradern,

z.B., sind nicht sehr kriechfest; sie werden | a n g s a m langer. Nach einiger Zeit sind sie lose, ohne daf} die
Mutter sich gedreht hat.

Duktilitat , d.h. die "Schmiedbarkeit" oder plastische Verformbarkeit. Glas hat praktisch keine Duktilitat,
Weicheisen oder Camembert eine hohe.

Bruchfestigkeit. Einerseits ist intuitiv klar was gemeint ist, anderseits wird es schwer sein, eine saubere quantitative
Definition zu finden.

VerschleiRfestigkeit, d.h. Materialabtrag beim Gebrauch durch "Reibung".

Wechselverformungsfestigkeit; d.h. das Vermdgen wechselnder Belastung, z.B. Vibrationen, zu widerstehen.

Ermudungsfestigkeit; d.h. die Fahigkeit, der berlichtigten Materialermiidung, die haufig in den Zeitungen erwahnt
wird, widerstehen zu kénnen. Das hat auch was mit der Wechselverformungsfestigkeit und Kriechfestigkeit zu tun.

’ Alle diese und noch viel mehr mechanische Eigenschaften kann man fir ein gegebenes Material messen und
darliberhinaus noch als Funktion der Temperatur anschauen. Trotzdem hat man damit ein Material in Bezug auf seine
mechanischen Egenschaften noch lange nicht vollstandig charakterisiert. Warum das so ist, tberlegen wir uns mal am
Beispiel eines Schmieds; wer die Oper "Siegfried" von Richard Wagner kennt, denkt an das Schmieden von
Siegfrieds Schwert.

Siegfried schmilzt das Metall (richtiger: die Legierung) und giel3t es dann in die Schwertform. Das stimmt aber gar
nicht! Trotzdem tun wir mal so - heute ginge es.

Fur einen Chemiker ist die Sache damit gelaufen. Das Material des Schwerts ist eindeutig gegeben; bei Wagner
(dort wird es "Stahl" genannt, ein Begriff den Siegfried eher nicht kannte) wére es viel Eisen mit ein biRchen
absichtlich zugemischtem Kohlenstoff und noch ein ganz klein wenig (unabsichtlich) von diesem und jenem, d.h.
von Verunreinigungen.

Die mechanischen Eigenschaften des frisch gegossenen Schwertes (nach dem Abkihlen) sind mef3bar und
definiert. Siegfried weil’ aber (auf Grund der weitergegebenen Erfahrung der Schmiede), dal3 es zum Drachentdten
S0 nicht taugt - es wirde beim ersten Hieb zerspringen da es ziemlich sprdde ist.

Also macht er das, was jeder Schmied tut: Er pal3t auf, dal3 das frisch gegossene Schwert nicht zu schnell und
nicht zu langsam abkuhlt, dann macht er es wieder heif3, klopft mit dem Hammer darauf rum, hélt es zischend ins
kalte Wasser (oder OI?), klopft noch ein biRchen drauf rum, macht es vielleicht nochmal heif3, usw. Kurz gesagt: er
schmiedet sein Werkstuck.
Wenn er fertig ist, hat sich die Zusammensetzung des Schwerts Gberhaupt nicht gedndert, es ist chemisch genau
das, was es vorher war.
Aber die Eigenschaften sind andere: es ist nicht mehr sprode, sondern elastisch und fest. Es bricht nicht so leicht,
trotzdem kann man kréaftig draufhauen, ohne daf3 es gleich eine Scharte hat.

Die Frage ist also: Was hat sich durch das Schmieden geandert, so dal’ zwar die Eigenschaften sich stark verbessert

haben, aber nicht die chemische Zusammensetzung?
Die Antwort ist: Das Geflige, d.h. die exakte Anordnung der beteiligten Atome im Material. Sind die
Kohlenstoffatome beispielsweise statistisch im Eisen verteilt, oder bilden sie kleine Agglomerate, die im Eisen
stecken? Kugelférmige oder plattchenférmige oder ? - formige Agglomerate? All das und noch viel mehr spielt eine
Rolle fir die exakten mechanischen Eigenschaften eines Materials.

’ Es ist in diesem Zusammenhang ganz interessant zu wissen, dal3 die Menschheit erst seit ca. 1930 versteht, was beim
Schmieden passiert, obwohl sie die Schmiedekunst seit einigen tausend Jahren kennt.

Die Elektrizitat wurde vergleichweise ruck-zuck verstanden: Zwischen Voltas Experimenten mit Froschschenkeln
etc. und den allumfassenden Maxwell-Gleichungen liegen keine 100 Jahre.

Sind Materialwissenschaftler also
dimmer als Elektrotechniker?
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’ Warum hat es so lange gedauert? Schuld war nicht die Dummbheit der frihen Materialwissenschafter, sondern es mufite
erst die Quantentheorie entdeckt werden, die das Fundament der Materialwissenschaft bildet (zusammen mit der
Thermodynamik).

’ Der Einstieg in die Materialwissenschaft braucht deshalb unabweisbar ein bilichen Quantentheorie, um zunéchst Atome
und die Bindungen zwischen den Atomen verstehen zu kdnnen. Das wird das Thema des néchsten Kapitels sein.
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1.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 1.2: Materialeigenschaften

’ Wir beschrénken uns im wesentlichen auf "technische"
Materialien. Feinere Unterscheidungen sind willkirlich, oft
benutzt werden Einteilungen in

Metallische-, nichtmetallische- und Naturstoffe sowie aus
Kombinationen resultierende Verbundstoffe
Struktur- und Funktionsmaterialien.

’ Die Eigenschaften eines Materials sind durch die chemische
Zusammensetzung und die innere Struktur des atomaren
Aufbaus, das Geflige, bestimmt.

Eigenschaften lassen sich &ndern ohne daf sich die
chemische Zusammensetzung &ndert (Beispiel des
Schmiedens)

Wichtig fur viele Eigenschaften ist das Gefiige.
Das Gefiige eines Materials ist durch das Zusammenspiel
des atomaren Aufbaus des Grundmaterials und der

moglichen Anderungen durch duRere Einfliisse zu
verstehen.
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2. Vom Atom zum Festkdrper

2.1 Quantentheorie der Atome

2.1.1 Ausgangspunkt

2.1.2 Frihe Atommodelle: Bohr und de Broglie

2.1.3 Schrodingergleichung und Wasserstoffatom

2.1.4 Losung der Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom

2.1.5 Losungen der Schrodingergleichung und Aufbau aller Atome

2.1.6 Das Atom und die Chemie

2.1.7 Merkpunkte zu Kapitel 2.1: Quantentheorie der Atome

2.2. Bindungen

2.2.1 lonenbindung

2.2.2 Vom Molekil zum Kristall - Potentialbild und Madelungkonstante

2.2.3 Kovalente Bindung

2.2.4 Metallbindung

2.2.5 Sekundarbindungen

2.2.6 Gemischte Bindungen und allgemeine Eigenschaften

2.2.7 Merkpunkte zu Kapitel 2.2: Bindungen

2.3 Das Konzept des Potentialtopfes

2.3.1 Potentialtopfe fir Atombindungen

2.3.2 Potentialtopfe fur Elektronen im Atom, Molekil und Festkorper

2.3.3 Merkpunkte zu Kapitel 2.3. Potentialtopfe fur Elektronen im Atom, Molekil und Festkdrper

2.4 Ableitung von Materialparametern aus den Bindungspotentialen

2.4.1 Ableitung des E-Moduls

2.4.2 Thermischer Ausdehnungskoeffizient

2.4.3 Maximale Bruchspannung

2.4.4 Schwingungsfrequenz der Atome in Kristallen

2.4.5 Merkpunkte zu Kapitel 2.4: Ableitung von Materialparametern aus den Bindungspotentialen

2.5 Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 2: Vom Atom zum Festkdrper
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No, you're not going to be able to understand it.

You see, my physics students don't understand it either.
That is because | don't understand it.

Nobody does.

Richard Feynman zur Quantentheorie

2. Vom Atom zum Festkorper

2.1 Quantentheorie der Atome
2.1.1 Ausgangspunkt

’ Heutzutage lernen wir schon in der Schule, was ein Atom ist; aber das war nicht immer so. Zwar haben schon die alten
Griechen dariiber nachgedacht (und den Namen gepragt), und zumindest einer kam zum Schluf3, daf? wenn man ein
Stuick Materie gedanklich in zwei Stucke teilt, und diesen Prozel3 mit den resultierenden Stlicken immer wieder
weiterfuhrt, man irgendwann einmal an ein Ende, an ein unteilbares Reststick, eben ein Atom kommen muf3.

Geglaubt hat das aber niemand so richtig, und noch zweieinhalbtausend Jahre spater wurde Ludwig Boltzmann,
von dem wir noch vieles héren werden, zum Selbstmord getrieben, weil auch noch im Jahre 1906 Kollegen ihm nicht
abnehmen wollten, dal3 es Atome wirklich gibt.

Etwa 50 Jahre spater schreibt Richard Feynman, einer der bekanntesten Physiker unserer Zeit, in seinem
berihmten Textbuch “"Lectures on Physics", dal3 die Atomhypothese die mit Abstand wichtigste Erkenntnis der
Wissenschaft gewesen ist.

Heute kdnnen wir Atome "sehen"”, z.B. mit Hilfe des Rastertunnelmikroskops; das Beispiel im Link zeigt Silizium
Atome.

’ Zunéachst wollen wir einige hoffentlich bekannte, da zur Allgemeinbildung gehdrende, Daten tiber Atome rekapitulieren.

Atome bestehen aus Elementarteilchen, sie haben einen sehr kleinen Atomkern und eine diesen Kern
"umkreisende" Elektronenhiille.
Der Atomkern besteht aus z positiv geladenen Protonen und etwa gleichviel (elektrisch neutralen) Neutronen.

Jedes Proton besitzt genau eine positive Elementarladung +e. Protonen und Neutronen sind viel schwerer als
Elektronen, die Masse des Atoms wird deshalb fast vollstdndig durch den Atomkern bestimmt.

Ein elektrisch neutrales Atom hat demnach z Elektronen in der Elektronenhille.
z hei3t Ordnungszahl und bestimmt eindeutig die chemische Natur (den "Namen") des Elements.

Atome mit der gleicher Ordnungszahl, aber verschieden viel Neutronen im Kern, heil3en Isotope des jeweiligen
Elements. Viele Isotope sind radioaktiv, d.h. zerfallen im Laufe der Zeit, und kommen deshalb in der Natur nicht
(mehr) vor.
Atome haben eine GréRe von ca. einem Angstrom [A]; eine MaReinheit die extra fir atomare Dimensionen eingefiihrt
wurde. Da sie aber zugunsten der SI Einheiten immer weniger gebraucht wird, merken wir uns jetzt und immerdar:

1A

0,1 nm

10019m = 108cm

Der Atomkern alleine ist aber nur ~ 10~ 6 nm groB; auch ein einzelnes Elektron ist nicht viel gréRer. Die GroRe des
Atoms wird daher nur durch die Elektronenhlle definiert, das ist dann der Bereich in dem die Elektronen sich
Uberwiegend aufhalten.

’ Hier eine Ubersicht mit einigen Beispielen
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Atom AT Elektronenhulle
z Protonen und
z Elektronen
ca. z Neutronen
Ladung—z e
Ladung + z e
1 Proton und
Wasserstoff (H) 0 Neutronen ("Wasserstoff"), oder 1 Elektron
z=1 1 Neutron (H - Isotop "Deuterium”, stabil) oder
2 Neutronen (H - Isotop "Tritium"; radioaktiv)
. 2 Protonen
';lil Izum {512) 1 Neutron (instabil = radioaktiv) 2 Elektronen
- 2 Neutronen (stabil)
Und so weiter zum Periodensystem rxkk Fkkk
Uran (U) 92 Protonen
z=92 ~143 + einigeNeutronen; viele radioaktive Isotope. 92 Elektronen

’ Einige hier wichtige Zahlen und Mafeinheiten sind:

Atomdurchmesser 1-2A=(0,1bis0, 2) nm
Atomkerndurchmesser % 10715m =10-6nm

Klassischer

.10"15m = .10-6
Elektronendurchmesser 56410 m=564-107°nm

Elementarladung e=16-10"19C

’ Um zu diese Zahlen besser zu verstehen, machen wir jetzt eine Ubung

Ubung 2.1-1

Wie klein sind Atome?

’ Wie "umkreisen" die Elektronen den Atomkern? Die Anwort ist scheinbar einfach: Die Anziehungskraft zwischen einem
positiv geladenen Kern mit z Protonen und einem negativ geladenen Elektron im Abstand r ist proportional zu z - €2/
4Tteor?; das ist exakt das gleiche Kraftgesetz wie bei der Gravitation - nur die Proportionalitdtskonstante ist anders.

Der Faktor 41T€g sagt uns, dalR das Sl Einheitensystem verwendet wird. Im immer noch h&ufig gebrauchten
(elektrostatischem) cgs System, fallt er weg.

Hier steckt ein Problem. Viele altere Biicher, aber auch neuere (z.B. der "Barrett") halten sich nicht nur nicht an die
internationale Vereinbarung, sondern machen auch noch Fehler innerhalb des benutzten Systems (z.B der

"Barrett").

Im "Basisbereich" gibt es einige Module zur Thematik:

e Zu MaReinheiten allgemein, insbesondere auch Historie und angelsachsischen Absonderlichkeiten
e Zahlen, Daten, Fakten zu den wichtigsten Einheiten und Konstanten
* Besonderheiten des (immer noch haufig benutzten) cgs Systems

Bei Atomen mit zwei oder mehr Elektronen wird die Situtation aber sehr viel schwieriger als bei zwei oder mehr
Planeten, da man die Wechselwirkung zwischen den Elektronen nicht wie bei den Planeten so ziemlich
vernachlassigen kann, aber das ist nur ein mathematisches, nicht ein prinzipielles Problem. Im tbrigen ist auch das
Planetenproblem nicht mehr geschlossen l6sbar falls man die Wechselwirkung zwischen den Planeten mitnimmt.

Fur das einfache Wasserstoffatom erhalt man jedenfalls mathematisch dieselben Bewegungsgleichungen und
dieselben (klassischen) Lésungen, wie sie fir das System Sonne - Erde gelten: Beide drehen sich um den
Schwerpunkt - d.h der leichtere im wesentlichen um den schwereren Kérper - und die Bahnen sind Ellipsen.

’ Die Ubertragung dieses Planetenmodells auf Atome lag daher nahe; aber trotz zahlreicher Reparaturversuche scheitert
das Planetenmodell des Atoms schon an folgendem Punkt:

Eine beschleunigte Ladung - und ein Elektron auf einer Ellipsen- oder Kreisbahn ist eine beschleunigte Ladung -
erzeugt eine elektromagnetische Welle, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. In dieser Welle steckt
Energie, die abgestrahlt, und damit dem System entzogen wird. Aus der Himmelsmechanik oder der Raumfahrt
wissen wir, dal3 bei Energieentzug (entspricht dem Abbremsen eines Raumschiffes), der Radius der Bahn kleiner
wird.
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Die unvermeidliche Konsequenz des Planetenmodells ist daher, daR das Elektron auf einer Spiralbahn immer
engere Kreise zieht und schliel3lich (nach sehr kurzer Zeit!) mit dem Atomkern zusammenstofRen wiirde.

Es gab keinen Ausweg - obwohl viele Versuche gemacht wurden - das Atom, bestehend aus Kern und Elektronen,
im Rahmen der klassischen Mechanik irgendwie zu retten!

Auch aus anderen Gebieten der Physik gab es Hinweise, daf3 die klassische Physik an ihre Grenzen stiel3, dal3
etwas neues, im alten System prinzipiell nicht darstellbares, erforderlich war - neue Grundgesetze, Paradigmen
oder Gleichungen, wie auch immer man das ausdriicken wollte. Einige dieser Stolpersteine der Physik sind im Link
dargestellt.
’ Einen groRen Schritt nach vorne machte 1913 Niels Bohr und 1923 Louis de Broglie, die, wie wir heute sagen wurden,
das System der damaligen Physik um einige nicht naher begriindete Axiome erweiterten. Dies wird Inhalt des nachsten
Moduls sein.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.1.1
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2.1.2 Frihe Atommodelle: Bohr und de Broglie

Bohrsches Atommodell

’ Niels Bohr postulierte 1913 ein "Axiom", das dazu fluhrt, dal3 es einige wenige stabile Bahnen des Elektrons um den
Atomkern gibt, d.h. Bahnen, auf denen das Elektron keine Energie verliert. Zu jeder dieser erlaubten Bahnen gehort eine

bestimmte konstante Gesamtenergie, die sich als Summe der kinetischen und der potentiellen Energie des Elektrons
ausdrucken laft.

Als unmittelbare logische Konsequenz ergibt sich, dal ein Elektron auf einer der nicht erlaubten und damit nicht
stabilen Bahnen sich sofort auf die energetisch nachst niedrige erlaubte Bahn begibt, und dabei seine
UberschuRenergie als elektromagnetische Welle abstrahlt.

Da damit alle Elektronen sich ganz schnell nur noch auf erlaubten Bahnen befinden, kann Energieabgabe oder
Energieaufnahme der Elektronen eines Atoms nur noch in Quanten erfolgen, die der Differenz der Energie zweier
erlaubten Bahnen entspricht.

’ Die entscheidende Frage ist deshalb die Frage nach dem neuen Axiom, dem Auswahlprinzip, dem Kriterium, das
erlaubte und nicht erlaubte Bahnen unterscheidet.

Die klassiche Physik liefert dazu keine Aussage; bei Planeten ist z.B. jede Bahn erlaubt.

Das Bohrsche Axiom oder Postulat nimmt als entscheidenden Grof3e den Drehimpuls D des Elektrons, D=m - v
- r (mit m = Masse, v = Geschwindigkeit und r = Radius der Bahn). Nicht mehr alle Drehimpulse sind erlaubt,
sondern nur noch ganz bestimmte. Das Auswahlkriterium oder die Bohrsche Quantenbedingung, die Bohr fir die
Drehimpulse wabhlte, heifl3t

n-h
m-v-.r :—:n.h
21

Mitn =1, 2, 3, 4, ... h = Plancksches Wirkungsquantum = 6,626 - 10~34 Js und li = "h quer" als Abkiirzung fiir
dem sehr haufig auftretenden Ausdruck h/2Tr

’ Bohr hat, in anderen Worten, den Drehimpuls gequantelt. Warum er den Drehimpuls, und nicht z.B. den Radius, eine
Energie (kinetische, potentielle, gesamte) oder den linearen Impuls genommen hat, ist kein Geheimnis, denn nur mit
dem Drehimpuls "funktioniert" das Ganze. Was Bohr wirklich gemacht hat, ist im tibrigen noch ein bichen
komplizierter, fihrt dann aber schnurstracks auf die obigen Beziehungen.

Die Zahl n ist eine "Quantenzahl”. Sie bestimmt letztlich, daf3 nur bestimmte Werte des Drehimpulses
vorkommen kdénnen.

Das Plancksche Wirkungsquantum (immer mit h abgekirzt) ist eine der ganz fundamentalen Naturkonstanten; in
ihrer Bedeutung nur vergleichbar der Lichtgeschwindigkeit c, der Elementarladung e, der Boltzmannkonstante k und
der Gravitationskonstanten G.

Das Wirkungsquantum tauchte 1900 zum erstenmal auf, als Max Planck es in seinem beriihmten
Strahlungsgesetz erstmals einfiihrte. Es hat die Dimension einer "Wirkung", d.h. Arbeit - Zeit.
’ Mit der Plancksche Quantenbedingung fur den Drehimpuls kénnen wir - zumindest fir ein hypothetisches Atom mit z
positiven Ladungen in Kern und nur einem Elektron - zwei Gleichungen formulieren, deren Lésungen alles enthalten, was
am Wasserstoffatom, am einfach ionisierten He Atom, usw., leicht beobachtbar ist. Es sind dies:

1. Die Bohrsche Quantenbedingung von oben.

1. Das Kraftegleichgewicht (Coulomb- Wechselwirkung zwischen Atomkern und Elektron = Zentrifugalkratft).

’ Damit haben wir die folgenden zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten v und r. Das Bild gibt die Modellvorstellung
wieder, die wir aber gleich wieder vergessen wollen, das sie viel zu einfach, um nicht zu sagen schlicht falsch ist.

n-h
m-v.r = —
2T
z-e? m - v2
AT - €q - 12 r

’ Damit lassen sich die folgenden GréRen leicht berechnen (in einer Ubung).
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e Der Radius r fur die erlaubten Quantenzahlen n.

 Daraus die potentielle Energie Upot =—z - e2/ 4treg - 1.

* Die Geschwindigkeit v fir die erlaubten Quantenzahlen n.

* Daraus die kinetische Energie Exjn =% m - v2.

* Und zum Schluf? noch die Gesamtenergie Eges = Ekin + Upot.

’ AuRerdem folgt ein Prinzip dieser Vorlesung:
Wir lernen hier nicht rechnen, sondern Materialwissenschaft. Wie man auf die erforderlichen Beziehungen kommt,
nachdem die notwendigen Formeln bekannt sind, iberlassen wir i.a. den Ubungen.

’ Betrachten wir jetzt r = r(n) = rp; fir n = 1 ergibt sich der kleinste erlaubte Bahnradius zu

r{=0,529 - 108cm = 0,529 A.

Wir verwenden hier erstmals einen kleinen Trick zur besseren Ubersichtlichkeit: Wir schreiben die Quantenzahl
nicht als Variable, sondern als Index an die betrachtete Funktion. Letztlich sind die Quantenzahlen ja auch so was
wir eine Art Numerierung der mdglichen Lésungen des Gleichungssystems.

Fur n = 2 ergibt sich der vierfache Radius, fur n = 3 der neunfache, usw.

’ Die potentielle Energie ist immer doppelt so groRR wie die kinetische Energie (siehe die Ubungsaufgabe); fir die
Gesamtenergie E ergibt sich

ZZ.e4.m 1 ZZ
En=—- ——— . — =_136- — [eV]
8- €g?-h? n2 n2

Das Minuszeichen bertcksichtigt, dal’ das Elektron gebunden ist, d.h. daR Energie in das System hineingesteckt
werden mufd um das Elektron abzutrennen, d.h. ins Unendliche zu beférdern.

Dazu machen wir jetzt die angekiindigte Ubung

Ubung 2.1-2

Zeige, dal3 obige und nachfolgende Beziehungen aus der
Bohrschen Quantenbedingung folgen

’ Ein Wasserstoffatom kann also nur Energien absorbieren und dann wieder abgeben, die der Differenz der Energien
zweier erlaubten Bahnen mit Quantenzahlen n und n' entsprechen.

Die Formel dafir lautet .

z2.e4.m 1 1

8- €g2-h? n2 n' 2

AE

’ Da bei einem angeregten Atom - also einem Atom, das durch Energiezufuhr von auf3en sein Elektron nicht auf der
energetisch niedrigsten Bahn hat - beim Sprung des Elektrons von der Bahn mit der Quantenzahl n* auf die Bahn mit
der Quantenzahl n die Energie als ein "Lichtteilchen”, als ein Photon, frei wird, kann man messen, ob das Bohrsche
Modell stimmt.

Dazu mul3 man nur nachschauen, bei welchen Frequenzen im elektromagnetischen Spektrum Wasserstoff seine
Emissionslinien hat. In anderen Worten: Man vergleicht das Spektrum von Wasserstoff, das langst vor der
Bohrschen Theorie beobachtet und gemessen wurde, mit der obigen Formel.

Dazu braucht man aber noch folgende, aus dem Planckschen Strahlungsgesetz stammende Beziehung zwischen
Frequenz v und Energie E(V) eines Photons:

h-c
E(Photon) = h-v = —
A

Mit v = Frequenz des Lichtes bzw. Photons, ¢ = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum = 299 792,458 kms~=1, A\ =
Wellenlange.
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’ Der Vergleich der gemessenen Spektren mit der Vorhersage des Modells war ein Triumph fir Bohr: Theorie und
Experiment stimmten bis zur 5. Stelle Giberein! Die Physik hatte eine Sensation, wie sie noch nie dagewesen war. Ein
Vergleich zwischen Theorie und Experiment anhand des "Balmer-Spektrums" des Wasserstoffs ist im Link gezeigt.

Damit war Kklar, dafd das Bohrsche Atommodell zumindest einen Teil der Wahrheit umfaf3te, auch wenn das
Quantenpostulat véllig kinstlich erschien.
’ Leider lieferte es nur beim Wasserstoffatom oder bei lonen mit nur einem Elektron richtige Werte. Erweiterungen wurden
zwar versucht (insbesondere von A. Sommerfeld), blieben aber letztlich nur Stlickwerk.

Bohr war auf dem richtigen Weg, soviel war klar. Aber das Problem der internen Struktur der Atome, so viel war
auch schnell klar, konnte durch ad hoc Quantisierungsbedingungen nicht wirklich gelést werden.

Louis de Broglie und "Materiewellen"

Der nachste entscheidende Schritt kam 1923 von Prinz (!) Louis de Broglie. Diesem franzdsischem Physiker lieRen
die Bohrschen Quantenzahlen keine Ruhe.

In der klassischen Physik kannte man &hnliches nur von Eigenschwingungen; z.B. kann eine schwingende Saite
der Lange | nur Wellenlangen erzeugen, die mit I/2n; n = 1,2,3,..., beschrieben werden kdnnen; d.h. die Saitenlange
ist immer ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlangen der Saitenschwingungen. War hier eine Analogie
verborgen, die ausbauféhig war? Hatte das Elektron - ein Teilchen wohlgemerkt - etwa auch Eigenschaften, die man
sonst nur Wellen zuschrieb?

Auf der anderen Seite wuldte de Broglie auch - oder besser, er glaubte es - dal3 unbestrittene Wellen, insbesondere
die Lichtwellen, sich gelegentlich wie Teilchen benehmen. Damit hatte Albert Einstein 1905 den photoelektrischen
Effekt erklart (daftr, nicht fiir die Relativitatstheorie, hat er dann den Nobelpreis bekommen!). Geglaubt hat ihm das
aber niemand so richtig; erst 1923, als Arthur Compton den nach ihm benannten Compton-Effekt entdeckte, der die
Teilcheneigenschaften von Wellen Giberzeugend demonstrierte, gewdhnte man sich allmahlich an diesen Gedanken.

Wenn Wellen sich manchmal wie Teilchen benehmen, oder besser ausgedriickt, immer auch Teilcheneigenschaften
haben, dann kdnnte die umgedrehte Aussage vielleicht ja auch richtig sein: Teilchen haben auch
Welleneigenschaften! (Achtung! Dies ist eine andere Aussage als der oft gehdrte Spruch: "Teilchen sind Wellen™).
1923 formulierte de Broglie diesen Gedanken in mathematischer Strenge. Die weltbewegende Gleichung dazu lautet

Mit p = Impuls des Teilchens, h = Plancksches Wirkungsquantum, A = Wellenlange

’ In Worten sagt die de Broglie Beziehung, daf ein Teilchen mit dem Impuls p die Wellenlange A = h/p hat, wenn man
seine Welleneigenschaften betrachtet. Die Gleichung sagt nicht, daf3 ein Teilchen eine Welle ist!

’ Wie kommt man auf die de Broglie Beziehung? Nur mit Hilfe radikaler Gedanken und der Relativitatstheorie. Wir wollen
uns hier aber nicht mit der Ableitung beschéaftigen, sondern feststellen, dafd die de Broglieschen Materiewellen,
obgleich ein radikaler Bruch mit der klassischen Physik (und eine unldsbare Anforderung an das Vorstellungsvermégen),
zwanglos eine elegante Erklarung des Bohrschen Quantenpostulats liefern.

Denn projeziert man eine Welle mit der richtigen Wellenlange auf eine der erlaubten Bohrschen Bahnen, sieht man,
daR sie genau palfit, d.h. es gilt die Beziehung

2. m-r = Umfang der Elektronenbahn = n - Ap

Dabei muR3 man etwas aufpassen! A ist an den Impuls gekoppelt und hat deshalb fiir jedes n einen anderen
Zahlenwert.

Man erhalt daraus sofort mvr = nh/21 - das ist die Bohrsche Quantenbedingung!

Wir wollen uns dies mal bildlich verdeutlichen und die 3 ersten Bohrschen Bahnen mit Radius 1, 4, 9 (durchgezogene
’ Linien) und entprechende stehende Wellen mit 1, 2, 3 Wellenlangen (gestrichelt) mafstablich zeichnen. Das sieht
ungefahr so aus:
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N

Die entscheidenden Frage ist, was da eigentlich "wellt". Die fast zwanghatft sich einstellende Vorstellung, dalR da
irgendwas - ein Kiigelchen zum Beispiel - sich entlang der gewellten Linie bewegt ist genauso falsch, wie die
Vorstellung, dafd sich Gberhaupt etwas kleineres als die gesamte gezeichnete Materiewelle bewegt. Das Elektron ist die
"Welle"! Die gesamte Welle, nicht nur ein im Kreis laufendes Teil davon!

’ Akzeptiert man fur einen Moment das Materiewellenpostulat, kann man sofort eine Reihe von Fragen stellen und
Vorhersagen machen, die ziemlich fremdartig erscheinen; z.B.
Das wesentliche Spezifikum bei Wellen ist, daf3 sie Interferenzeffekte erméglichen: Zwei Wellen kénnen sich
gegenseitig verstarken oder - wenn ihre Phase um 180° verschoben ist - komplett ausléschen. Damit zusammen
hangt das Phanomen der Beugung - Wellen laufen gelegentlich um die Ecke.

Frage 1 also: Sieht man Beugungs- und Interenzeffekte auch bei Teilchen?

Frage 2: Wo ist eigentlich das Teilchen lokalisiert? Eine Welle ist notwendigerweise ausgedehnt, sie kann an
einem mathematischen Punkt nicht definiert werden (oder nur wenn man akzeptiert, daf3 dann die Wellenlange (und
damit der Impuls nach de Broglie) einen beliebigen Wert haben kann).
Wellen beziehen sich auf "etwas", das dann eine Amplitude hat, die sich v mal pro Sekunde vom Maximum zum
Minimum und zurlick andert. Bei Schallwellen ist dieses "etwas" der Luftdruck, bei elektromagnetischen Wellen das
elektrische und magnetische Feld, bei Wasserwellen die Hohe tber "Normalnull" oder die Geschwindigkeit der
Wasser"teilchen".
’ Damit kommen wir zu Frage 3: Was ist dieses "etwas", das sich mit irgendeiner Amplitude periodisch andert, bei
Materiewellen?
’ Fragen ist einfach (und die Doméane der sog. "Geisteswissenschaften"); antworten ist schwer (und die Doméane der
Naturwissenschaften).
Aber manche Fragen kann man gar nicht beantworten, denn sie sind falsch gestellt. Hier ein paar Beispiele, als
Antworten sind nur "Ja" oder "Nein" zugelassen;:

» Schlagen sie ihre Freudin immer noch?
» Diese Aussage ist falsch. Stimmt das?
* Sind Elektronen nur dann griin, wenn sie nicht gelb sind?
Diese Fragen beziehen sich auf ein nicht existierendes Umfeld oder sind selbstrekursiv; Ja - Nein Antworten sind
sinnlos.
Unsere Frage 3 von oben ist ebenfalls nicht direkt beantwortbar. Eine Antwort, die im Rahmen der Gedankenwelt der
klassischen Physik bleibt, gibt es nicht. Im Rahmen der klassischen Physik, die wir nur um die de Broglie Gleichung
erweitern, ist die Frage sinnlos.
Wir sollten uns aber daran gewohnen, dal3 die Nichtbeantwortbarkeit von sinnlosen Fragen auch dann kein Problem
darstellt, wenn viele sogenannte "Denker" die Sinnlosigkeit mancher Fragen nicht erkennen. Eine Antwort erhalt
man dann eben nur, wenn man das alte System verla3t und etwas "Neues" denkt. Und genau das werden wir im
folgenden tun.

Heisenbergsche Unscharferelation

’ Bevor wir zu den Antworten kommen, vergegenwartigen wir uns das Umfeld der Fragen:

Das Grundprinzip ist zunachst, dafd nur in der Welt des Allerkleinsten - bei uns das Elektron - die
Welleneigenschaften der Materie Uiberhaupt zum Tragen kommen. Bei grof3eren Objekten sind die
Welleneigenschaften zwar auch da, aber wirken sich nicht aus, da sie sich in winzigsten Dimensionen abspielen.

Schauen wir uns jetzt die obigen Fragen genauer an:

’ Zur ersten Frage: Wirde man Beugungsexperimente mit Atomen machen - an irgendeinem Analogon zu einem
optischen Gitter - wirde man in der Tat Interferenzeffekte sehen.
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Wir mussen aber nicht den Konjunktiv bemiihen - man hat die Experimente gemacht und die Beugungseffekte
gesehen! Allerdings sind bei Atomen die Beugungsmaxima und Minima so dicht beieinander, dal man schon sehr
genau hinsehen mul3, um den Effekt zu bemerken.

Mit Elektronen ist es einfacher - ihre Wellenlange ist wegen der kleineren Masse gré3er. Die Herren Davisson und
Germer haben das 1927 erstmals demonstriert und daftir den Nobelpreis bekommen - ein Beispiel fur
Elektronenbeugung am Gitter eines Kristalls findet sich im Link.

Unheimlich und ungewohnt ist dabei, dal’ das Elektron als Welle nicht etwa mit anderen Elektronen, die
"vorbeigeflogen" kommen interferiert, sondern mit sich selbst! Wer sich hier etwas tiefer informieren will, aber nicht
den mathematischen und gedanklichen Ballast der theoretischen Physik ertragt, dem sei Feynmans Bichlein
"QED" warmsten empfohlen!

’ Die zweite Frage hat es in sich: Man kann es drehen und wenden wie man will - man kann nicht gleichzeitig tber den
exakten Ort eines Teilchens reden und Uber seine Wellenléange, oder, nach de Broglie damit gleichbedeutend, seinen
Impuls.

Entweder kennt man eine BestimmungsgréRe exakt - dann weif3 man nichts Uber die andere, oder man kennt beide
nur so ungefahr. Dies fuhrt sofort zur berihmten Heisenbergschen Unscharferelation, die es wert ist, grof3
aufgeschrieben zu werden

Ax - Apx > h

Dabei ist Ax die "Ortsunscharfe", also das Intervall auf der x-Achse auf der sich das Teilchen irgendwo befindet,
und Apy ist die entsprechende "Impulsunscharfe" in x-Richtung.

’ Auch die Heisenbergsche Unschérferelation verhindert, nebenbei bemerkt, daf3 ein Elektron sich in den Kern stiirzen
kann. Denn dann ware seine Ortsunschéarfe durch den Kerndurchmesser gegeben; die resultierende Impulsunschérfe ist
so grol3, dafl? es sofort wieder herausfliegen wirde!

’ Die dritte Frage, was denn da "wellt", oder genauer gesagt, was denn eine Amplitude besitzt, ist vielleicht die
schwierigste. Denn die Antwort darauf tragt nicht nur die klassische Physik endgultig zu Grabe (mit Wellen hatte sie
noch so halbwegs leben kénnen), sondern stellte und stellt die Philosophie vor noch immer unbewaltigte
Herausforderungen.

Denn eine Antwort ist nur moglich wenn wir ein neues Paradigma einfiihren, eine neue Weltanschauung, etwas
ganzlich Unerhortes, etwas universell Neues:

Das Universum kann prinzipiell nur statistisch
beschrieben werden.
Es gibt nur noch Wahrscheinlichkeiten, keine
Gewil3heit mehr.

Das heil3t: Bei immer absolut gleichen Voraussetzungen eines physikalischen Experiments (zumindest gedanklich
immer machbar) - sei das Experiment die Schépfung des Universums oder der Durchgang eines Elektrons durch
eine diinne Folie - wird damit der Ausgang des Experiments bei jeder Wiederholung prinzipiell anders aussehen -
nur statistische Aussagen utber z.B. Mittelwerte sind moglich! Wer hier tiefer einsteigen will, sei auf eine wachsende
Liste populérwissenschaftlicher Biicher namhafter Autoren - meistens Nobelpreistrager - verwiesen.

Erste Reaktion: Das ist doch Schwachsinn! Die Physik lebt doch davon, dass der Ausgang von Experimenten auf x
Stellen hinter dem Komma vorhersagbar ist - jedesmal; siehe oben!

Erste Antwort: Schon wahr. Aber auch der Ausgang "rein statistischer" Experimente ist oft mit extremer
Genauigkeit vorhersagbar: Beispiel: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, mit 1.000.000 Wirfeln die Zahl 1.000.000
oder 6.000.000 zu wiirfeln? Einfach: 1/ 61.000.000; oder 0.00000.., d.h. eine Zahl mit ziemlich viel bekannten Stellen
hinter dem Komma.

’ Jetzt zur Antwort auf Frage 3:

Was da "wellt" ist nicht eine Art Kligelchen, das einer Berg-und-Talbahn folgt, sondern etwas viel abstrakteres,
etwas neues, etwas in der klassischen Physik nicht vorhandenes - wir nennen es mal Wafu.

’ Wer sich dazu jetzt nichts vorstellen kann, liegt genau richtig.
Denn das menschliche Gehirn hat zunachst nur Modelle fur all das parat, was seinen Sinnen direkt zugénglich war.
Im Laufe der Zeit entwickelt sich das ein wenig (falls man tbt), und man kann sich auch Sachen vorstellen, die den

Sinnen nicht direkt zuganglich sind. Sich ein Magnetfeld oder eine elektromagnetische Welle vorzustellen fallt uns
heutzutage erheblich leichter als den Zeitgenossen Maxwells.

’ Was sollen wir uns unter einem Warfu vorstellen. Erst mal gar nichts. Wir werden uns aber diesen Begriff so allmahlich
erarbeiten, indem wir uns mit den Eigenschaften beschéftigen, die das Wafu haben muf3, damit alles "paf3t".
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Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass wir wirklich etwas neues brauchen - das Wafu - und dass wir aufpassen
missen, dass die Bezeichnung des "Neuen" in uns keine Assoziationen weckt, die irrefihrend sein kénnten. Hatten
wir das Wafu z.B. "Pizza" genannt, oder "Energo"”, kénnten wir uns kaum gegen Assoziationen wehren, die unser
Gehirn uns aufdrangt, und die mit der Sache nichts zu tun haben.

Um ein solches Mil3verstandnis zu vermeiden, habe ich jetzt ein wenig geschummelt!

’ Im Deutschen heil3t es gar nicht "Wafu", sondern Wellenfunktion.

Das ist dummerweiser ein Wort, das einen gewissen Sinn zu haben scheint. Aber wir betrachten den Terminus
Wellenfunktion jetzt erstmal als einen Buchstabenstring ohne erkennbare Bedeutung, so wie das nur zu diesem

Zweck eingefiihrte Wave Function - und damit haben wir auch schon das englische Aquivalent (das aber nie in der
Abklrzung Wafu verwendet wird!!!).

’ Die Wellenfunktion ist der Zentralbegriff der Quantentheorie. Kennt man die Wellenfunktion eines Systems, kennt man
Alles, was man Uber das System tberhaupt wissen kann - und diese Wissen wird statistischen Charakter haben!

Und um Frage 3 jetzt zu beantworten: Es ist die Wellenfunktion, immer mit dem Symbol y dargestellt, die da
"wellt" - was immer das bedeuten mag.

’ Die bisher vorhandenen Mosaiksteine hat schlie3lich 1926 Erwin Schrédinger (und Heisenberg und andere) zu einer
endgultigen Fassung der Quantentheorie zusammengesetzt, indem er die "Schrédingergleichung" aufstellte - eine
Gleichung fur die Wellenfunktion, die der Physik ein neues, oder eigentlich erstmals ein richtiges Fundament gab.

Alle hatten dasselbe "erfunden” - nur in sehr verschiedener mathematischer Form dargestellt. Die Schrodingersche
Version ist die einfachste; wir werden nur sie betrachten - im nachsten Unterkapitel.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.1.2
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Das Komplement zu "Wahrheit" ist "Klarheit"

Niels Bohr zugeschrieben

2.1.3 Schrodingergleichung und Wasserstoffatom

’ Bohrsches Postulat, Materiewellen, Unscharferelation: Alles hing irgendwie zusammen, beantwortete bisher ungeldste

Fragen, gab sogar - durch das Experiment Gberpruft - quantitativ richtige Antworten auf einige Fragen - aber letztlich war
das alles nur Stiickwerk, es fehlte der groRe theoretische Uberbau.

’ 1925 erschien das "Dreimannerwerk": Werner Heisenberg, Max Born und Pascal Jordan "erfanden” (oder "fanden"?)

und veroffentlichten eine konsistente mathematische Theorie der Welt der Atome, die Quantenmechanik.
Ihr mathematisches Gerust beruhte auf der (den Physikern damals fremdartigen) Matrixalgebra.
Wolfgang Pauli zeigte dann, daf3 die Bohrsche Version des Wasserstoffatom ganz organisch (wenn auch mit

betrachtlichem mathematischem Aufwand) in der neuen Quantemechanik steckte. Der Durchbruch war erreicht.
Doch die algebraische Quantenmechanik war schwer und unanschaulich.

’ Aber gleich darauf, 1926, brachte Erwin Schrédinger die Quantentheorie in die gebrauchlichste Form, ausgedriickt in

4

einer (den Physikern gelaufigen) partiellen Differentialgleichung vom Typus einer Wellengleichung, eben der berihmten
Schrédingergleichung .

Kurz danach konnte er auch zeigen - was durchaus nicht offensichtlich ist - dal3 die Heisenbergsche Matrizen-
Quantenmechanik und seine Wellengleichung exakt dasselbe beschrieben, lediglich in anderer (mathematischer)
Sprache.

Lésungen der Schrodingergleichung fiihrten zu exakt denselben Energien der Elektronen des Wasserstoffatoms, die
schon Bohr erhielt - aber die Schrédingergleichung war ein neues Axiom, ein neues universelles Naturgesetz, und nicht
nur eine Erweiterung der klassischen Mechanik mit kiinstlichen Quantenbedingungen.

Sie war universell anwendbar und nicht auf das Wasserstoffatom beschréankt.

Die Schrodingergleichung verleiht allen Teilchen (auch grof3en) Welleneigenschaften. Das Problem des
Wasserstoffatoms reduziert sich auf das Auffinden der Losungen, die fir das gegebene Potential die mdglichen
(dreidimensionalen) stehenden Wellen beschreiben. Mathematisch ist das nahezu identisch mit der Berechnung
stehender akkustischer Wellen in einem kugelférmigen Resonator - schwierig, aber nichts besonderes.

Stehende Wellen missen es sein, denn "laufende" Wellen wiirden ja bedeuten, daf? das Atom auseinanderflief3t.

Das groRe Problem war und ist aber: Was exakt "wellt"? In der Schrédingergleichung ist es einfach ein neuer
mathematischer Begriff, die Wellenfunktion Y(r) des Teilchens (oder, bei mehreren Teilchen mit den Ortsvektoren r1,
r2, ...rj dann die Wellenfunktion y(r1, ro, ...r j) des Systems).

Strikt mathematisch gesehen, ist Q(r ) irgendeine Funktion. Physikalisch gesehen muf3 W(r ) aber "irgendwie" das
physikalische System beschreiben, fir das wir die Schrodingergleichung aufgestellt und geldst haben. Und eine
physikalische Beschreibung heif3t immer, daf® wir ausrechnen kénnen, was wir in einem Experiment messen
werden.

In Y(r) missen also messbare Dinge - Ort, Impuls, Energie, usw. - codiert sein, wenn es physikalisch signifikant
sein soll.

Widmen wir uns also den Eigenschaften der Wellenfunktion y(r). Ein erster Stolperstein beim Versuch zu verstehen
was Y(r) darstellt ist die Tatsache, dal? Y(r) in der Regel eine komplexe GroR3e ist - das gab es in der Physik bisher
nicht!

Aufpassen! Die Tatsache, dal? man auch in der klassischen Physik mit Hilfe der Eulerbeziehung gelegentlich
komplex rechnet um mathematisch eleganter vorgehen zu kénnen, bedeutet nicht, dafl3 die behandelten Grof3en
selbst komplex sind. Im Zweifel ist immer nur der Realteil gemeint! Dies gilt insbesondere bei der Behandlung des
Wechselstroms in der Elektrotechnik, aber auch z.B. bei der Behandlung von klassischer Interferenz.

Mit einer intrinsisch oder inherent komplexen Wellenfunktion als Beschreibung einer physikalischen Realitat erfolgt also
ein kompletter Bruch sowohl mit der klassischen Physik, als auch mit der herkdommlichen Betrachtung der Natur, der
Naturphilosophie oder Metaphysik.

Da wir keine imagindren messbaren Gréf3en kennen, folgt sofort, dafl3 die Wellenfunktion eine héhere
Abstraktionsebene darstellt als die gewohnten mefR3baren physikalischen GroRRen. Sie kann also nicht direkt
gemessen werden, sondern mul3 die gewiinschte Information "codiert" enthalten.

Die Schrodingergleichung ist damit erstmals in der Physik eine Gleichung fir eine abstrakte Grof3e, eine Groi3e die
nicht mehr direkt gemessen werden kann, und die damit den menschlichen Sinnen unzugéanglich bleibt. Denn nur
was sich uber ein (noch so kompliziertes) MelRgerét in eine GroRRe transformiert, die der Mensch sehen, héren,
fuhlen, schmecken oder riechen kann, betrachten wir als real, als unmittelbar existent.

Die Diskussion Uber die "wirkliche" Bedeutung der Wellenfunktion halt an. Gerade jetzt lebt sie wieder auf; ein Blick
auf die in den letzten Jahren veréffentlichten populérwissenschaftlichen Bicher zum Thema - meistens von Physik
Nobelpreistragern - zeigt dies ganz plastisch.
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’ Obwohl es ungeheuer reizvoll sein kann, sich mit dieser Thematik zu beschéaftigen - es handelt sich letzlich um eine der
wenigen ganz grof3en intellektuellen Herausforderungen, die sich der Wissenschaft noch stellen (eine andere
Herausforderung dieser GréRenordnung ist z.B. die Frage nach der "Natur" des Bewul3tseins (Was ist Leben,
insbesondere bewuRtes Leben?)) - mussen wir uns im Rahmen der Einfuhrung in die Materialwissenschaft darum nicht
kiimmern. Wir nehmen einfach nur folgenden Satz zur Kenntnis:

Das Betragsquadrat
G
der Wellenfunktion y(r) eines Teilchens
an einem gegebenen Ortr = (X,y,2)
ist ein Malf3 fir die Wahrscheinlichkeit,
daf3 das betrachtete Teilchen an diesem Ort zu finden ist.

’ Diese Aussage, die wir hier einfach als eine Art Axiom hinnehmen, gilt es nun mathematisch auszudrtcken:
"\
"

. (xy.2) 'L «

WVolumenelement dV bei (x,y,2)

Den Ort definieren als ein differentielles Volumenelement dV ; also als ein Wiirfelchen mit einer Ecke bei der
betrachteten Koordinate (x,y,z) und der Kantenlange dx, dy, dz.

Am Ort (x,y,z) hat die Wellenfunktion den (komplexen) Wert Q(x,y,z).

Das Betragsquadrat der Wellenfunktion ist gegeben durch

Betragsquadrat = Y(x,y,z) - W*(X,y,2)

d.h. der komplexe Wert der Funktion an der Stelle (x,y,z) multipliziert mit dem konjugiert komplexen Wert y*(x,y,z)
. Es ist damit schlicht der Betrag der komplexen Zahl, machmal auch Modul genannt.

Die Wahrscheinlichkeit w(x,y,z), das Teilchen im betrachteten Volumenelement dV = dxdydz zu finden, ist dann
proportional zur GréRe des Volumenelements und es gilt

w(x,yz) = W(x.y,z) - P*(x,y,2) - dxdydz

w(x,yz)

= "I) (leaz) : Ll)*(X,y,Z)
av

’ Dies bedeutet, daR das Betragsquadrat der Wellenfunktion eine "Wahrscheinlichkeits dichte" dafir ist, das
betrachtete Teilchen bei der gewahlten Koordinate zu finden.

Man nennt w(x,y,z) auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens am Ort (x,y,z); d.h. man laf3t das
"....dichte " weg, da jeder und jede weil3 was gemeint ist und "Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte" ja auch nicht
unbedingt zu den schdnsten deutschen Wortern zéhlen wirde.

’ Da die Wahrscheinlichkeit w, das Teilchen irgendwo in einem beliebig groRen Volumen zu finden immer w = 1 sein
muf3, gilt grundséatzlich eine Normierungsbedingung der Form

+ o0 +o0o +o

J J J w(x,y,z) - Y *(x,y,z) - dxdydz=1
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’ Die Schrodingergleichung bestimmt nun die Wellenfunktion @ fur das betrachtete System. In ihrer allgemeinsten Form
ist sie eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung fur die Variablen Ort und Zeit der Wellenfunktion (x,y,z,t).
Wir werden sie im 2. Teil, der Einfuhrung in die Materialwissenschaft Il, in dieser allgemeinsten Form der
zeitabhangigen Schrodingergleichung kennenlernen.

Wenn man die Differentialgleichung 16st, erhélt man die Wellenfunktion fir das betrachtete Problem und weif3 damit,
mit welcher Wahrscheinlichkeit sich die betrachteten Teilchen wo befinden werden.

’ Die Wellenfunktion ist aber noch mehr. Sie enthéalt namlich alle Informationen tGber das betrachtete Teilchen oder
System. Man kann diese Informationen Uber spezielle mathematische Manipulationen der Wellenfunktion erhalten; das
ist fur uns an dieser Stelle aber nicht wichtig. Wer aber aus Neugier gern mehr wissen will, soll Kapitel 16 (der 18.
Auflage) im "_Gerthsen" lesen.

Hier wollen wir uns die Aufgabe erleichtern, und nur Systeme betrachten, in denen sich zeitlich nichts mehr &ndert -
die in sich ruhend zeitlich stationar sind. Ein Beispiel dafir ist jedes beliebige Atom, das heute so vorliegt wie
gestern und morgen und in alle Zukunft - sofern von auf3en nicht eingegriffen wird.

Fur diese stationdren Zustande gibt es die vereinfachte, ndmlich zeitunabhangige Schrédingergleichung , in
der die Zeit als Variable nicht mehr vorkommt.

Die zeitunabh&ngige Schrodingergleichung fiir ein Teilchen der Masse m lautet

L2 o%p(xyz) 02wy 02 (xy.2)
o + + + ( uxy,z) — E ) “Yxy,z) =0

Dabei ist E die Gesamtenergie , i.d.R. also kinetische plus potentielle Energie, und U die potentielle Energie des
betrachteten Systems; It ="h quer" = h/2m hatten wir schon.

Da der Energieerhaltungssatz auch in der Quantenmechanik gilt, ist die Gesamtenergie E eine feste Zahl, die
nicht von den Koordinaten abhangt, wahrend die potentielle Energie U(x,y,z) natirlich eine beliebige Funktion der
Koordinaten sein kann.

’ Diese vergleichsweise simple Differentialgleichung hat ungeahnte Konsequenzen. Denn sie enthélt in ihrer vollen
(zeitabh&angigen) Form letztlich die Newtonschen Grundgleichungen, und, in einer erweiterten Form (dann Dirac -
Gleichung genannt), die Maxwell-Gleichungen inklusive der speziellen Relativitatstheorie !

In anderen Worten: Sie ist eine der fundamentalsten Gleichungen der Physik.

Mit der Schrddingergleichung wurde die gesamte Chemie ein Untergebiet der Physik - wenigstens vom Prinzip her,
wenn schon nicht in der Praxis, denn sie enthélt alles was man uber Atome, Molekile und ihre Reaktionen wissen
kann - im Prinzip.

Wer der Schrodingergleichung hier das erste Mal begegnet, sollte den Link betétigen.

’ Das einzige was wir hineinstecken, ist die potentielle Energie des Teilchens, U(x,y,z).

Der Energieerhaltungssatz, der nach wie vor gultig ist, sagt uns, daf® die Gesamtenergie E konstant sein muf3!
Wir kennen sie nur nicht - und das bedeutet, daf? sie neben der Wellenfunktion W(x,y,z) aus der Losung der
Schradingergleichung herauskommen muf3.

Wie das Ganze "funktioniert”, macht man sich am besten an einem Beispiel klar:
’ Wir stellen jetzt mal die Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom auf, oder, um ganz exakt zu sein, die
Schrédingergleichung fir das Elektron des Wasserstoffatoms.

Dabei muf3 nur fur die potentielle Energie U(r) des Elektrons im elektrischen Feld des Atomkerns (der eine pos.
Elementarladung trégt), also fur das Potential des Elektrons, der richtige Ausdruck eingesetzt werden. Er lautet

e2
U(r) = —
AT - €9 - I

wobei r den Abstand vom Atomkern bezeichnet, d.h.

r=lel = (xz 24 zz)l’z

’ Die Schradingergleichung lautet dann:
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h2 02Y(x.y,z) 02 (x,y,2) 02Y(x.y,2) e?
- — + + + — - E -Px,y,z) =0
2m ox2 0y? 0z2 4Tte g - 1

mit r = (x2+y2+ z2)12

’ Damit sind wir auf dieser Stufe vielleicht nicht mit unserem Latein, aber doch mit unserer Mathematik am Ende, denn

diese Gleichung kénnen wir nicht so schnell I6sen wie das fiir den Fortgang der Vorlesung nétig wére. Fir die
mathematisch Interessierten ist der Losungsweg aber im Link: Schrédingergleichung und Wasserstoffatom beschrieben.

’ Wir kdnnen aber einfach akzeptieren , dal3 diese Differentialgleichung bekannte Losungen hat, die wir im folgenden

beschreiben. Zunachst stellen wir fest, daf’ es (unendlich) viele Lésungen dieser Schrodinger-Gleichung fur das
Wasserstoffatom gibt, sie unterscheiden sich in mindestens einer von drei Quantenzahlen, die fester Bestandteil der
Losung sind. Diese drei Quantenzahlen haben Namen:

Hauptquantenzahl n =1, 2, 3, ..., d.h. alle positiven natirlichen Zahlen beginnend mit 1.
Nebenquantenzahl | =0, 1, 2, 3, ..., (n — 1), d.h. alle natUrliche Zahlen sind erlaubt, die um 1 kleiner sind als n .

magnetische Quantenzahl m =1,1-1, ..0,..,, - I, d.h. alle ganzen Zahlen zwischen — | and + | sind erlaubt.

’ Dazu kommt noch eine vierte Quantenzabhl, die zwar nicht aus der Schrédingergleichung "herauskommt”, aber als eine

Grundeigenschaft des Elektrons sich (trivial) Gberlagert, die:
Spinquantenzahl s = +1/2 oder — 1/2 - unabhé&ngig von allen anderen Quantenzahlen

’ S, wie gesagt, ist dabei nicht eine aus der Lésung der Schrédingergleichung abfallende Quantenzahl, sondern kommt

von der fundamentalen Eigenschaft des Elektrons, wie auch aller anderen Elementarteilchen, einen Spin zu haben - wir
werden das in Kirze naher betrachten.

Jede der obigen Losungen gilt fiir jede der beiden mdglichen Spinquantenzahlen s - damit verdoppelt sich schlicht
die Losungsmannigfaltigkeit. Um zwischen den beiden Spinquantenzahlen zu unterscheiden malt man gerne ein
Pfeilchen "rauf" oder "runter" sobald man in bildliche Darstellungen geht.

Fur Puristen sei angedeutet: Nimmt man statt der hier dargestellten Schrédingergleichung die oben schon erwdhnte
erweiterte Form der Dirac Gleichung, ist auch der Spin in der Grundgleichung enthalten.

’ Ein konkreter Satz Quantenzahlen beschreibt damit einen der méglichen Zustéande des Systems. Weiterhin ergibt sich

fur jede der durch einen Satz Quantenzahlen definierten méglichen Lésungen oder, einfacher gesagt, fiir jeden Zustand,
eine bestimmte Gesamtenergie E. Damit erhalten wir das Lésungsschema:

Lésungen: Y =WVn, I, m,sXy,2)

Zugehorige Energien: E=En,I,m,s

’ Die Energie fir einen bestimmten Satz von Quantenzahlen (= Zustand) , z.B. E2, 1,0, 1/2 kann , aber muf3 sich nicht

von der Energie zu einem anderen Satz von Quantenzahlen unterscheiden.

Sind die Gesamtenergien zu zwei verschiedenen Zustanden gleich groR3, bezeichnet man dies als
Energieentartung oder einfach Entartung ; man sagt, die Energie sei beziiglich dieser Quantenzahlen entartet .

’ Zur leichteren Unterscheidung und zum besseren Memorieren der zu einem Zustand gehodrenden Quantenzahlsatze hat

man die Werte der Nebenquantenzahl mit Buchstaben bezeichnet. Per Konvention (und aus historischen Griinden) gilt
| =0 heil3ts

| =1 heil3tp
| =2 heiltd
| = 3 heildt f

GroRere Werte interessieren hier nicht mehr.

’ Das obige Beispiel wird demnach wie folgt geschrieben:

E2 1,0 = E2,p,0,%
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’ Wie aber sieht denn nun irgendeine der méglichen Wellenfunktionen aus? Und was bedeuten die Lésungen fir die
innere Struktur der Atome und daraus folgend, den Aufbau der Materie? Dies wollen wir im nachsten Unterkapitel
genauer anschauen.

’ Zum Schluf3 eine nicht mehr einfache "richtige" Ubung, die uns die Mathematik der Schrédingergleichung sowie die
Interpretation der Lésung ein biRchen néher bringen soll.

Wir betrachten die Wellenfunktion eines Elektrons in Gebieten mit konstantem, aber verschiedenem Potential, die
direkt aneinander grenzen. Fir jedes Gebiet ist die Lésung recht einfach; die Losungen miissen aber im
Grenzbereich zueinander passen.

Dies lafit sich wie immer (man kann zum Beispiel an das "Balkenbiegen” der Technischen Mechanik denken) durch
geeignete Wahl der freien Integrationskonstanten bewirken, die dann durch die gegebenen Randbedingungen
festgelegt werden.

Das Ergebnis - zunachst noch reine Mathematik - enthélt in der physikalischen Interpretation eine der unerwarteten
Uberraschungen der Quantentheorie: Den Tunneleffekt, die Méglichkeit, dal ein Teilchen durch eine Mauer
"tunnelt", d.h. plétzlich auf der anderen Seite einer Mauer auftaucht, zu der es kein wie auch immer geartetes
klassisches Analogon gibt.

Ubung 2.1-5

Elektron und Potentialstufe

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.1.3
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2.1.4 Losung der Schradingergleichung fur das Wasserstoffatom

Die s - Orbitale

’ Die Schrddingergleichung flr das Wasserstoffatom zu lésen ist nicht ganz einfach, aber auch nichts besonderes.
Auszurechnen was passiert, wenn man in eine Fl6te blast, ist erheblich komplizierter.
Aber man muf doch tief in die Systematik der Lésung von partiellen Differentialgleichungen eintauchen,
Kugelkoordinaten bemiihen; Reihenentwicklungen vornehmen - eben das Instrumentarium der héheren Mathematik
anwenden. Das braucht erheblichen Platz fiir lange Formeln, und erheblichen Zeitaufwand um die Lésungsermittlung
abzuspulen. Wir wollen das hier nicht tun; ein Kurzabri3 der Lésung findet sich in einem "advanced" Modul (siehe
auch Quantenmechanik Skript).

’ Was aus der "mathematischen Ubung" herauskommt (es wird so gut wie keine Physik mehr benétigt!), sind vollstandige
Lésungen der Gleichung

h2 02Y(x,y,2) 02Y(x,y,2) 02Y(x,y,2) e?
- — + + + - E -Y(xy,z) = 0
2m ox2 0y? 022 4TTeQr
mitr = (x2+y2 + z2)12

Und nur auf die Lésungen Yn |, m,s(X,y,z) wollen wir uns jetzt konzentrieren.

Wir betrachten zunéachst die einfachsten Wellenfunktionen, man erhalt sie fir die "s-Zustande", d.h. fur die
Kombinationenn =1,2,3,.. und | = s, d.h. | = O firr alle n. Die magnetische Quantenzahl m ist dann automatisch
auch = 0.
’ Die entsprechende Losung ist kugelsymmetrisch, d.h. ihr Wert ist nur vom Abstand r des Punktes (x,y,z) vom Nullpunkt
abhéngig. Die zugehdrigen Energien E sind exakt die Energien aus dem Bohrschen Atommodell!

Wir erhalten folgende Funktionen, denen gemeinsam ist, daf® sie mit wachsendem r gegen Null streben.

jue| A& W T[q.q

0.5

¥

0 2 4 r[A] r 4] rid] 8

Radialwellenfunktionen @ von Wasserstoff furn =1, 2, 3.
Die r - Skala qilt fur alle Graphiken;
in was fur Einheiten Y aufgetragen ist spielt hier noch keine Rolle.

’ Wenn wir nun die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fur ein Elektron in einem Volumenelement dV graphisch darstellen,
also p-y* multipliziert mit dem differentiellen Volumen dxdydz, erhalten wir fiir die s-Zustande, also fir alle Lésungen
der Schrédingergleichung fiir die | = 0 ist, ebenfalls radialsymmetrische Funktionen.

Radialsymmetrisch heif3t, da? der Wert von Y nur von r abhangt, und damit nur vom Wert des Potentials am
Abstand r vom Atomkern.

Es empfiehlt sich dann natirlich, nicht nach der Wahrscheinlichkeit zu fragen, das Elektron in einem Wirfelchen
mit Kantenlange dx zu finden, sondern nach der Wahrscheinlichkeit, es in der Kugelschale zwischen den Radien r
und r + dr, also in einem bestimmten Abstandsintervall, zu finden. Wegen der Radialsymmetrie ist das unabhangig
vom genauen Ort auf der Kugelschale.

Damit wird das Volumenelement dV proportional zu r2dr (genau ist es 41r2dr) und die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in diesem dV ist proportional zu - g* - r2 - dr.
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Dieser Ubergang von cartesischen zu radialen Wahrscheinlichkeitsdichten ist durchaus trickreich und nicht trivial! Der
Ubergang von cartesischen Koordinaten zu Kugelkoordinaten wegen der Radialsymmetrie dndert ganz entscheidend die
Betrachtungsweise:

Y - Y*dxdydz hat ein Maximum am Ort des Atomkerns, wéahrend - Y* r2dr am Ort des Atomkerns = 0 ist aber
dafur ein Maximum bei einem bestimmten r hat. Dies ist in einem besonderen Modul ausfihrlich dargestellt.

Es lohnt sich, diesen Ubergang genau zu studieren; er wird noch haufiger vorkommen!

’ Wir erhalten die folgenden Graphiken:

40

Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeiten (= radiale Verteilungsfunktion) fur
Elektronen des Wasserstoffatoms in den s - Orbitalen (relative Einheiten). Die r - Skala
gilt fur alle Graphiken

’ In einer dreidimensionalen Darstellung ist das "s-Elektron", das durch diese Wellenfunktionen beschrieben wird,
radialsymmetrisch um den Nullpunkt, d.h. den Ort des Atomkerns "verschmiert".

Dieses "Verschmieren" ist aber nicht als eine Art zeitlicher Mittelwert zu sehen, den wir bemiihen weil wir nicht
schnell genug hinschauen (so &hnlich wie ein "verschmierter" Propeller beim Flugzeug), sondern das Elektron ist
diese "Verschmierungswolke", oder, um endlich einen Namen ohne Anfilhrungszeichen zu haben, das Elektron ist
das s - Orbital, falls es sich in diesem Zustand befindet.

Auch den Lateinern sei gesagt: Obwohl in diesem Wort noch die "Umkreisung" des alten Bohrschen
Planetenmodells steckt, hat die lateinische Wurzel hier ihre Bedeutung verloren. Nichts kreist mehr.

Das Elektron ist mit gleicher Wahrscheinlichkeit (zu jeder Zeit) an jedem Punkt zu finden, der den Abstand r vom
Ursprung hat. Dicht am Ursprung, oder weit weg, ist die Wahrscheinlichkeit beliebig klein, sie ist am gré3ten (aber
keinesfalls = 1) bei einem bestimmten Radius rp, wie es aus obiger Figur hervorgeht.

’ Was bedeutet: "Wahrscheinlichkeit, das Elektron zu finden"?

Es bedeutet, dal? nur das Eingreifen von auf3en, eine Messung mit einem geeigneten Gerat, durchgefiihrt von einem
"Beobachter"”, eine eindeutige Aussage dariiber machen kann, wo die durchgefuihrte Messung das Elektron
gefunden hat.

Fur diese Messung (und nur fir diese) ist der Ort, an dem das Elektron war, dann prézise bekannt. Wiederholt man
die Messung mit exakt denselbem Ausgangsbedingungen, findet man einen anderen Ort.

Das ist zwar in der Wirkung so &hnlich wie beim Wurfeln, aber es ist vom Prinzip her total anders! Wirde man ein
Wiirfelexperiment mit exakt denselbem Ausgangsbedingungen wiederholen, wiirde man exakt dieselbe Zahl wirfeln!
Die "Statistik" beim Wirfeln kommt vom "Nicht wissen", sie ist nicht ein integraler Teil des Systems.

’ Wiederholt man die Messung oft und zeichnet die gefundenen Positionen (zur Vereinfachung nur zweidimensional) in ein
Koordinatensystem ein, erhélt man fur ein "s"-Elektron folgende Bilder:
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"Experimentelle” Darstellung der s - Orbitale.

Hier wurde ein Experiment durchgefihrt (per Simulation im Computer): Mit einer
geeigneten Anordung wird der exakte Ort eines Elektrons "gemessen". Der gefundene
Ort wird als Punkt in ein x,y,z - Koordinatenkreuz eingetragen. Danach wird das
Experiment wiederholt, der jetzt gefundene Punkt eingetragen, usw. Die entstehende
Punktwolke gibt dann einen unmittelbaren visuellen Eindruck Uber die
Wahrscheinlichkeit, das Elektron bei der Koordinate x,y,z zu finden.

’ Alle s-Orbitale sehen ahnlich aus, sie haben jedoch verschiedene rdumliche Ausdehnungen und verschiedene Energien
E. FUr n = 1 ist das Elektron mit grof3ter Wahrscheinlichkeit ndher am Atomkern zu finden als fur gréRere n; es hat
Uberdies die kleinste Energie (d.h. die betragsmé&flig grof3te negative Zahl), d.h. ist am starksten an den Kern
gebunden. Fir groRere Hauptquantenzahlen ist es "weiter weg" und schwéacher gebunden.

’ Das Bild gibt exakt die Wahrscheinlichkeiten wieder, die man mit der Schrddingergleichung ausgerechnet hat. Und
mehr als Wahrscheinlichkeiten kann man nicht ausrechnen. In der Quantentheorie gibt es nur noch Gewil3heit bezliglich
der (direkt nicht mefR3baren) Wellenfunktion, aber nicht mehr bei den beobachtbaren (d.h. direkt mef3baren) GréZen!

Diese Tatsache hat bis heute zu ungeldsten philosophischen Fragen Gber das Wesen der Quantentheorie gefihrt.
Die tiefste Frage ist vielleicht aber, um mit Steven Weinberg zu sprechen, ob all diese "tiefen" philosophischen
Fragen in Wahrheit vielleicht vollig bedeutungslos sind, und uns nur durch unsere Sprache, die in einer
"klassischen" Welt evolutionar entstand, suggeriert werden!

’ Da aber noch nie, seit mit der Quantenmechanik gerechnet wird, irgendetwas falsch herausgekommen ist, d.h.
irgendetwas in einem Experiment anders gemessen wurde als vor- oder nachher berechnet, brauchen wir uns um die
"Bedeutung" der Quantenmechanik nicht weiter zu kiimmern, falls wir "nur" verstehen wollen, was die Welt im Innersten
zusammenhaélt, wie ein Transistor funktioniert,oder warum Glas bricht, wenn man mit dem Hammer draufhaut, Gummi
aber nicht.

Trotzdem gehdrt es zur Allgemeinbildung - wenigstens in der naturwissenschaftlich-technischen Welt - ein Minimum
an Einblick in die metaphysischen, d.h. philosophischen Fragen nach der Bedeutung der Quantenmechanik zu
besitzen. Ein Schlagwort wie "Schrddingers Katze" sollte zumindest so weit bekannt sein, dal man es den
ungeldsten (philosophischen) Paradoxa der Quantentheorie zuordnen kann. Die aufgefuhrten Bucher zur
Quantentheorie geben dazu reichlich Material.

Aber nochmals soll betont werden: Wie auch immer diese Fragen beantwortet (oder neuformuliert) werden; sie sind
fur die Auslibung der Materialwissenschaft nicht wichtig. Solarzellen, Chips, Farbfernseher, Flugzeugturbinen,
Laser, Lambdasonden usw. - alles Produkte der Quantentheorie - funktionieren unabhéngig davon, wie man zur
"Philosophie" der Quantentheorie steht.

’ Ein Bild sagt mehr als 1.000 Worte. Eine sichtbare Losung einer komplizierten Gleichung tiberzeugt uns doch mehr als
die mathematische Formel.

Kann man Wellenfunktionen sehen? Nein - wie soll den was komplexes aussehen? Aber Y(x,y,z) - Y*(X,y,z) kann
man seit wenigen Jahren sehen - wie, steht im Link.

Die p - Orbitale

’ Als néchstes betrachten wir die Losungen mit| = 1; d.h. die p - Orbitale. Sie existieren nur firn = 2, 3, .., nicht fir n =
1. Die Maxima dieser Wellenfunktionen ergeben folgendes dreidimensionales Bild

Darstellung der Maxima von  fur I = 1 (und alle zuléssigen n).
Beim Ubergang zu Aufenthaltswahrscheinlichkeiten verzerren sich die Kugeln zu
Keulen.
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’ p - Orbitale im Aufenthaltswahrscheinlichkeitsbild sehen aus wie Keulen; d.h. es ist wahrscheinlicher, das Elektron in
einer der drei durch das Koordinatensystem gegebenen Richtungen zu finden, als in einer anderen Richtung.

Beim Wasserstoffatom (und nur beim Wasserstoffatom!) haben alle | - Zustande jedoch die gleiche Energie wie
der zugehdrige n - Zustand; d.h.Zustande mit gleichem n und verschiedenem | sind energetisch entartet

’ Auch hier gilt: Alle p-Orbitale sehen unabhéngig vom Wert der Hauptquantenzahl ziemlich &hnlich aus. Sie
unterscheiden sich aber hinsichtlich ihrer exakten rdumlichen Ausdehnung.

Die d-Orbitale

’ Als nachstes sind die d-Orbitale zu betrachten. Wir brauchen mindestens die Hauptquantenzahl n = 3, damit die
Nebenquantenzahl den Wert | = 2 annehmen kann.

’ In der jetzt (hoffentlich) vertrauten  Darstellung ergibt sich folgendes Bild:

m=2

Darstellung der Maxima von y fir die | = 2 oder d - Orbitale.
Beim Ubergang zu Aufenthaltswahrscheinlichkeiten gibt es wieder Verzerrungen, doch
bleibt die Symmetrie erhalten.

’ Das sieht alles ganz kompliziert aus. Ist es auch - aber, wie schon bemerkt, es ist nicht komplizierter als eine
Darstellung der Schwingungsbauche oder -knoten derLuft in einer Okinara, einem Cello oder sonst einem
Musiklinstrument.

Es ist sogar einfacher, da wir hier perfekte Kugelsymmetrie haben, was in einem Musikinstrumente nicht gegeben
ist.

Im Zweidimensionalen kennen wir das alles. Betrachten wir die Schwingungsmoden einer eingespannten Membran
(z.B einer Trommel), erhalten wir experimentell die altbekannten Chladnischen Klangfiguren; im Link zu sehen.

Auch wenn wir das nicht so ganz leicht ausrechnen kénnen: Das Experiment zeigt sehr einfach, dass 1. (viele)
Ldsungen existieren, 2. darunter komplexe Figuren sind, die mathematisch nicht ganz einfach dargestellt werden
kénnen, und 3. Die Trommelmembran (im Gegensatz zu uns) aber keine Probleme hat, die entsprechende
Differentialgleichung zu lésen.

’ Eine Frage drangt sich jetzt vielleicht auf: Kann man all diese schénen berechneten Orbitale und Wellenfunktionen auch
irgendwie direkt sehen? Mit einem Elektronenmikroskop oder sowas &hnliches?

Auf diese Frage gibt es keine einfache Antwort, aber ganz vorsichtig und mit Einschrankungen kann man ein leises
"Ja" sagen. Mehr dazu in einem eigenen Modul.

Magnetische Quantenzahl und Verallgemeinerung
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’ Es wird langsam kompliziert. Deshalb héren wir hier auf, denn fiir unsere Zwecke mussen wir die mdglichen Orbitale
nicht im Detail verstehen; wer will kann sich das im Link genauer anschauen. Wir fragen uns lieber, was die
magnetische Quantenzahl m und die Spinquantenzahl s noch bewirken.

’ Einfach ist die Spinquantenzahl s. Sie bewirkt - soweit es uns an dieser Stelle interessiert - noch gar nichts. Jede
Losung der Schrodingergleichung fur das Wasserstoffatom ist eine Losung fiir ein Elektron mit Spin +1/2 und eine
L6ésung fur ein Elektron mit Spin —1/2. Die Energie ist (ohne Magnetfelder) immer entartet, d.h. fur jeden der beiden
moglichen Spins gleich grof3.

Aber bitte jetzt nicht denken, der Spin ist unwichtig! Er ist - unter anderem- verantwortlich fiir so wichtige
Materialeigenschaften wie Magnetismus!

AulRRerdem ist die schlichte Tatsache, daf? der Spin der Elektronen halbzahlig ist, letzlich dafur verantwortlich, daf?
es Uberhaupt Atome gibt - wir werden das gleich sehen.

’ Ahnliches gilt fur die magnetische Quantenzahl m. Sie andert zwar, wie man oben sieht, die Form der Orbitale; die
Energie ist jedoch beim Wasserstoffatom beziglich m ebenfalls entartet, d.h. alle méglichen Zustande mit
verschiedenen | und m haben dieselbe Energie.

’ Wir haben ein wichtiges Wort nebenbei eingefiihrt: Den Zustand des Elektrons. Der Zustand beschreibt die eine
spezifische Lésung von den vielen méglichen, die beim betrachteten Elektron greift. Der Zustand eines Elektrons im
Wasserstoffatom ist durch die 4 Quantenzahlen hinreichend beschrieben.

’ Fassen wir zusammen, was wir fiir das Wasserstoffatom gelernt haben:

Es gibt schon fir ein Elektron (und ein Proton) viele Losungen der
Schroédingergleichung.

Die Losungen werden durch einen Satz von 4 Quantenzahlen (n, I, m, s)
charakterisiert, zu jedem Satz gehort eine bestimmte Gesamtenergie und eine
bestimmte Orbitalform.

Die Orbitalform ist durch n, | und m gegeben; sie gibt an, wie hoch die
Wahrscheinlichkeit ist, das Elektron in einem gegebenen Raumsegment zu
finden.

Beim Wasserstoffatom sind die Energien beziglich I, m, s entartet; d.h. werden
nur durch n bestimmt. Sie sind identisch mit den Energiewerten aus dem
Bohrschen Modell.

’ Welchen Zustand hat oder "besetzt" nun das Elektron, oder, praziser gefragt, welche der mégliche Lésungen "sucht es
sich aus"?

Ganz auf sich gestellt, wird es immer den Zustand mit der kleinsten Energie aufsuchen, den sogenannten
Grundzustand, also den 1s? - Zustand mitn =1, 1 =0 (or"s"), m = 0, s = +% oder —%

Da die Quantenzahlen m und s hier unwichtig sind, vergessen wir sie und kiirzen den Zustand ab wie folgt:
Ein Elektron im Grundszustand ist ein 1s! Elektron. Die hochgestellte 1 numeriert die Elektronen; d.h. hier haben
wir 1 Elektron im 1s Zustand.

’ Steht unser Elektron in Wechselwirkung mit dem Rest der Welt, z.B. durch elektromagnetische Strahlung (inkl. Licht),
wird es hin- und wieder genau die richtige Energie aus dem Strahlungsfeld aufnehmen kénnen, um zu einem der
héheren Zusténde gelangen zu kdnnen.

Dort wird es einen Weile "sitzen", um dann "von alleine" auf einen energetisch niedrigeren Zustand zu springen -
unter Aussendung eines Photons mit exakt der Energiedifferenz der beiden Zusténde.
Haben wir geniigend viele Wasserstoffatome, die bei genligend Energiezufuhr - z.B. in einer elektrischen Entladung
oder im Strahlungsfeld einer Sonne - das ziemlich h&ufig tun, sehen wir ein leuchtendes Gas.
’ Schauen wir das leuchtende Gas durch ein Spektrometer an, sehen wir scharfe Spektrallinien bei Frequenzen, die
exakt den Energiedifferenzen der moglichen Zustande entsprechen.

Man findet aber nicht alle Frequenzen, die eigentlich vorkommen kénnten. Denn nicht alle Ubergénge zwischen
Zustanden sind erlaubt; es gibt sogenannte Auswahlregeln, die angeben welche Uberginge vorkommen und welche
nicht.

Auf diesen beiden Prinzipien: Ubergange zwischen verschiedenen Zustanden und Auswahlregeln beruht die
komplette Spektroskopie. Wir wollen sie hier jedoch nicht naher verfolgen, sondern uns als nachstes mit den
verbliebenen 91 Atomsorten beschéftigen

’ Vorher machen wir aber noch zwei Ubungen, eine mehr zum Nachdenken, und eine richtige, sehr schwere
Recheniibung, die uns ein Grundph&nomen der Quantentheorie erschlie3t: Den Tunneleffekt
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Ubung 2.1-7

Tunneleffekt

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.1.4
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2.1.5 Losungen der Schrodingergleichung und Aufbau aller Atome

Losung der Schrodingergleichung fur beliebige Atome

’ Nach dem einfachsten Atom, demWasserstoff, ist das néchst einfache Atom das Helium mit der Ordnungszahl 2. Es
hat im neutralen Zustand 2 Elektronen.
Um die Schrodingergleichung fur das System aufstellen zu kénnen, brauchen wir die potentielle Energie der
Elektronen. Die Beziehung dafiir kann noch einfach formuliert werden. Dazu addieren wir die potentiellen Energien
von Elektron 1 und Elektron 2 im Feld des Atomkerns sowie die potentielle Energie, die aus der Abstol3ung der
beiden Elektronen resultiert.

Elektron 1
@

¢ I3

-e

@

n
Elektron 2
I

2@
2e Kern

U(re, ra, r12) = - ze2/r1 - ze2/rp + €2/
ri2

Die Abstandsvektoren rq, rp, r12 sind eindeutig durch die (mathematischen) Koordinaten x1, y1, z1 und X2, y2, z2 der
beiden Elektronen gegeben, damit ist auch U eine Funktion dieser Koordinaten.

Damit laRt sich die Schrédingergleichung hinschreiben; es ist einfach das obige Potential einzusetzen. Die
Wellenfunktion Y hangt jetzt aber von den Koordinaten x1, y1, z1 und X2, y2, z2 ab, d.h. von einem Ort r1 und einem Ort
Io.

Damit wird die Wellenfunktion eine Funktion mit 6 Variablen:

v = W(X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2)

’ Was bedeutet das?

Wie zuvor, gibt das Betragsquadrat von Y = g - Y*, die Wahrscheinlichkeit an, die Elektronen irgendwo zu finden.
Fur die Orte r1 und rp ist @ - Y* damit die Wahrscheinlichkeits(dichte), das erste Elektron am Ort r1 = (X1, Y1, Z1)
und gleichzeitig das zweite Elektron am Ort rp = (X2, Y2, z2) zu finden.

Beim Wiurfeln mit zwei Wirfeln wéare das nichts anderes, als die Wahrscheinlichkeit w(2, 5), z.B. mit einem Wirfel
eine 5 und mit dem anderen eine 2 zu wirfeln. Das ist Ubrigens etwas anderes, als die Wahrscheinlichkeit w(7),
d.h. mit zwei Wurfeln eine 7 zu wiirfeln. Es lohnt sich, dartiber mal kurz nachzudenken - wir werden das noch
brauchen!

W(r1, r2), und gleichzeitig die Gesamtenergie E, ergeben sich wiederum aus der Lésung der Schrodingergleichung
fur diesen Fall. Die Kenntnis von Y enthélt wiederum alle Informationen Uber das System - unser He-Atom - die es
gibt; aus Y lassen sich alle mel3baren Grofien berechnen.

’ So weit, so gut. Leider kbnnen weder wir, noch sonst jemand, die Schrodingergleichung fiir zwei (oder mehr) Elektronen
geschlossen l8sen (das ist so @hnlich wie in der Himmelsmechanik das Dreikérperproblem; z.B. Sonne, Erde und
Mond). Selbstverstandlich gibt es Naherungen; spatestens bei "komplizierten" Atomen oder Molekilen mit vielen
Elektronen, sind aber auch Naherungen fir Losungen des Gesamtsystems nicht mehr ganz einfach machbar.

Damit sind wir erst mal in einer Sackgasse, gluicklicherweise gibt es aber einen Ausweg: Man kann eine extrem
simple Naherung machen, die eine einfache und qualitativ richtige Betrachtung auch komplizierter Atome erlaubt,
allerdings keine guten Zahlenwerte mehr liefert.

Der Trick ist, nicht alle Elektronen eines Atoms zu betrachten, sonden nur eines. Gedanklich denken wir uns die
restlichen Elektronen gleichmaRig Uber das Volumen des Atoms verschmiert. Das eine Ubriggebliebene Elektron
"sieht" dann nur eine irgendwie verschmierte positive Ladung, da die negativen Ladungen der verschmierten
Elektronen die Kernladung bis auf eine Elementarladung kompensieren.
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Damit haben wir die Betrachtung unseres beliebigen Atoms vereinfacht auf die Betrachtung eines Atoms, das dem
Wasserstoffatom sehr ahnlich ist: Ein Elektron ist im Potential einer positiven Elementarladung zu betrachten -
allerdings ist diese positive Ladung nicht mehr punktférmig.

’ Wir erhalten dann als L6sung der Schrédingergleichung Wellenfunktionen fur das eine Elektron, die véllig analog zu den
Losungen des Wasserstoffatoms sind.

Da aber das Potential kein Punktpotential mehr ist, und das ganze ja nur eine Néherung darstellt, kénnen wir weder
erwarten, daf’ die Zahlenwerte fur die Gesamtenergie noch stimmen, noch gibt es einen Grund anzunehmen, daf}
die Energie weiterhin bezlglich der Quantenzahlen |, m, und s entartet ist. Auch die genaue Form der Orbitale
kdnnte etwas anders sein.

Aber s-Orbitale bleiben kugelsymmetrische s-Orbitale, die Keulen der p-Orbitale bleiben Keulen, usw. usf.. Mit
diesem Ansatz erhalten wir - ohne tUberhaupt zu rechnen - folgendes Ergebnis:

Jede Losung der Schrédingergleichung fur ein Elektron in einem beliebigen Atom wird weiterhin durch die vier
Quantenzahlen n, I, m, s beschrieben.

Als Wellenfuktion fur das eine Elektron, das wir herausgegriffen haben, stehen - leicht modifiziert - die
Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms zur Verfigung. Insbesondere sind die Orbitalformen in ihren Symmetrien
unverandert.

Zu jedem Satz von Quantenzahlen gehért weiterhin eine Gesamtenergie E; allerdings kann der Zahlenwert sehr
verschieden von den Wasserstoff-Werten sein.

Die beim Wasserstoffatom vorliegende Entartung (E nur abhéngig von n, nicht von I, m und s) muf3 nicht mehr
vorliegen; zur selben Hauptquantenzahl n kdnnen - je nach |, m und s - verschiedene Gesamtenergien vorliegen.

’ Damit kann ein Atom als ein System verstanden werden, das fir die gebundenen Elektronen bestimmte Orbitale als
mogliche Elektronenzustande aufweist, charakterisiert durch einen Satz von Quantenzahlen und eine zugehdérige
Gesamtenergie. Graphisch stellt man dies haufig ganz schematisch in einem Quantenzahlen - Energie Diagramm
dar:

t 2
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—_— | /2 a
3 1 Ccl
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3 T CE
E | :1?2 He
5] e F
B K
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142
1s 7 Be
0 1 Li
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1 [i] EYH] H
N ENEY kN

Allerdings nehmen wir am Rande war, dass dies eine rein schematische Auftragung ist. Die wahre Energie, die zu
einem Satz von Quantenzahlen gehdrt, folgt nicht dem einfachen "Leiter" Schema der Graphik, das immer gleiche
Abstande zwischen den Energie "Sprossen” zeigt. Insbesondere kehrt sich gelegentlich sogar die Reihenfolge um,
z.B. liegen die 3d - Energieniveaus hdgher als das 4s Niveau - deswegen stehen nach Ar auch keine
Elementsymbole mehr an den Niveaus. Mehr dazu in einem eigenen Modul.
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Besetzung der verfigbaren Zustande mit Elektronen

’ Nehmen wir als Beispiel jetzt ein Silizium Atom, dann missen wir 14 Elektronen auf die vorhandenen Zustande
verteilen. Geben wir auf jeden Zustand ein Elektron, landen wir beim 3p2 (d.h. wir haben zwei Elektronen auf den zu n =
3 und | = p gehdrenden 6 Zusténden); fir die anderen Elemente gilt entsprechendes.

Die Energien sind hier vollig willkiirlich dargestellt; sie sind bei jedem Atom anders. Allerdings bleibt die ungefahre
Wichtung erhalten: Zustande mit kleinen Quantenzahlen; damit gro3en Aufenthaltswahrscheinlichkeiten in N&he
des Atomkerns, liegen energetisch "tief". Die Elektronen sind stark gebunden; man bréuchte viel Energie um sie
aus dem Atom abzuldsen.

’ Im obigen Bild sind die Elektronen gleichmaRig auf die verfligbaren Zustande verteilt, aber nach welchem Kriterium? Wie
beim Wasserstoffatom fragen wir uns wieder, wo die Elektronen nun sind, welche Zustande sie jetzt wirklich besetzen.

Die intuitive Antwort, basierend auf der klassischen Physik, wére, dal sie alle - oder doch fast alle - auf dem
energetisch tiefsten Niveau sich befinden, da wir zu wissen glauben, dal alle sich selbst Uberlassenen Systeme
zum Minimum der Energie streben. Aber

Die Intuition ist vollig falsch!
(die klassische Physik hier auch)

’ Denn in der Welt der Quantenphysik gilt das nach dem Physiker Wolfgang Pauli benannte Pauli Prinzip, auch
Paulisches AuschlieBungsprinzip genannt. Es ist von ungeheurer Wichtigkeit und besagt etwas sehr einfaches:

Teilchen mit halbzahligem Spin
(und dazu gehoren die Elektronen)
diarfen nie Zustande einnehmen,
die in allen Quantenzahlen tGbereinstimmen.

’ Der Umkehrschluf3 ist auch giltig: Teilchen mit ganzzahligem Spin dirfen das!

Das Pauli Prinzip hat extreme Konsequenzen; wiirde es nicht gelten, séhe das Universum sehr verschieden aus -
aber wir waren ganz sicher nicht hier um das zu konstatieren! Warum das Pauli Prinzip gilt, auf welcher tieferen
Einsicht es beruht - das behandeln wir schon deshalb hier nicht ndher, weils es letztlich niemand so recht weil3. Ein
kleines biRchen mehr zum Pauli-Prinzip findet sich aber im Link.

Der Spin ist also wichtig, und wir missen uns etwas naher mit ihm beschaftigen.

Der Spin

’ Was ist der Spin eines Teilchens? Am besten ist es, sich den Spin als ist eine elementare Eigenschaft vorzustellen,
die ein Teilchen hat, und die nicht ohne Zerstérung des Teilchens geandert werden kann.
Es ist so ahnlich wie bei der (Elementar)ladung oder der Masse eines Elektrons (oder anderen Elementarteilchens):
Es sind Eigenschaften des Teilchens, die es hat und die wir messen kénnen. Was aber eine Ladung "eigentlich” ist
- das "weil3" niemand.

Ahnlich wie die Ladung oder die Masse, gibt es auch den Spin auch nur in festen, unabanderlichen und
unzerstdrbaren (in diesem Fall dimensionslosen) Werten

Entdeckt wurde der Spin 1926, mehr dazu im Link.
’ Der Spin ist nicht direkt meRbar, er erscheint je nach experimenteller "Blickrichtung" entweder als Drehimpuls oder als
magnetisches Moment.

Im Gegensatz zur elektrischen Ladung ist der Spin s aber so etwas ahnliches wie ein VVektor; man denke sich dazu
einen kleinen Pfeil der Lange 1/2 und Richtung "up" oder "down", "links" oder "rechts" - wie es beliebt.

Mit einem Spin verkoppelt ist immer ein mechanischer Drehimpuls S. Dieser Spindrehimpuls ist sehr einfach zu
berechnen; wir haben (etwas salopp formuliert)

S:S-l'—l

Fur ein Elektron (oder Proton, oder Neutron , oder ....) findet man S relativ zu einer willkirlichen Achse immer nur
mit den Werten + 1i/2 oder — 11/2; d.h. unser kleiner Pfeil zeigt in die gewahlte Richtung (+) oder in die
Gegenrichtung (-); aber nie woanders hin. .

’ Das Plancksche Wirkungsquantum hat hier die Funktion des elementaren Drehimpulsquants. Man ist damit versucht,

sich das Teilchen als kleinen Kreisel vorstellen; aber das ist eine Analogie die nicht weit tragt.
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Denn das kleine Magnetchen, oder genauer gesagt, das magnetische Moment, das sich beispielweise bilden
mif3te, wenn eine Ladung im Kreis herumlauft - wie es bei einem geladenen Kiigelchen, als das man sich ein
Elektron mit Drehimpuls ja vorstellen mif3te - liegt zwar in Form des magnetischen Moments des Elektrons vor,
aber es hat den "falschen" Zahlenwert

Magnetisches Moment heil3t, dal3 das Elektron (oder ein anderes Elementarteilchen) sich wie ein kleiner
Stabmagnet mit Nord- und Sudpol benimmt. Jede Ladung die sich im Kreis bewegt hat ein magnetisches Moment,
aber interessanterweise hat auch das elektrisch neutrale Neutron ein magnetisches Moment. Wir nehmen einfach
mal hin, daf3 auch das magnetische Moment eines Elementarteilchens gequantelt ist und einen bestimmten Teil
einer elementaren Einheit besitzt, dem Bohrschen Magneton mg = 1.1654 - 10~ 29 Vsm. Mehr im Link.

’ Alle Elementarteilchen besitzen einen halb- oder ganzzahligen Spin (wenn man, etwas sophistisch, Spin = 0 als
ganzzahlig mitrechnet). Der Spin eines Teilchens ist wie die elektrische Ladung immer gequantelt, d.h. kommt immer
nur als Vielfaches von + ¥z oder — Y2 vor.

Elementarteilchen haben damit immer eine halbzahlige oder ganzzahlige Spinquantenzahl, oder salopp
ausgedruckt, Spin, z.B. s =1/2, s = 3/2, oder s =0, s = — 1, s = 2. Teilchen mit halbzahligem Spin - die Fermionen
- sind insbesondere:

Elektronen: Ihr Spin ist + %.

Protonen und Neutronen: Ihr Spin ist ebenfalls + %%.
Exoten, wie das Omega -Teilchen mit Spin £3/2.

Alle diese Teilchen haben den Spin 1/2 oder ein Vielfaches von ¥2; man nennt alle Teilchen mit halbzahligem Spin
Fermionen (nach dem Physiker Enrico Fermi) - in der Einflihrung in die Materialwissenschaft Teil Il werden wir
lernen, warum.

’ Teilchen mit ganzzahligem Spin - man nennt sie nach Chandraseka Bose generell Bosonen - sind:
Mesonen (die Teilchen die die Bindungskrafte im Atomkern vermitteln). Ihr Spin ist O
Photonen, die "Lichtteilchen". Sie sind in diesem Zusammenhang ganz wichtig; ihr Spin ist 1.

’ Spéatestens beim Beispiel des Photons wird klar, dal3 die Vorstellung des Spins als ein sich drehendes "Kugelchen"
seine Tucken hat. Es ist besser, den Spin eines Teilchens als elementare Eigenschaft zu akzeptieren, die &hnlich wie
die Ladung immer erhalten bleibt.

’ Das Pauli-Prinzip hat weitreichende Konsequenzen; wir werden einige davon noch kennenlernen.
Aber warum gilt es? Was ist so fundamental verschieden zwischen Fermionen und Bosonen?

Hier liegt eine der tiefsten Fragen der Physik versteckt. Selbst Richard Feynman, beriihmt daftr, daf3 er selbst die
kompliziertesten Dinge einfach (und trotzdem richtig) erklaren konnte, hat hier das Handtuch geworfen - man muf3
das Pauli-Prinzip einfach als Naturgesetz akzeptieren.

Besetzungsschema

’ Die Besetzung der bei einem Atom vorhandenen Zustande unter Berticksichtigung des Pauli-Prinzip ist nun einfach: Wir
starten mit der kleinsten Quantenzahl und fiillen das dadurch definierte Energieniveau mit einem Elektron. Wir
bekommen das Wasserstoffatom im Grundzustand. Die Quantenzahlen des Elektrons sind

n=1,1=0,m=0,s =+1/2. Daim Kontext des hier behandelten Atommodells der Spin sich als Drehimpuls
"zeigt", mussen wir das Vorzeichen betrachten. Wir hatten auch s = — % nehmen kdnnen; aber wir missen uns fur
eine der beiden Méglichkeiten entscheiden; welche ist egal. Zur leichteren Ansprache nennen wir es ein 1s? -
Elektron.

Das He - Atom braucht ein weiteres Elektron; dieses hat nun dem Pauli-Prinzip folgend die Quantenzahlenn =1, |
=0, m =0, s = - %. In der Kurzschreibweise ist es ein 1s2 - Elektron. Die 2 als "Hochzahl" am s driickt dabei nur
aus, daf es das zweite Elektron ist, das diesen Zustand besetzen kann - ob man ihm Spin % oder - ¥2 zuschreibt,
ist willktrlich. Alle zu n = 1 gehérenden Orbitale sind jetzt besetzt, wir haben eine vollstandig geflillte erste
"Schale".

Fir das Li - Atom mit drei Elektronen hat es auf den 1s-Niveaus, die durch n = 1 und | = O definiert sind, keinen
Platz mehr. Das nachste Niveau ist durchs = 2,1 =0, m =0, s = +1/2 definiert, wir bekommen das 2s! - Elektron.
Wir haben jetzt begonnen, die n = 2 Schale zu besetzen; sie kann insgesamt 8 Elektronen aufnehmen.

Davon 2 fir den s - Zustand, und 6 im p - Zustand. Die Hochzahl gibt dabei immer an wieviele der vorhanden
Zustande s,p,d,... besetzt sind; sie kombiniert dabei die Quantenzahlen m und s.

Und so weiter und so fort. Dieses Bildungsprinzip ist im obigen Bild schon bericksichtigt.
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’ In der schematischen Grafik ist jeder Zustand bei einer anderen Energie eingezeichnet, das kann, aber muf nicht sein,
da einige Zustande ja entartet sein kénnen, d.h. dieselbe Energie besitzen.
Uns féllt auf: Immer wenn in einer Schale die p - Niveaus vollstéandig gefullt sind, d.h. alle méglichen Zustande durch
Elektronen besetzt sind, ist das zugehorige Atom ein Edelgas - wir reden von einer vollbesetzten Schale.
Edelgase sind edel, weil sie so gut wie nicht mit anderen Elementen reagieren und keine Molekile bilden - nicht
mal mit sich selbst. Deshalb sind sie Gase, denn eine Flissigkeit oder ein Festkdrper verlangt per definitionem,
daf ein Atom sich an andere Atome "bindet".
Wir wissen, daf3 die Neigung Bindungen einzugehen von der Temperatur abh&ngt; bei hohen Temperaturen ist alles
gasformig. Aber Edelgase bleiben auch bei extrem tiefen Temperaturen noch gasférmig; Helium verflissigt erst 4 K
Uber dem absoluten Nullpunkt (und wird Uberhaupt nie fest)! Sie sind also chemisch inert.
Auch die Elemente, denen gerade noch ein Elektron fiir eine vollbesetzte Schale fehlt, sind sich chemisch ahnlich;
dasselbe qilt fiir die Elemente, die eines zuviel besitzen.
Wir haben die chemischen Familien der Halogenide beziehungsweise Alkalimetalle - beides &uf3erst reaktive und
aggressive Elemente, die in der Natur deshalb auch nie elementar vorkommen, sondern immer nur im Verbund mit
anderen Atomen.

’ Offenbar gibt es Regeln, die allgemeine chemische Eigenschaften und gefiillite Elektronenzustédnde miteinander
verknupfen. Sie sollen im nachsten Unterkapitel angesprochen werden.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.1.5
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2.1.6 Das Atom und die Chemie

’ Offenbar steckt in der Konfiguration der Elektronen eine Menge "Chemie". Ein Atom mit einem s1-Elektron, d.h. mit
einem einzigen Elektron auf einem beliebigen s-Orbital, ist chemisch sehr reaktionsfreudig; dasselbe gilt fiir p>-Schalen,
d.h. Orbitale die fast geflillt sind — nur ein Elektron fehlt. Wir merken uns nochmals:

Edelgase Geflllte Orbitale

He 152

Ne 1s2 2s2 2p6

Ar 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6

Kr 1s2 252 2p6 352 3p6 3d10 452 4p6

Xe 1s2 252 2p6 352 3p6 3d10 452 4p6 4910 552 5p6

Rn 1s2 252 2p6 352 3p6 3d10 452 4p6 40d104f14 552 5p6 5410 652 gp6
Alkali-Metalle Geflllte Orbitale plus 1 Elektron

Li 1s2 2s1

Na 1s2 2s2 2p6 3s?

K 1s2 252 2p6 352 3p6 451

Rb 1s2 252 2p6 352 3p6 3d10 452 4p6 551

Cs 1s2 252 2p6 352 3p6 3d10 452 4p6 4d10 552 5p6 g5l
Halogene (Gase) Geflllte Orbitale minus 1 Elektron

F 1s2 2s2 2p®

cl 1s2 2s2 2p6 3s2 3p°

Br 1s2 252 2p6 352 3p6 3d10 452 4p>

J 1s2 252 2p6 352 3p6 3d10 452 4p6 4910 552 5p5

Wer genau hinschaut bemerkt Unstimmigkeiten. Zum Beispiel "fehlen" beim Kalium (K) die 3d-Niveaus. Warum das
so ist, wurde schon angedeutet, Details dazu finden sich ein einem eigenen Modul.

’ Als Regel kann man formulieren:
Atome "wollen gerne" gefiillte Orbitale (oder "Schalen") haben.

Etwas préaziser ausgedriickt: Bei gefiillten Orbitalen ist die Energie des Elektronensystems minimal im Vergleich zu
benachbarten Konfigurationen mit mehr oder weniger Elektronen. Dadurch besteht keine Tendenz zur Veranderung,
d.h. zu einer chemischen Reaktion. Denn:

Die treibende Kraft hinter jeder Veranderung und jeder Reaktion,
ist die damit verbundene Absenkung der Systemenergie.

Es ist wichtig sich dabei klarzumachen, dal3 die Energie der Elektronen eines Atoms mit der Schrédingergleichung
im Prinzip berechnet werden kann (und wird). Dal3 wir es in der Realitat (noch) nicht kdnnen, macht nichts.
Jedenfalls steckt in der obigen Regel kein Geheimnis mehr, sondern sie beschreibt nur eine offenkundige
(qualitative) Lésung der Schrédingergleichung.

’ Eine erste Schluf3folgerung wird méglich.

Wenn ein einzelnes Atom keine gefullten Orbitale hat, das Ideal minimaler Energie also nicht erreicht, kdnnte es
Elektronen abgeben oder aufnehmen um als "zweitbeste" Lésung doch noch gefiilite Orbitale zu bekommen. Dazu
braucht es aber Partner, die sein tiberschissiges Elektron aufnehmen oder ihm eines abgeben.
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Wir stellen also die Frage, ob Partnerschaft zwischen Atomen, ob chemische Bindung, als zweitbeste Losung in
Fragen kommt, wenn "splendid isolation" energetisch nicht glinstig ist.

Sind also Elemente, die ein Elektron zuviel haben oder zuwenig haben - die Alkalimetalle bzw. Halogene -
geeignete Partner fur enge Bindungen?

’ Die Antwort ist, wir wissen es, ein emphatisches Ja! Alkaliatome und Halogenatome formen gern und oft viele und sehr
stabile Verbindungen; z.B. das firr uns so wichtige Kochsalz: NaCl. Aber auch andere haufige und wichtige "Salze" wie
z.B. LiF, LiCl, KCI, KBr, KJ.

’ Aber nicht nur die besonders reaktiven Alkali- und Halogenatome, sondern auch andere Atome gehen gerne Bindungen

ein.

Abgesehen von den Edelgasen tun es alle!

Manche so gerne, dal3 wir sie in Natur nie allein, d.h. elementar finden, z.B. die Metalle Al, Ti, Fe; aber auch Si
oder Ge. Sie alle sind in der Regel oxidiert, d.h. als Verbindung mit Sauerstoff prasent. Andere sind weniger reaktiv
und kommen auch "gediegen", d.h. elementar vor: Au, Ag, Pt, Pd, Ir (die Edelmetalle), aber auch z.B. Cu und S.
Aber so ganz ohne Partner sind sie selbst dann nicht. Sie sind lediglich homoerotisch und tun sich mit Atomen der
eigenen Art zusammen, wie auch die Gase Oz, No, Clo, ... .

’ Partnerschaften, oder praziser gesagt, chemische Verbindungen sind also die Regel. Da wir die Materialwissenschaft
hier auf feste Korper beschréanken wollen, die per definitionem allesamt Verbindungen sind, mussen wir lernen, was
Chemie, Physik, und insbesondere die Quantentheorie, an Kernaussagen dazu bereit halten.

Dazu betrachten wir zunéachst noch einige mel3bare Eigenschaften einzelner Atome, die aber bereits Aussagen
Uber mogliche Bindungen mit anderen Atomen implizit enthalten. Es sind dies die GroR3en:

lonisierungsenergie |
Elektronenaffinitat A

Elektronegativitat X

’ Um diese Begriffe kennenzulernen, betrachten wir den formalen Weg zweier Atome aus ihrem isolierten Dasein in einem
gebunden Zustand. Schauen wir uns dazu eine mdgliche Bindungsreaktion am einfachsten Beispiel, dem LiF genauer

an.

Wir unterstellen, daf das Li sein Uberschissiges Elektron an das F abgibt (dem ein Elektron fehlt), und daR die
beiden geladenen Atome (die dann lonen hei3en) sich dadurch fest verbinden - das tun sie dann einfach Uber die
elektrostatische Anziehung. Dabei mul3 Energie frei werden, die Bindungsenergie, sonst wirde der Prozel3 nicht
von alleine (ohne aulReren Zwang, d.h. Energiezufuhr) ablaufen. Diesen Prozel3 kann man in seine einzelnen
elementaren Schritte zerlegen, aus denen die Bindungsenergie berechnet werden kann.

Zun&chst Uberfiihren wir ein Li-Atom in ein Li-lon, indem wir ihm ein Elektron wegnehmen. Dazu braucht man
Energie; von alleine wird es nicht geschehen. Wir schreiben die notwendige Reaktion:

Li + 54eV > Lit+ e~

Das heil3t in Worten: Einem (elektrisch neutralem) Li-Atom kann durch die Zufuhr (+ Zeichen) von 5,4
Elektronenvolt Energie ein Elektron abgetrennt werden. "Abgetrennt” heil3t in der Idealwelt der physikalischen
Mathematik, dal’ das Elektron gegen die elektrostatische Anziehung des jetzt + geladenen lons ins "Unendliche"
gebracht wird; dazu muf3 man Arbeit verrichten.

Die Energieeinheit "Elektronenvolt" ist dem Bereich des atomaren angemessen, es ist die Energie, die ein
Elektron gewinnt, wenn es die Spannung von 1V durchlauft.

’ Die mehr chemisch gepragte Welt verwendet jedoch nach wie vor die Einheit "kJ/mol". Die Umrechnung ist einfach, wir
haben

1 kJ/mol = 1.0365 - 102 eV

leV

96.485 kJ/mol

Da es ein leicht falllicher Gedanke ist, dal3 wir jedem Atom mit Gewalt ein Elektron abtrennen kdnnen, ist die dafir
notwendige Energie die erste Materialkonstante, die wir kennenlernen. Sie heil3t lonisierungsenergie | und ist fur
jedes Atom definiert.

Die lonisierungsenergie ist verhaltnismanig leicht meRbar, aber wir behalten im Hinterkopf : Im Prinzip kann sie
auch aus der Schrodingergleichung errechnet werden. Einige Werte finden sich im Modul lonisierungsenergien und
Elektronegativitat einiger Elemente.
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’ Wie sieht es auf der Fluor Seite aus? Wir gehen am besten vom Wunschzustand aus: Volle Schale heilt, daf ein
weiteres Elektron dazu kommen muf3. Die entsprechende Reaktion - aus Symmetriegriinden "riickwarts" geschrieben -
lautet:

F-+ 36eV > F + e~

Das heif3t in Worten: Einem (negativ geladenem) Fluor-lon kann durch die Zufuhr (+ Zeichen) von 3,6 eV Energie
ein Elektron abgetrennt werden; dadurch entsteht ein elektrisch neutrales Fluor Atom. So geschrieben ist die
Reaktion immer méglich.

Schreibt man die Reaktion "vorwarts", lautet sie

F+e- -36eV => F~

In Worten: Beim Anlagern (+ Zeichen) eines Elektrons an ein neutrales Fluor-Atom werden 3,6 eV Energie frei (—
Zeichen!) Diese freiwerdende Energie bei Anlagerung eines Elektrons heil3t Elektronenaffinitat A.

Wir haben aber jetzt ein Problem. Im Gegensatz zur lonisierungsenergie ist eine (positive) Elektronenaffinitét nicht
fur alle Atome definiert. Denn man kann zwar mit Gewalt jedem Atom ein Elektron wegnehmen, aber man kann
Atome nicht zwingen ein zuséatzliches Elektron gebunden zu halten.

Formal, oder rein mathematisch gesehen, ist das kein Problem: Die Elektronenaffinitat wére in diesem Falle eine
negative Zahl und damit keine Energie mehr die frei wird, sondern eine "Zwangsenergie". Da eine negative
Elektronenaffinitat aber keinen besonderen Sinn ergibt, ist die Elektronenaffinitat nur fir Elemente definiert, die eine
echte Affinitat, ausgedrickt in einer positiven Bindungsenergie zeigen.

Auch die Elektronenaffinitat ist verhaltnisménig leicht mel3bar, kann aber im Prinzip auch aus der
Schrddingergleichung errechnet werden. Einige Werte finden sich in der Tabelle Elektronenaffinititen einiger
Elemente

’ Ein weiterer Parameter, der die Neigung von Atomen zur Abgabe oder Aufnahmen von Elektronen (d.h. die Neigung zur
lonisierung) beschreibt, soll kurz angesprochen werden, namlich die Elektronegativitat.
Die Elektronegativitat ist eine von dem grof3en Chemiker Linus Pauling eingefuihrte Energieskala, die in etwas
unscharfer Weise angibt, wie sich zwei Elemente ein Elektron teilen. Das elektronegativere Element zieht das
Elektron starker an als das schwéchere. Man kann mit dem Konzept der Elektronegativitat auch Zweierbeziehungen
beschreiben, bei denen der Ubergang eines Elektrons von einem Atom zum anderen nicht hundertprozentig erfolgt.

Einige Werte finden sich in der Tabelle Elektronegativitaten einiger Elemente.

Wir erwéhnen die Elektronegativitat hier mehr aus historischen Interesse und weil sie im Sprachgebrauch der
Chemie noch sehr lebendig ist. In einem "advanced" modul gibt es noch Detailinformationen.

’ Wir haben jetzt quantitative Parameter die uns etwas uber Energien sagen. Damit kénnen wir das Quantenzahlen-
Energiediagramm des vorhergehenden Unterkapitels jetzt "richtig”, und nicht mehr nur schematisch darstellen.

Gedanklich missen wir dazu aus jedem durch die Quantenzahlen gegebenen Zustand das dort befindliche Elektron
abtrennen und ins Unendliche bringen. Nimmt man dazu den energetisch héchsten besetzten Zustand, erhalt man
die uns jetzt bekannte lonisierungsenergie.

Im Gedankenversuch kann man das aber auch mit Elektronen machen die auf tieferen Niveaus sitzen, "naher" am
Atomkern. Auch fur solche Elektronen ist eine eindeutige Energie definiert, die man messen oder rechnen kann.

Man erhélt beispielsweise fur Li und Al die folgende Darstellung und einige weitere tiber den Link.

Li Al
o 1 A 3p!
5.4 —4— 25 5| —— l)z
1 1 % 3s
=0 - _
|4t 1
. 72 s
73 %ZP
A
v | = 25
E =
(eV)
59| A 18
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Die grunen Pfeile symbolisieren die Elektronen; jeweils mit Spin
"up" oder "down".

’ Da wir wissen, daf3 Metalle viel freie Elektronen haben, die sich von den Atomen geldst haben missen, Isolatoren
dagegen keine, kénnen wir uns schon hier leicht einige allgemeine Regeln ableiten:

Elemente mit kleinen lonisierungsenergien, die also leicht Elektronen abgeben, sind i.a. Metalle.

Im Umkehrschlul3: Metalle, wenn sie als lonen vorliegen. sind i.a. positiv geladen

Elemente mit positiven (d.h. Uberhaupt definierten) Elektronenaffinitdten, die also zuséatzliche Elektronen binden
koénnen, sind i.a. Isolatoren. In ionischer Form sind sie negativ geladen.

Elemente mit 3 ... 5 Elektronen in der aul3ersten Schale, die also gefiillite Schalen durch Abgabe oder Aufnahme
mehrerer Elektronen erhalten kénnen, sind "unentschieden”

Beispiele dafiir sind: C, Si, Ge, Sn, Bi - also auch die fur uns besonders wichtigen Elemente.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.1.6
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2.1.7 Merkpunkte zu Kapitel 2.1: Quantentheorie der Atome

’ Die wesentlichen Punkte, die wir zum Thema "Quantentheorie der
Atome" behalten wollen sind:

Die primére Grolie, die den Zustand des Quantensystems
beschreibt, ist die Wellenfunktion . Sie enthalt alles, was man
Uber das System wissen kann. Die Wellenfunktion ist prinzipiell
eine komplexe Funktion.

Das Absolutquadrat der Wellenfunktion, ¢ - p*dV ist die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, das (oder die) Teilchen in dem .
betrachteten (differentiellen) Volumen dV zu finden. Integriert Giber Jjjw =1
den ganzen Raum ergibt sich die Normierungsbedingung

’ Die Wellenfunktion @ eines Systems errechnet sich aus der (fur
unsere Zwecke ausreichenden zeitunabhéngigen)
Schrédingergleichung.

Dabei ist (fir unsere Zwecke), die potentielle Energie U(x,y,z) des
Systems als Funktion der Teilchenpositionen die einzige
"Input"gréiRe.

Die (nebenstehende) Schrodingergleichung missen wir nicht
auswendig konnen; sie ist i.d.R. nicht leicht zu l6sen.

L2 (029(xy,z) 02p(xy.2) 02W(xy,2)
- = + + + (U(vavz) - E ) qJ(lelZ) =0
2m ox2 0y? 022

’ Exakte Loésungen zum Wasserstoffatom sind
moglich, sie definieren die Quantenzahlen n, I, Lésungen: Y =yn I, m, sXy,2)
m und die zu einem dadurch gegebenen Zustand

gehoérende (konstante) Gesamtenergie E. o )
Zugehorige Energien: E=En,I,m,s

Dariiberhinaus mul3 der Spin s der Teilchen
berticksichtigt werden. Das Pauli Prinzip
postuliert, daR Teilchen mit halbzahligem Nebenquantenzahl | =0123.,n-1
Spin (s = £1/2; £3/2, ...) nichtin allen Magnetische Quantenzahl m = [,1-1,..0,.., -1
Quantenzahlen tbereinstimmen diirfen. Spinquantenzahl s = +1/2 oder — 1/2

Hauptquantenzahl n =1,23,..

’ Die Ubertragung auf beliebige Atome fiihrt zu
einem Termschema mit Besetzungssystematik.
Dabei zeigt sich, daf3 gefiillte Schalen 20
besonders stabil sind, es liegen Edelgase vor.

@

| +172

22 = B = R A

@

Das Bestreben nach gefiillten Schalen regelt
die "Chemie". Es kann quantifiziert werden
durch die Materialparameter T 5 ]
"lonisationsenergie" und
"Elektronenaffinitat".

Energie

mom o
a

Fragebogen
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2.2. Bindungen

2.2.1 lonenbindung

’ Die lonenbindung ist die einfachste Bindungsart - sie laf3t sich klassisch in guter Naherung durch die anziehende
Wechselwirkung zweier ungleichnamig geladener "harter" Kugeln verstehen. Die anziehenden elektrostatischen Kréafte
sind dabei ungerichtet . Egal in welche Raumrichtung r man schaut, die Krafte sind immer dieselben. Auch bei exakter
guantenmechanischer Betrachtung &ndert sich kaum etwas gegeniiber dem klassischen Bild.

Wir bleiben beim Beispiel des LiF aus dem vorhergehenden Kapitel. Wir kdnnen die beiden Gedankenexperimente
zusammenfassen: Erst wird dem Li-Atom ein Elektron entfernt (unter Aufwendung der lonisationsenergie 1), danach
wird dieses Elektron dem F - Atom Ubergeben, wobei die Elektronenaffinitdtsenergie A frei wird.

Die Gesamtbilanz sieht dann so aus

Li + 54eV o Lit + e

F- + 36eV ¢ F + e

oder addiert und umsortiert

Li+ F+18eV ¢ Lit + F-

’ Durch die reine lonisierung ist also noch keine Energie gewonnen; im Gegenteil: Die Gesamtbilanz ist negativ! Um beide
Atome zu ionisieren muf3 erstmal Energie in das System hineingesteckt werden.

Wir haben aber auch noch kein LiF gebildet, denn unsere beiden lonen sind weit voneinander entfernt. Wenn wir sie
jetzt gedanklich einander nahern, wird durch die elektrostatische Anziehung Energie frei. Sie ist identisch zu der
Energie, die wir brauchten um die beiden lonen, nachdem sie sich auf die minimal mdgliche Distanz ag genahert
haben - also LiF mit Bindungsabstand ag geformt haben - wieder zu trennen. Wir nennen diese Energie die
Bindungsenergie E'gin der lonen (nicht zu verwechseln mit der Bindungsenergie Egin der Atome!).

Beschreiben wir etwas unprézise unsere lonen als Kugeln, ist ag natirlich nichts anderes als die Summe der beiden
Kugelradien, also der lonenradien rq und ra.

E'Bin ist nun leicht zu erhalten. Wir missen nur die Bindungsenergie berechnen, indem wir die Arbeit gegen die
Coulombkraft (q1 - q2)/4TTegr2 durch integrieren von r = ag bis r = « berechnen. (q ist dabei die jeweilige Ladung).

Es gilt

% gi- Q92

E'Bin = J -dr

2 4m-€o-r?

Wir erhalten sofort
q2
E'Bin = —
41T - €p - Ap

und konkret E'gjn(LiF) = — 7,2 eV fir LiF mit einem gemessenen apg= 0,2 nm.

’ Dazu machen wir eine kleine Ubung, um mit den elektrostatischen MaReinheiten, mit dem elektrostatischen Potential
und mit den GréRenordnungen der betrachteten Energien etwas vertrauter zu werden.

Ubung 2.2-1

Bindungsenergie

MaWi 1 Skript - Page 45


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/illustr/g2_2_1.html
http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/exercise/e2_2_1.html

’ Dabei sind folgende Beziehungen eingeflossen:
Die beiden Ladungen sind je eine positive und eine negative Elementarladung e; damit ist q1 - go= — €2

Den Wert ag = 0,2 nm muf3 man nattrlich kennen. Entweder entnimmt man (bei entsprechendem Rechengeschick)
die beiden lonenradien der Schrédingergleichung, oder man mif3t sie im Experiment. Das geht, wie wir in Mat-Wiss
Il lernen werden, ganz einfach wenn man nicht nur ein LiF Molekl hat, sondern einen ganzen LiF Kristall .

Damit kénnen wir die Bindungsreaktion vervollstandigen:

Li +F & Li* + F~ -1,8eV

Lit+ F- & LiF +72eV
zusammen

Li +F & LiF + 54eV

’ In Worten bedeuten diese Gleichungen:

Aus je einem Li- und F- Atom kann durch Zufuhr (Minuszeichen) von (3,6 — 5,4) eV=-1,8 eVje ein Li *-und F —-
lon gemacht werden.
Bei der Reaktion von Li* und F~ zu einem LiF Molekil werden +7,2 eV frei (Pluszeichen), die mit den
aufgewendeten — 1,8 eV fir die lonisation zu einer Bindungsenergie der Atome von +5,4 eV fihren.
Das ist eine ganze Menge Energie fur zwei Atome, so dal3 wir mit einer kraftigen Reaktion rechnen durfen, wenn Li
und F in Kontakt kommen.

’ Allerdings wird die Reaktion nicht von alleine beginnen, denn zunéchst werden die — 1,8eV bendtigt um die lonen zu

erzeugen.

In der Regel wird diese Startenergie durch die thermische Energie geliefert, die in einem System steckt, also in
einer Ansammlung vieler Atome. Die Energieténung ist aber auf jeden Fall positiv (es wird Energie durch die
Reaktion frei), so dalR die Reaktion stattfinden "mdchte".

’ Wir schauen und dies noch einmal fur einen anderen Fall an: Die Bildung des NaCl-Molekils aus Na und CI.

Am Rande merken wir uns: Wahrend Na und Cl in elementarer Form (Cl als Clo2 Molekl und gasférmig; Na als
festes Metall) sehr reaktive und sehr gefahrliche Stoffe sind (Clo wurde im 1. Weltkrieg als erstes
Massenvernichtungsmittel der Menschheit eingesetzt; es ist ein Kampfgas!), ist NaCl , uns bekannt als Kochsalz,
vergleichsweise harmlos.

Q® s511ev —>» @ + 7

Na-Gas Imisierungs- Na© -Gas
energie

] + @ —>» @ +361ev

Cl-Gas C1” -Gas Affinititsenergie

o + @ — > o 70

Na+ -Gas Cl™-Gas NaCl Bindungsenergie
(Molekil)
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’ Als Gedachtnisstitze bewahren sich haufig bewuf3t einfache (und damit in den Details unvollstandige bis falsche
Graphiken, die aber den springenden Punkt ganz deutlich herausarbeiten (bei der lonenbindung kann man das fast
wortlich nehmen, denn der springende Punkt ist das vom Alkalimetall zum Halogen springende Elektron).

Zunachst malen wir die Elektronenverteilung auf die diversen Schalen - ganz schematisch!
Dann verteilen wir die Elektronen neu - Li verliert eines und Na gewinnt eines.

Schlief3lich schematisieren wir den Endzustand.

’ Im "Schalenbild " malen wir fiir jede Hauptquantentzahl n einen Kreis, und symbolisieren die insgesamt zu dieser
Hauptquantenzahl vorhandenen Elektronen mit kleinen Kreisen. Das sieht fir die lonenbindung Na - Cl dann so aus:

n=1

n=2

Na Atom C1 Atom

EY=1E)

Elektrostat

Anziehung
Na* Ion CT Ton

NaC1 Molekiil

’ Das kann man sich spaBeshalber im Link auch mal animiert anschauen

’ Um zu sehen, wie man mit solchen schematisierten Graphiken umgeht, machen wir dazu eine kleine Ubung.

Ubung 2.2-3

Schema fiir andere lonenkristalle

’ Wir haben jetzt verstanden, wie bei Vorliegen der lonenbindung aus Atomen lonen werden, die dann elektrostatisch

zusammenhalten und Molekiile bilden. In der obigen Ubung wird das Prinzip auch auf Molekiile mit mehr als 2 Atomen
ausgeweitet - z.B. CaF» .

Aber ein Material, das nur aus einzelnen Molekulen besteht, ist, bei genauer Betrachtung, immer ein Gas . Denn

wenn es flissig oder fest werden soll, missen Bindungskréfte zwischen den Molekulen wirksam werden, sonst
halten sie nicht zusammen.

Wir missen uns also anschauen, wie man von zwei lonen zu vielen kommt, vom LiF - Molekdl zum LiF -
Festkorper, oder, um einen Begriff schon vorwegzunehmen, der uns noch viel beschaftigen wird, zum LiF - Kristall.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.2.1
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2.2.2 Vom Molekul zum Kristall - Potentialbild und Madelungkonstante

Bindungspotential und Potentialtopf

’ Es ist nicht nur lehrreich und eingéngig, sondern an dieser Stelle auch sinnvoll und weiterfihrend, sich zun&chst die
idealisierten Vorgénge bei der lonenbindung in abstrahierter Form graphisch vor Augen zu fiihren. Dazu tragen wir in
ein Energie - Abstands Diagramm die relevanten Energieverlaufe ein. Wir tun das zunéchst nur fur die lonen.

Dabei ist als erstes die potentielle Energie der Coulombanziehung (das elektrostatische Potential) d.h. die Energie
der einen Ladung im Feld der anderen, zu berticksichtigen. Sie muf3 im Unendlichen = 0 sein und fur den
(hypothetischen) Abstand 0 mit 1/a gegen —» streben. Wir kénnen diese Kraft ohne weiteres berechnen; sie ergibt
sich aus der vorstehenden Kraftformel. Das anziehende Potential verlauft demnach mit

A

Uan = —
r

Wobei wir die Konstante einfach mit A kennzeichnen.

Weiterhin miissen wir nun die Abstof3ung in Betracht ziehen, die sich ergibt, wenn sich die lonen zu nahe kommen.
Denn sobald sich die Elektronenhillen zu nahe kommen, oder sich gar durchdringen, sind die abstoRenden Krafte
zwischen den vielen Elektronen der inneren Schalen viel grof3er als die Anziehung auf der Basis nur einer
Elementarladung.

Genauer betrachtet miifdte man jetzt Quantenmechanik treiben. Denn fir die Elektronen des Li ist im Inneren des
F-lons kein Platz. Salopp betrachtet kann man sich vorstellen, daR3 selbst ohne die elektrostatische Absto3ung, die
Heisenbergsche Unscharferelation und das Pauli-Prinzip daflr sorgen, daf? man nicht allzuviele Elektronen in
einem gegeben Volumen unterbringen kann

’ Leider haben wir keine Chance, die dadurch auftretenden Kréfte auszurechnen oder das zugehorige Potential zu
ermitteln. Aber wir kbnnen uns fragen, was wir aus allgemeinem Wissen dazu sagen kdnnen. Das wird fur alle
praktischen Betrachtungen ausreichen (missen).

Zunachst kann man annehmen, dal? die abstoRende Kraft ziemlich ungerichtet ist, denn die mittlere
Elektronenverteilung in den lonen ist halbwegs kugelsymmetrisch (die gerichteten p-Orbitale sind immer gefillt).

Klar ist auch, dal3 die absto3ende Kraft nicht spurbar ist, wenn die lonen sich nicht unmittelbar beriihren; fir a > ag
wird diese Kraft also klein sein und mit wachsendem Abstand schnell verschwinden.

Genau beim Gleichgewichtsabstand wird abstoRende Kraft = Coulombkraft sein missen, denn ag ist ja gerade der
Abstand bei dem in Summe keine Krafte mehr wirken.

Fur a < ag wird die abstof3ende Kraft steil gegen +w streben. Wir wissen das aus dem tagliche Leben, denn es ist
bekanntlich sehr schwer, zwei (nichtbiologische) Korper ineinander zu schieben. Wo ein Koérper ist, kann kein
anderer sein, das wul3te schon Archimedes. Und das ist so, weil wir sonst Atome auf ein Volumen konzentrieren
wurden, das erheblich kleiner ist, als die Summe der beiden individuellen Volumina. Eine merkliche
Volumenreduzierung und damit Dichteerh6hung ist nur bei extremsten Driicken mdglich, wie sie im Innern von
manchen Sternen vorliegen.

’ Wir kbnnen also durchaus einen ungeféahren Verlauf der abstol3enden Energie aufzeichen; auf Details wird es uns hier
noch nicht ankommen. Die Uberlagerung der beiden Potentialkurven wird dann die potentielle Energie der lonenbindung
als Funktion des Abstandes darstellen. Das sieht so aus:

Energie

l Summe Abstand

anzichend
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’ Die gesamte potentielle Energie, die ein lon bei Anndherung an das Bezugsion spiirt ergibt sich durch direkte Addition
der beiden Kurven. Diese Kurve des Bindungspotentials - man nennt diese Kurve auch Potentialtopf - ergibt sich
dann automatisch so, daf3:

Im o keine Kréfte wirken. daraus folgt, daf? die Potentialkurve horizontal verlauft (Krafte F ergeben sich aus einem
Potential U(r) immer durch Differenzieren:

)
du du du
FX = - — Fy = - — FZ = -
dx dy dz

Da bei Annaherung an den Abstand r = O (entsprache der Verschmelzung der lonen) die abstolR3ende Kraft (sie muf3
in der gewahlten Konvention ein negatives Vorzeichen haben) extrem grof3 wird, muf3 das Potential steil nach oben
laufen.

Beim Gleichgewichtsabstand rg (oder ag, wir verwenden beide Symbole), der ja so definiert ist, da auf das lon
keine Krafte mehr wirken, hat das Potential ein Minimum, d.h. .

F(r=rg) =0

Die Tiefe des Potentialtopfes gibt dann direkt die Bindungsenergie an. Denn die Bindungsenergie war die Arbeit,
die nétig ist um das Teilchen ins « zu bringen.
Um dieses Potentialtopfbild besser nutzen zu kénnen, muf3 es in Formeln gefal’t werden. Dazu fehlt nur eine Formel fiir
das abstol3ende Potential. In einfachster, aber ausreichender (mathematischer) Naherung beschreiben wir die
AbstofRung einfach durch

B

AbstoRendes Potential = Ua = —
rm

Dabei ist zunachst offen ist, wie gro3 die Parameter B und m sind. Da aber die absto3ende Kraft sich sehr viel
schneller mit r andert als es die anziehende tut, wird m >> 1 sein; Werte von 8 - 12 sind realistisch.

’ Damit erhalten wir fir das Bindungspotential zweier lonen die allgemeine Potentialformel

’ Das sieht nicht sehr nitzlich aus, da 3 freie Konstanten in der Formel stehen: A, B und m.

Fur A konnen wir jedoch sofort den Wert aus dem Potential zwischen zwei geladenen Teilchen einsetzen. A = eg -
e1/4m -€p.

Die Parameter B und m kdénnen wir zumindest durch physikalisch mef3bare Gré3en ausdriicken, denn es gilt mit
den obigen Bedingungen

Ugin (r =rp) = Bindungsenergie Egin
du

dr(r =rg)

’ Unsere Potentialformel 1aBt sich damit so umschreiben, daf} nur noch Egijy und rg als Parameter vorkommen. Wir
werden von dieser Méglichkeit noch reichlich Gebrauch machen.
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Vom Molekll zum Festkérper

’ Wir machen jetzt gedanklich aus einem Molekil mit lonenbindung - z.B. wieder unser LiF - einen Festkdrper (es wird
automatisch ein Kristall).

) Dazu nehmen wir das Molekiil und addieren zunéchst noch ein weiteres F~und Li* lon. Wir brauchen beide, wenn
wir einen ungeladenen Korper produzieren wollen.

. Um das ganze einfach zu halten, beschranken wir uns vorlaufig noch auf eine eindimensionale Welt; d.h. wir kénnen
weitere lonen nur entlang der Bindungsrichtung r zuftihren. Damit ist klar, dal3 wir das zweite F~ lon an das schon
vorhandene Li* lon anlagern, und das 2. Li* lon an das schon vorhandene F~ lon.

) Das Ergebnis sieht dann so aus
o @0

’ Wenn wir jetzt das Bindungspotential fir eines der 4 lonen betrachten, z.B. fir das &duRRere Li* lon, mussen wir flr das

elektrostatische Potential die Wechselwirkung mit allen drei verbleibenden lonen einsetzen. Den Nullpunkt wahlen wir
beim entferntesten F ~ lon; es gilt also fur diesen eindimensionalen Fall:

A A A
Ugi*(r) = — — + -
r r—ro r — 2ro

& Man kann diesen Ausdruck noch vereinfachen, wir aber wollen gleich fiir den dreidimensionalen Fall verallgemeinern.

{0 Dazu betrachten wir zunéchst noch eine zweidimensionale Anordnung der lonen. Die einzige mdgliche Form die
zeichnerisch sinnvoll ist sieht so aus:

o6

o
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’ Denken wir uns das ganze noch dreidimensional und nehmen wir dann gedanklich irgendein lon aus dem Kristall heraus
(mathematisch geht das; eine physikalische Umsetzung ist nicht nétig), missen wir Uber alle Einzelpotentiale
summieren.

Statt der Formel mit den Summanden wie oben bekommen wir eine Summe mit N - 1 Summanden, falls der Kristall
aus N lonen besteht.

Wie wir summieren mussen, wird dabei davon abhangen, wie die Atome rdumlich angeordnet sind. Das kann, aber
muf3 nicht so sein wie im Bild gezeigt.

Bei mit bloBem Auge sichtbaren Kristallen liegt N in der Gegend von 1020; man kann also gleich zu « viel
Summanden gehen (und dann integrieren statt summieren).

Das ganze ist offenbar nur sinnvoll, wenn die Summen gegen einen endlichen negativen Wert konvergieren. Das
mussen sie aber, weil sonst der Kristall nicht zusammenhalten wirde.

’ Wenn man das alles macht, erhalt man ein verbliffend einfaches und ganz allgemeines Ergebnis. Die Potentialformel
von oben &ndert sich nur ganz wenig, sie lautet jetzt

UBindg = —O®m:- — + —

’ Es wird also nur der anziehende Teil durch Multiplikation mit einer Konstanten etwas modifiziert. Der abstol3ende Teil ist
nicht betroffen, da die Kréfte so schnell abfallen, dal3 lonen in gréRerem Abstand gar nicht "gesptirt" werden.

Die Konstante oy, die sich aus der Summation ergibt, hei3t Madelungkonstante, nach dem Festkorperphysiker
Madelung.

Der exakte Wert der Madelungkonstanten hangt natirlich von den lonensorten und den damit verknipften
Bindungslangen sowie der dreidimensionalen Anordnung ab.

Typische Werte fir einige lonenkristalle sind

Kristall Kristalltyp (kommt Madelungkonstante
(Molekulformel) spater) Om
NacCl kubisch-flachenzentriert 1,748
CsCl kubisch-raumzentriert 1,763
ZnS kubisch-diamant 1,638
ZnS hexagonal 1,641
CacCl kubisch-primitiv 2,365
CaF» kubisch-flachenzentriert 5.039
CdCl2 hexagonal 2,244
ZnO hexagonal 1,498
SiO2 hexagonal 2,219
Al20O3 Rhomboedrisch 4,172

’ Die lonen sind also in einem Kristall starker gebunden als im Molekul. Das muf3 auch so sein, denn sonst wirde sich
aus Molekilen oder lonen nie ein Festkdrper formen.

Starkere Bindung (positive Madelungkonstante) heifdt ja, da Energie frei wird, wenn sich aus einzelnen Molekilen
ein Festkorper bildet (Beim Gefrierpunkt). Und noch gehen wir davon aus, dafl3 immer der energetisch niedrigste
Zustand begtinstigt wird.

Eine negative Madelungkonstante wiirde bedeuten, da? man Energie braucht, um einen Festkorper zu bilden - er
wurde also nicht stabil sein.

’ Wer es noch genauer wissen mochte (und vielleicht selbst probieren will, wie leicht oder schwer es ist,
Madelungkonstante auszurechnen), betétigt den Link.
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Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.2.2

MaWi 1 Skript - Page 52



http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/exercise/c2_2_2.html

2.2.3 Kovalente Bindung

’ Bei der lonenbindung war die Ausgangslage, daf? sich verschiedene Atome, die zum einen zu wenige und zum anderen
zu viele Elektronen haben (immer bezogen auf gefiilite Schalen) zusammentun, und dabei Elektronen von einem Partner
zum andern transferiert werden (siehe auch Quantenmechanik-Skript).

’ Kovalente Bindungen in Reinkultur liegen vor, wenn zwei Atome, die beide zu wenig Elektronen haben, sich
verbinden. Beispiele sind

Die Halogenide in Gasform: F2, Clo, Bra, usw.

Viele typischen Gase: Oz, N2, NH3 (Ammoniak), CO2, usw.
Festkorper wie z.B. Si, Ge, C (in der Form des Diamanten), GaAs (Galliumarsenid) und andere.
’ Das Grundprinzip ist immer dasselbe: Die Atome teilen sich den Mangel; dabei geht es ihnen viel besser als wenn jedes
seinen Elektronenmangel alleine bewaltigen muf3.

Korrekt ausgedriickt bedeutet dies, dal3 sich Orbitale (in der Regel p-Orbitale), die nur teilweise besetzt sind, sich
beim Naherkommen tberlappen und, je nach Vorzeichen, ein gemeinsames Orbital bilden kdnnen, das
gleichberechtigt zu beiden Atomen gehért, und das es in zwei Varianten gibt.

In erster Naherung haben wir eine Uberlagerung der beiden individuellen Orbitalwellenfunktion Y1 und Y2 zu einem
Moleklorbital Ymo) in der Form

UMol = A1-Y1 = A2- 2

Die Aj sind Konstanten; eine davon ergibt sich die sich aus der Normierungsbedingung, die andere mufdte aus einer
Losung der Schradingergleichung fir das Molekiil ausgerechnet werden.

’ Nur eines der beiden méglichen Summenorbitale flhrt zur Energieabsenkung und damit zur Bindung. Das andere fuhrt
zur Energieerhdhung; es ist "antibindend". Diese antibindende Orbitale sind zwar nicht unwichtig (schlie3lich will
man eine Verbindung auch wieder I6sen kénnen; dies geschieht bei Energiezufuhr durch Anheben der Elektronen in das
antibindende Orbital), sollen uns aber hier nicht weiter interessieren.

Aus Sicht des Einzelatoms kann das (gemeinsame und bindende) Orbital jetzt voll besetzt sein, den es sind ja zwei
Elektronen da, d.h. die Edelgaskonfiguration ist erreicht.

Kovalente Bindungen kdnnen dabei zwischen gleichartigen Atomen (z.B. C - C) oder verschiedenen Atomen
auftreten (z.B. Si - C oder C - H).

Die entstehenden Molekiile werden durch die gerichtete kovalente Bindungen eine durch die Symmetrie der
beteiligten Orbitale genau festgelegte raumliche Geometrie erhalten.

’ Dazu zwei schematischen Darstellungen; das schematische Schalenbild wie zuvor und die Bindung im Orbitalbild

C1 Atome

Clp Molelcil Gezeigt sind die bindenden und antibindenden
Orbitale bei Uberlappung von
Das stark vereinfachte Schema s - Orbitalen (keine Richtungsabhé&ngigkeit der
im Schalenbild. Bindung).

Die Orbitaldarstellung fuihrt natirlich viel weiter als die Schalendarstellenung; insbesondere erkennt man sofort
Bindungsrichtungen, und auch Dinge wie Doppel- und Dreifachbindungen lassen sich gut darstellen. Im Link gibt es
besonders wichtige Beispiele.
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’ Ein letzter Punkt muf3 noch eingefiihrt werden, um die Moglichkeiten der Quantentheorie fiir kovalente Bindungen voll
auszuloten und insbesondere die fiir uns wichtige Si - Si (und damit auch die chemisch &hnliche C - C) Bindung
verstehen zu kdnnen. Es handelt sich um das Phanomen der Hybridisierung.

Einfach gesagt, bilden sich dabei aus s- und p - Orbitalen neue Misch- oder eben Hybridorbitale.

Das ist erlaubt, denn die Linearitat der Schrodingergleichung fuihrt grundsétzlich dazu, dafd wenn Y1, Y2, usw.
Losungen der Schrodingergleichung sind, auch jede Linearkombination dieser Lésungen, z.B. Y = ap; + byy die
entsprechende Schrddingergleichung 16st (wobei a und b beliebige Koeffizienten sind, die allerdings der
Normierungsbedingung geniigen missen).

Bei einem Einzelatom werden die Elektronen jedoch von dieser Méglichkeit keinen Gebrauch machen, weil sich die
Energie dabei erhéht. Anders jedoch bei Bindungen. Durch die Bildung geeigneter Hybridorbitale 1aRt sich die
Uberlappung der Orbitale mit anderen Atomen maximieren und damit Energie gewinnen.

Insbesondere bei C, Si, Ge, ware es gunstig, die Orbitale so zu rearrangieren, dafl} 4 Keulen gleichverteilt in den
Raum hinausragen; jede mit einem Elektron besetzt. Damit ist optimaler Andockplatz fur die 4 bendtigten Partner
geschaffen und gréRtmdgliche Symmetrie erzielt.

Passende Orbitale lassen sich durch Kombination der s- und p- Orbitale darstellen. Die Linearkombinationen

Y1 =% (s + px+ py+ pz)
Y2 =% (s + px— Py— Pz)
Y3 =% (s

Wg = % (s

px + Py— Pz)

pPx— Py— Pz)

(mit den Bezeichnungen s und p fiir die entsprechenden Wellenfunktionen) bilden genau die gewiinschten 4 "sp3 -
Hybridorbitale"; sie sind mit je einem Elektron besetzt.

(Die Nomenklatur weicht hier etwas von der alten Schreibweise ab: Bei Einzelorbitalen bezeichnet die hochgestellte
Zahl die Zahl der Elektronen, die im konkreten Fall das Orbital besetzen; bei Hybridorbitalen aber die Zahl der
Orbitale, die an der Hybridisierung teilnehmen - so ist sie nun mal, die Chemie!)

’ Die bildliche Darstellung sieht so aus:

’ Links die Kugel - und Keulendarstellung der reinen s- und p- Orbitale; rechts die sp3 Hybridorbitale.
Links wére das s - Orbital mit 2 Elektronen voll besetzt; in den 8 Keulen der p - Orbitale sind die restlichen 2
Elektronen der Elemente C, Si, Ge. Keine gute Anordnung um 4 weitere Atome zu binden.

Im den sp3 Hybridorbitalen sind dagegen 4 mit je einem Elektron besetzt Keulen vorhanden. Die Orbitale liegen
nicht mehr in Richtung der Seitenkanten eines Wirfels, sondern zeigen vom Zentrum in die Ecken eines
gleichseitigen Tetraeders mit dem Tetraederwinkel 109,59.

Setzt man wie mit einem Steckbaukasten jetzt viele solche Atome entlang der Keulenachsen zusammen, entsteht
zwingend ein Kristall mit spezifischer Struktur - der Diamantstruktur.
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’ Ohne in mehr Details zu gehen, kénnen schon folgende Schlu3folgerungen gezogen werden

Die Bindungskrafte sind im allgemeinen stark gerichtet, denn kovalente Bindungen liegen nur bei p- und d-Orbitalen
vor und sind dann im wesentlichen nur entlang der Orbitalachse wirksam.

(s-Orbitale, die nur mit einem Elektron besetzt sind, fallen, abgesehen vom Hz Molekdil, immer unter sie Rubrik "ein
Elektron zuviel", und damit unter die Metallbindung).

Falls mehr als ein Elektron fehlt, wird eine Zweierbeziehung nicht ausreichen um alle Partner glucklich zu machen -
es werden so viele Partner bendtigt wie Elektronen fehlen. Daraus lassen sich allgemeine Strukturbildungsprinzipien
fur die Elemente mit 1 - 4 fehlenden Elektronen ableiten, die wir aber hier nicht ndher betrachten wollen sondern in
einem extra Modul.

Obwohl sich die Atome jetzt etwas "durchdringen"” (ihre Elektronenwolken miissen sich ja Uberlappen), werden
wieder erhebliche abstoRende Krafte auftreten, wenn der Bindungsabstand unterschritten wird. Wir kénnen das
zugehdrige Potential entlang der Bindungsachse wieder mit folgender Gleichung approximieren

Wobei natirlich B und m fiir jedes Bindungspaar anders sein mussen.

’ Die anziehende Wirkung ist jetzt nur quantentheoretisch begreifbar und berechenbar - wir miissen die
Schrédingergleichung fir 2 Atome l6sen.
Da wir das nicht kdnnen, argumentieren wir &hnlich wie bei der absto3enden Kraft der lonenbindung und landen bei
der Naherungsformel fur das anziehende Potential :

A

Anziehendes Potential = Ugp = — —
r n

’ Damit ergibt sich fur das gesamte Bindungspotential entlang der Bindungsachse

’ Auch bei der anziehend Kraft gibt es jetzt einen Exponenten n, der erheblich gréRer als 1 sein wird. Trotzdem ergibt
sich in der Uberlagerung der Potentiale wieder ein Potentialtopf mit den gleichen allgemeinen Eigenschaften wie schon
bei der lonenbindung.

Insbesondere ist der Bindungsabstand rg und die Bindungsenergie direkt aus dem Potentialtopf ablesbar.

Wiederum lassen sich damit zwei der vier Parameter in obiger Gleichung substitutionieren.

’ Die Richtungsabhéngigkeit der kovalenten Bindung sorgt fir spezifische Strukturen nicht nur bei Verbindungen zwischen
gleichen Elementen, sondern natirlich auch bei Verbindungen zwischen verschiedenen Elementen. Dabei kommt bei
Verbindungen der Gruppe IV (C, Si, Ge, ...) insbesondere die sp3 Hybridisierung zum Tragen.

Die fur die Hybridisierung notwendige Energie wird mehr als aufgewogen durch die hohe Symmetrie in dieser
Anordnung. Um dies zu verstehen, machen wir eine kleine Ubung und versuchen, Molekiile und Kristalle mit
verschiedenen Hybridisierungen zu bilden.

Ubung 2.2-4

Molekil- und Kristallbildung aus
Bindungssymmetrien

’ Noch ein letztes Wort zur Nomenklatur. Uberlappen sich die Keulen der p - Orbitale entlang ihrer Keulenachse, erhalt
man eine starke Bindung; sie heil3t allgemein o-Bindung

’ Erfolgt der Uberlapp (viel schwécher) senkrecht zur Keulenachse, spricht man von T-Bindung. Vor allem in den
organischen Kohlenstoffverbindungen kommen beide Bindungstypen reichlich vor. Im Link sind noch einige
Darstellungen wichtiger Molekile mit kovalenter Bindung zu sehen und einige zusétzliche Besonderheiten der
kovalenten Bindungen zu finden.
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Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.2.3
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2.2.4 Metallbindung

’ Wir haben noch den Fall zu behandeln, dal? die Atome, die sich verbinden wollen, zuviel Elektronen haben. Damit
kommen wir zur Metallbindung.

’ Was dann geschieht, zum Beispiel wenn sich metallisches Natrium bildet, ist einfach zu beschreiben, aber sehr schwer
zu berechnen (wir werden aber im Rahmen der Bandertheorie noch teilweise darauf zurickkommen):

. Die Atome geben ihre Uberschissigen Elektronen einfach an den entstehenden Festkdrper ab; es entsteht eine Art
Elektronengas innerhalb des Kérpers. In diesem negativ geladenen Elektronengas sitzen die positiv geladenen
lonen wie die Rosinen im Teig. Obwohl sich die lonen abstoRen, vermittelt das negativ geladenen Kontinuum des
Elektronengases eine Bindungskraft.

’ Betrachten wir zunachst Na Dampf, so sehen wir (im Bild unten) einzelne Atome, die ohne viel gegenseitige
Wechselwirkung wild durcheinander fliegen.

) Es bilden sich keine Na - Molekiile, wie etwa beim CI, denn die Na - Atome haben durch Bindungen mit nur einem
oder wenigen Na-Partnern nichts zu gewinnen.

) Allenfalls werden wir ein paar lonen und entsprechend viel einzelne freie Elektronen finden.

®

/v

Schalenbild von (groRen) Na - Atomen im Dampf. Die Atome befinden sich
in lebhafter Bewegung; angedeutet durch Pfeile.

’ Aber beim Abkuhlen der vielen Na - Atome bildet sich irgendwann metallisches Na, vermittelt durch die Metallbindung,
die nur im Verbund sehr vieler Atome wirkt. Die Na - lonen sitzen in dann regelmafRliger Anordnung in ihrem
Elektronengas; allenfalls die Atome an der Oberflache des festen Korpers haben Probleme.

LT T R
IS Y008 00
99,9000 9L
I Ra bR Ra RN

Kleine Na* - lonenriimpfe eingebettet in das negativ geladenene (rosa)
Elektronengas.
Die Atome sitzen im Mittel fest auf ihren Platzen, ansonsten vibrieren sie
um die Gleichgewichtslage.
Die Elektronen sind frei beweglich und nicht mehr einzelnen lonen zugeordnet.
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’ Die Wellenfunktionen  der freien Elektronen haben jetzt keine Ahnlichkeit mehr mit den Orbitalen von am Atom
gebundenen Elektronen.
Die freien Elektronen sind offenbar Uberall im Festkoper mit gleicher Wahrscheinlichkeit zu finden; sie sind
"ausgeschmiert".
Die Bindungskrafte zwischen den Atomen sind véllig ungerichtet.

Wiederum lassen sich die Bindungskrafte zwischen den Atomen am besten in der Naherung der Potentialformel
beschreiben, die wir schon von der lonenbindung und der kovalenten Bindung kennen:

Die 4 Konstanten A, B, m, n sind naturlich fir die gewéahlten Atome spezifisch; zwei davon lassen sich wieder durch
den Bindungsabstand ag und die Bindungsenergie Egijng ausdriicken.

’ Wir wollen uns aber nicht weiter mit der Metallbindung beschéftigen, sondern betrachten, nachdem wir die sogenannten
sekundaren Bindungen noch gestreift haben, die Bindungen von der allgemeineren Warte der "Potentialtdpfe" aus.

Fragebogen

Multiple Choice Fragen zu 2.2.4
folgende

MaWi 1 Skript - Page 58


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/exercise/c2_2_4.html

2.2.5 Sekundarbindungen

’ Die bisherigen Beispiele von Bindungstypen - ionisch, kovalent, metallisch - beschrieben immer recht starke Bindungen.

Will man die entsprechenden Molekile oder Festkdrper wieder in ihre Atome zerlegen, muf3 man - soweit wissen
wir Bescheid - in der Regel betrachtliche Energien aufwenden. Macht man das durch Warmezufuhr, brauchen wir
Temperaturen von mehreren hundert wenn nicht gar tausend Grad Celsius.

’ Die unmittelbare menschliche Erfahrung, das Leben an sich, beruht aber auf schwachen Bindungen, die schon bei
ungefahr Raumtemperatur aufgehen kénnen.

Nur dann haben wir die Mdglichkeit, nitzliche Stoffe aus irgendwelchen Ausgangsprodukten zu synthetisieren ohne
dabei zu verbrennen. In anderen Worten: Wir kdnnen atmen, uns bewegen, verdauen, lieben, denken: Leben ist
maoglich.

’ Dazu gehort auch noch, dal3 es viele, fur Lebewesen oft extrem nitzliche Substanzen gibt, die Schmelzpunkte weit
unterhalb der Raumtemperatur haben und damit erst Leben ermdglichen: Oz, N2, H2O usw.

’ Es muf also noch Bindungstypen geben, die wir bisher nicht behandelt haben. Wir kénnen fragen: Welche Krafte
zwischen Atomen und Molekiilen fiihren dazu, dafd sich z. B. die folgenden festen Substanzen bilden kénnen?

Edelgas-Kristalle (gibt es fur alle Edelgase auf3er He bei sehr tiefen Temperaturen). Eigentlich haben die Edelgase
Uberhaupt keinen Grund, Bindungskrafte zu entwickeln - sie muf3ten auch noch bei sehr tiefen Temperaturen
gasformig sein.

Eis (gefrorenes Wasser). Was fihrt zu Kraften zwischen den H20 - Molekilen?

DNS. Was halt die beiden Spiralen der Doppelhelix zusammen - aber nur so stark, dal? die Bindungen wie in einem
ReilRverschlul? bei der Zellteilung leicht zu 6ffnen sind.

’ Die entsprechenden Bindungsarten - es gibt mehrere davon - heil3en allgemein Sekundarbindungen weil sie in der
Regel (nicht beim Edelgaskristall) zwischen Molekilen wirken, die durch starke Prim&rbindungen zusammengehalten
werden. .

Sie sind aus biologischer Sicht alles andere als sekundar: Sie ermoglichen erst die Biologie.

’ Eine der beiden wichtigsten Sekundarbindungen heil3t nach ihrem "Entdecker” van der Waals Bindung. Die van der
Waals Bindung kommt von den anziehenden Kréaften zwischen gunstig orientierten elektrischen Dipolen. Zwei Félle
mussen unterschieden werden.

1. Betrachten wir Molekule, die von Haus aus Dipolcharakter haben, d.h. in denen die Ladungsschwerpunkte der
beteiligten Atome nicht aufeinander liegen - siehe das Beipiel im Link - wird es bei entsprechender Orientierung ein
anziehendes Potential geben, das mit 1/r © abfallt.

2. Aber auch Atome oder Molekiile, die von Haus aus kein Dipolmoment haben - z.B. Edelgasatome - haben nur im
zeitlichen Mittel keinen Dipolcharakter. Momentan jedoch, werden die Elektronen nicht kugelsymmitrisch verteilt
sein, sondern ihr Ladungsschwerpunkt wird um die Kernposition herum fluktuieren.

Und ein solcher momentaner Dipol kann ein benachbartes Atom etwas polarisieren - d.h. ein kleines Dipolmoment
induzieren. Im Endeffekt entwickelt sich eine sehr schwache anziehende Kraft zwischen die den induzierten
Dipolen, die wiederum mit 1/r & abfallt.

’ Beide Mdagllichkeiten sind hier schematisch gezeigt:

% Atom 2
Atom 1 i

Zwei elektrische Dipole und die Das momentan polarisierte Atom 1 (der
einzelnen abstoRenden und negative Ladungsschwerpunkt der
anziehenden Kréafte. (griinen) Elektronenwolke liegt neben
Bei der gezeigten Orientierung dem pos. Ladungsschwerpunkt des
Uberwiegen die anziehenden Krafte. Atomkerns) ruft in dem benachbarten

Atom 2 durch Induktion eine
entgegengesetze Polarisation hervor.
Es resultiert eine schwache anziehende
Kraft.
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’ Diese Dipol - Dipol Wechselwirkung ist verantwortlich fiir viele der bindenden Kréfte, die letztlich dazu fihren daf}
(auBer He) alle Elemente bei tiefen Temperaturen gefrieren und einen Festkérper bilden.

Bei statistisch induzierten Dipolen wie bei den Edelgasen hat die Bindung keine Vorzugsrichtung. Bei festen
Dipolen wird nattrlich die Anordnung favorisiert, bei der Dipole besonders guinstig relativ zueinander orientiert sind.

Wiederum ist eine Naherungsbeschreibung im Potentialbild mdglich und sinnvoll - Beipiele im Link. Da das
Kraftgesetz wie bei der lonenbindung bekannt ist, lautet die entsprechende Gleichung

’ Es bleibt noch die sogenannte Wasserstoffbriickenbindung zu besprechen. Sie sorgt nicht nur in vielen biologischen
Molekilen fir den Zusammenhalt zwischen Teilbereichen, sondern ist insbesondere fiir die Bildung von Eis (=
gefrorenes H20O) verantwortlich.

Am einfachsten stellt man sich die Wasserstoffbrickenbindung als eine Unterart der lonenbindung vor. Obwohl der
Wasserstoff normalerweise kovalente Bindungen eingeht - siehe die Beispiele im Link - wird er im Gespann mit
extrem elektronegativen Atomen - z.B. F, O und N - seines einzigen Elektrons mehr oder weniger beraubt; es
wechselt weitgehend zum elektronegativeren Element.

Im Extremfall eines moglichen Gedankenexperiments lage dann eine lonenbindung vor, bei der der positiv geladene
Partner - namlich das nur noch aus dem sehr kleinen Kern bestehende Wasserstoffion - zwei der riesigen negativen
lonen binden kann.

Wir erhalten folgende Schemazeichnung

Ein extrem kleines H* - lon mit zwei
angelagerten F~ - lonen

’ Klar ist, daR das H* - lon allenfalls zwei der Riesen binden kann; fuir ein drittes F~ oder auch O~ - lon ist kein Platz
mehr.

Der Extremfall der totalen lonisierung des Wasserstoffs wird zwar in der Realitat nicht vorkommen; es reicht aber

auch eine nicht 100%-ige Verschiebung des Wasserstoffelektrons um die Effekte der Wasserstoffbriickenbindung zu
erhalten.

Uberall, wo Wasserstoff an F, O oder N hangt, gibt es damit noch die Mdglichkeit, eine relativ schwache Bindung
auf der anderen Seite des H - Atoms einzugehen - es bildet sich eine "Wasserstoffbricke".

Dabei ist die Geometrie der Bindungen durch die Form der Molekiile vorgegeben. In biologischen Substanzen sind
es oft Wasserstoffbriicken, die den langen Eiweil3ketten ihre typische Knauelform geben, denn die Stellen in der
Kette, an denen Wasserstoffbriicken gebildet werden kénnen, missen durch richtige Faltung aufeinandertreffen.

Auch das gewohnlich Eis, das jeden Winter die Umsétze der Autoreparaturwerkstatten nach oben treibt, verdankt
seine Kristallstruktur der Wasserstoffbriickenbindung. Die Molekile des Wassers in ihrer typischen Gestalt passen
nur in ganz spezifischer Weise aneinander; sie formen einen Kristall.

Fragebogen

Multiple Choice Fragen zu 2.2.4,
2.2.5, folgende
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2.2.6 Gemischte Bindungen und allgemeine Eigenschaften

lonenbindung, kovalente Bindung und Metallbindung in der behandelten Art sind Idealisierungen, Extremformen der
realen Bindungen. Es gibt zwar viele Molekiile und Festkodrper, in denen diese Bindungen weitgehend in Reinkultur
vorliegen, im allgemeinen Fall jedoch sind Bindungen gemischt. Beispiele dafir:

’ Mischung von Metallbindung und kovalenter Bindung.

Bei Metallen kann trotz Metallbindung noch eine kovalente Komponente vorliegen, damit kommen bei der
Anordnung der Atome zu einem Festkorper gerichtete Kréfte ins Spiel - z.B. beim Eisen (Fe); das hat
Konsequenzen fir die resultierende Kristallstruktur.

’ Mischung von Metall- und lonenbindung.

Bei Metallen die aus zwei Atomsorten bestehen (man nannt das Legierungen oder intermetallische Verbindungen)
treten in der Regel ionische Bindungskomponenten auf, insbesondere wenn sich die Metalle in ihrere
Elektronegativitat stark unterscheiden. Denn dann wird ein gewisser Elektronentransfer zum elektronegativeren
Element erfolgen; die Atome unterscheiden sich dann in ihrem Ladungszustand.

So haben beispielswiese Al - Li Legierungen eine starke ionische Komponente (Elektronegativitat Al oder Li = 1,5
bzw. = 1,0; wéhrend Al - V Legierungen nur metallische Bindungen aufweisen (Elektronegativitat von V = 1,5 wie Al)

’ Mischung von kovalenter und ionischer Bindung.

Nichtmetalle, z.B. Oxide wie SiO», oder Halbleiter und Halbmetalle wie GaAs oder SnO», besitzen kovalente und
ionische Anteile. Wiederum wachst der ionische Anteil mit der Differenz der Elektronegativitatswerte.

Der kovalente Anteil Ko laRt sich mit Hilfe der folgenden Faustformel abschéatzen

Ko = exp—0,25- (AX)?2

Dabei ist AX die Differenz der Elektronegativitatswerte.

Als Beispiel bestimmen wir den kovalenten Bindungsanteil im Quarz (SiOy). Die Elektronegativitatswerte von Si und
O sind ca. 1,8 bzw. 3,5. Damit ergibt sich nach obiger Gleichung

Ko = exp-0,25-(3,5-1,82 = 0,486

Damit hat etwa die "Halfte" der Bindung kovalenten Charakter. Die Konsequenz ist, dal3 die Richtungsabhangigkeit
der kovalenten Bindung im SiO; die Kristallstruktur bestimmt.
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2.2.7 Merkpunkte zu Kapitel 2.2: Bindungen

Man kann vier Bindungstypen unterscheiden:
lonische, kovalente, Metall- und
Sekundarbindungen.

Die anziehenden Krafte der lonenbindung sind rein
elektrostatisch. Das zugehdorige Potential ist das
Coulomb Potential; wir haben

In einem Kristall muR3 aber die
Wechselwirkung mit allen anderen lonen
berlicksichtigt werden, die abwechselnd
anziehend oder abstof3end ist. Dies aul3ert
sich in einer um die Madelung Konstante
modifierten potentiellen Energie der
elektrostatischen Interaktion.

Die abstof3enden Kréafte sind
guantenmechanisch und nur ndherungsweise
durch das nebenstehende Potential
Uanziehend = B/r™M beschreibbar. lonische
Bndungen sind damit ungerichtet.

Damit ergibt sich ein Gesamtpotential fur die
ionische Bindung im Kristall mit der Form

Kovalente Bindungen entstehen durch Uberlapp
teilbesetzter Orbitale. Sie sind damit im Falle von
p, I, ... Orbitalen gerichtet.

Das Bindungspotential (in Bindungsrichtung )
ist durch Lésungen der S.-Gleichung gegeben
und wird i.a. mit 4 freien Parametern
dargestellt:

Wichtig sind ggf. Hybridorbitale, insbesondere
bei den Gruppe IV Elementen (C, Si, Ge, ...)
das sp3 Hybridorbital mit Tetraedersymmetrie.

Die Metallbindung besteht aus einem
"Elektronensee" freier Elektronen, die die positiv
geladenen Atomriimpfe zusammenhalten.

Das Bindungspotential hat 4 freie Parameter
wie bei der kovalenten Bindung. Die Bindung
ist naturlich ungerichtet.

Sekundare Bindungen sind relativ schwach (und
ermoglichen damit "das Leben" bei
Raumtemperatur). Wichtig sind Dipol-Dipol
Bindungen (van der Waals Bindungen) und die
Wasserstoffbriickenbindung.

Die allgemeine Bindung ist mdglicherweise eine
Mischung aus verschiedenen Bindungstypen - und
damit moglicherweise ein bil3chen
richtungsabhangig, etc.

MaWwi 1 Skript -

q1-0d2
Uanz(M0|ekU|) = —
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qi1-Q2
Uanz(Kristall) = —x- ——
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Uabs(Molekil/Kristall) = —
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B g1-Q2
Ugesamt(Kristall) = — - o« ———
rm AT - €g -1
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Ukovalent = — — —
rm rn

Zwei der 4 freien Parameter konnen durch
Bindungsabstand und Bindungsenergie
substituiert werden
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Fragebogen
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2.3 Das Konzept des Potentialtopfes

2.3.1 Potentialtopfe fur Atombindungen

’ Die Darstellung der Bindungsenergie - genauer der potentiellen Energie des Bezugsatoms - als Funktion des Abstands
von Bindungspartnern - ist, in jeder Naherung, eine auf3erordentlich nitzliche Graphik; im Unterkapitel 2.2.2 sind wir
diesem Konzept schon begegnet. Jede solche Darstellung die ein Minimum der potentiellen Energie besitzt, nennen wir
"Potentialtopf" Der Potentialtopf zeigt - zusammen mit seinen Ableitungen - sofort wesentliche Elemente der Bindung:

-dU@)/Mr

Uir)y

Die Bindungsenergie Ug, gegeben durch die Tiefe des Potentialtopfes,
Den Gleichgewichtsabstand rg, definiert durch den Ort des Minimums.

Die Kraft F, die auf das betrachtete Atom wirkt, wenn es einen beliebigen Abstand r vom Partner hat; sie ist per
definitionem gegeben durch

dr

Die Kraftkurve ist also die (negative) Ableitung der Potentialkurve. Bei rg geht sie durch Null - wie das sein mul3.

Die maximale Kraft Fmax die man braucht um die Verbindung zu lésen; gegeben durch das Maximum der
Kraftkurve, d.h. durch die Bedingung

’ Dazu wollen wir eine kleine Ubungsaufgabe machen

Ubung 2.3-1

Potentialtopf und Kréfte

’ Hat man viele Atome, werden sie sich solange bewegen, bis alle im Minimum eines Potentialtopfs sitzen, d.h. (im
Mittel) keine Kréafte von den Nachbaratomen mehr spliren
Das kann man sich in einem "advanced" Modul mal per Simulation anschauen. Mit in biRchen Spielen kann man
Kristalle bilden und wieder schmelzen!
’ Die Potentialtopfkurve kann aber noch mehr veranschaulichen. Wenn die Atome nicht vollstandig ruhig beim
Gleichgewichtsabstand rg sitzen, sondern um diese Gleichgewichtslage vibrieren; tun sie das im Potentialtopfbild,
indem sie wie eine Kugel in einem wirklichen Topf mit der entsprechenden Gestalt, die Wande hoch- und runterlaufen
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pot.Energie
F'y

Tnin Do T

‘min max
/ J l Abstand r
»

Energienivean der
Schwingung

Max. kin. Ener gie
= max. pot. Energie

’ Dabei kann - es gilt die Quantentheorie - nicht jede beliebige Schwingung auftreten, sondern nur solche die bestimmte,
durch die L6sung der entsprechenden Schrodingergleichung gegebene Energien haben kdnnen. Die damit verbundenen
Energien kann man als Energieniveaus (die bei Atomen wegen der grofl3en Masse dicht benachbart sind) in den
Potentialtopf einzeichnen und der Graphik folgende Informationen entnehmen:

Die Frequenz der Schwingung; einfach aus der Masse und der durch den Potentialtopf gegebenen Riickstellkraft.
Die Amplitude der Schwingung als Differenz der beiden Extremabstéande rmax und rmin.

Die ungefahre Schmelztemperatur (oder Zersetzungstemperatur). Sie ist erreicht, wenn die thermische Energie,
die ja nichts anderes ist als die in den Schwingungen sitzende Energie, ungefahr gleich der Bindungsenergie wird.
Denn dann ist das Atom bei rmax schon so weit vom Partner weg, dal3 es kaum mehr eine Riuckkehrkraft spirt.

Die Grolienordnung der thermischen Ausdehnung. Durch die Asymmetrie des Potentials ist das Atom
insbesondere bei grolien Amplituden im Mittel weiter vom Partner entfernt als rg - der Bindungsabstand wird l&nger;
das Material dehnt sich beim Erwarmen (= mehr Schwingungen mit hoher Energie) aus.

’ Quantitative Beziehungen zu all diesen GréRen werden in Kapitel 2.4 abgeleitet.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.3
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2.3.2 Potentialtopfe fur Elektronen im Atom, Molekil und Festkdrper

Wir erweitern nun das Konzept des Potentialtopfes auf die Elektronen, die an einen Atomkern gebunden sind. Um ein
Elektron aus dem Atom zu entfernen, miissen wir die entsprechende fiir das betreffende Elektron geltende
Bindungsenergie aufbringen; sie ist fiir jeden Elektronenzustand definiert.

Obwohl wir dasselbe Wort verwenden, hat die Elektronenbindungsenergie natirlich nichts mit der Bindungsenergie
von Molekilen oder Festkorpern zu tun.

Wir brauchen einen Abstand. Das ist zwar keine gut definierte Grof3e fir die Elektronen, aber wir kdbnnen einfach
das Maximum der entsprechenden Wellenfunktion nehmen - fiir den Zweck der Visualisierung von Bindungen
werden sowieso nur qualitative Verlaufe gebraucht.

Qualitiativ sieht ein Potentialtopf, z.B. fur die Elektronen eines Na - oder C| - Atoms dann so aus:

=
sl
313:
" T cl
3¢
25
il
E 1¢

Nochmal: Die Form der Tépfe und die Lage der Energieniveaus ist rein qualitativ. Was jedoch stimmt ist die Anzahl der
Elektronen auf den Niveaus (wieder symbolisiert durch Pfeile) und die relativen Unterschiede in der Topfgréf3e und der
Lage der obersten Niveaus.
Die Niveaus liegen - im Gegensatz zu den Niveaus bei den Atomen - recht weiter auseinander wegen der geringen
Masse der Elektronen. Sie sind naturlich nichts anderes als die Gesamtenergien, die aus der Losung der
Schrddingergleichung fur das betrachtete Atom resultieren.
Jedes Niveau tragt damit als "Namen" sein zugehdriges Triplett (ochne den Spin) der passenden Quantenzahlen. Das
tiefste Niveau ist damit in jedem Potentialtopf immer das 1s-Niveau.
’ Analog zur Potentialtopfdarstellung der Atome, kdnnen wir die Elektronenniveaus als Energieniveau der "Schwingung"
der Elektronen um den Kern betrachten. Es ist die Summe ihrer potentiellen und kinetischen Energie, die durch das E -
Niveau gegeben wird.
Die lonisierungsenergie ergibt sich aus der Darstellung sofort als Abstand des obersten besetzten Niveaus von der
Null-Linie.
Der Nutzen einer derartigen Darstellung erschlief3t sich, wenn man jetzt die Potentialtopfe fur die Elektronen eines
Molekiils betrachtet.
Dazu bringen wir einfach die beiden individuellen Potentialtdpfe zusammen (im Bindungsabstand rg) und addieren
die Kurven der potentiellen Energie. Im Beispiel des NaCl stellt sich dies so dar:

- ~

ry r
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’ Es ist anschaulich klar, daR das einzelne Elektron des Na seine Energie und damit auch die Systemenergie senken
kann, indem es auf das zugangliche und energetisch tiefere Potential des Cl - Atoms Ubergeht. Damit entstehen zwei
lonen und die lonenbindung wird wirksam.

Die gemeinsamen Niveaus bréauchten naturlich im Prinzip eine neue Bezeichnung. Damit wollen
wir uns aber hier nicht beschéftigen.

’ Betrachten wir als nachstes die Metallbindung in dieser Darstellung. Wir nehmen als Beispiel wieder das Na.

r

o — ; — =t :
Band M ¥ ¥
55
Na-Kristall m / \

’ Wiederum sitzen die 3s - Niveaus auf3erhalb der Potentialtopfes des Atoms; das Niveau erstreckt sich jetzt durch den
ganzen Kristall.

Aber die dort vorhandenen Elektronen kdnnen ihre Energie nicht senken; es gibt keine tiefer gelegenen freien
Niveaus.

Das Pauli Prinzip verbietet, dal3 mehr als zwei Elektronen in einem Zustand sitzen - und das 3s - Niveau, obwohl es
sich jetzt durch den ganzen Festkorper erstreckt, ist ein Niveau!

Es mul3 etwas geschehen, damit alle Elektronen Platz finden. Die Losung ist eine Aufspaltung der s - Niveaus. Es
bilden sich ungeheuer viele (N = Zahl der beteiligten Atome) s - Niveaus aus, die energetisch zwar dicht beieinander
liegen, aber im Sinne des Pauli Prinzips individuelle Zustande sind; ein sogenanntes Elektronenband. Das ist als
ein farbliches Kontinuum dargestellt,; nur einige Niveaus sind als Linien markiert.

’ Die Elektronen des Na besetzen die Halfte der méglichen Zusténde in dem s - Band; sie sind das "Elektronengas” der
Metallbindung.

Die Elektronen sind nicht mehr einzelnen Atomen zugeordnet; sie "laufen" frei durch das Metall

Na ist damit (wie alle Metalle) ein elektrischer Leiter!
’ Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass das Bild oben und das alte Bild zur Metallbindung exakt dieselbe Sache zeigen
- nur aus anderen Blickwinkeln und mit anderen Vereinfachungen und Schematisierungen.

’ Wie sehen kovalente Bindungen aus. Betrachten wir den Si - Festkdrper (einen Kristall) mit 4 gesattigten Bindungen in
der sp3 - Hybridkonfiguration, erhalten wir schematisch folgendes Potentialtopfbild:

Si-Kristall

’ Was die Graphik darstellt, ist der typische Fall eines Halbleiters. Allerdings ergibt sich das nicht direkt aus der
Uberlagerung der Einzelpotentiale, sondern es wird in diesen Bildern Wissen illustriert, das man aus tiefergehenden
Betrachtungen gewonnen hat. Was wirklich passiert bei der Bindung a3t sich nicht direkt graphisch, wie hier insinuiert,
erschlieRen.

’ Die sp3 - Zustande sind mit 4 Elektronen besetzt und héatten Platz fiir 8. Wiederum {iberlappen sich die Zustande
benachbarter Atome und spalten dabei in N Zustdnde auf mit N = Zahl der beteiligten Atome.

Aber das gebildete Band ist zweigeteilt. Ein Teilband (es heif3t Valenzband) liegt gerade noch im Potentialtopf
eines Atoms; es ist voll besetzt mit den 4 Elektronen pro Atom. Da unsere Potentialtopfdarstellung scharfe Grenzen
vorgibt obwohl keine da sind, ist das Band gestrichelt durch die Potentialschwelle gezeichnet.

Das zweite Teilband ist vom ersten durch eine Energiellicke getrennt. Es ist vollstandig leer und heif3t
Leitungsband.
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Der Name ist klar: Wirde das Leitungsband Elektronen enthalten, wéaren sie frei beweglich; Si wéare ein elektrischer
Leiter.

’ Wir spiren: Der Trick der gesamten Halbleitertechnik liegt darin, wie man Elektronen in das Leitungsband bekommt -

aber das betrachten wir spéater.
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2.3.3 Merkpunkte zu Kapitel 2.3. Potentialtdpfe fur Elektronen im Atom, Molektl und Festkérper

’ Ein Potential - Koordinate - Bild jeder Bindung hat
ein Mimimum genannt "Topf". Mit solchen
"Potentialtopfen” kann man sich viele wichtige
Grol3en sehr leicht veranschaulichen. Sie zeigen
unmittelbar oder ein bil3chen "versteckt":

@ Die Bindungsenergie Up.

& Den Bindungsabstand oder
Gleichgewichtsabstandro.

. Die auf einen Bindungspartner wirkende Kraft F
im Abstand r Gber F = —dU/dr (d.h. durch die

Steigung).

atiEyar

Iqr

> r

e
Vd \\:/f/"'d'
Jom s ,r/ e MIax., Force
JII.lJ /

;“Tﬂﬂ action point

i

{0 Die maximal notwendige Kraft zum Lésen der
Bindung durch dF/dr = O; d.h die Steigung am

Wendepunkt.

’ AuRerdem kann man die Schwingungen der
Teilchen anschaulich darstellen sowie die damit

verbundene Gesamtenergie.

’ Das Konzept ist auch auf die Elektronen im Atom

Ubertragbar.

. Damit lassen sich sofort die Bindungstypen
darstellen; fir Festkdrper wird die Aufspaltung
von Einzelniveaus in Bander zwingend.

l rgﬁn TE f‘rmax Abstand :
Energienivean

Wlazx kin Energle
=max. pot. Energle

Fragebogen
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2.4 Ableitung von Materialparametern aus den Bindungspotentialen

2.4.1 Ableitung des E-Moduls
Was man aus dem Bindungspotential direkt lernen kann

’ Die Kenntnis des Bindungspotentials Ugindg, d.h. die genaue Form des Potentialtopfes gegeben durch

UBindg = - — + —
rn rm

oder durch eine der méglichen anderen Naherungsformeln, erlaubt bereits, wesentliche mechanische Eigenschaften
der Festkorper zu berechnen. Es sind dies insbesondere

Das (oder der) Elastizitdtsmodul E

Der thermische Ausdehnungskoeffizient «
Die theoretische Bruchspannung Otheo-

Die Schwingungsfrequenz vo

Allgemeine Definition von E, o und €

’ Um das (in Ubungsaufgaben) tun zu kénnen, miissen wir diese GroRen erst definieren.
Dazu betrachten wir den Elementarversuch zu allen mechanischen Materialeigenschaften, den Zugversuch.

Wir nehmen eine Probe bekannter Geometrie (fir die echten Versuche DIN - genormt) und ziehen mit einer Kraft F
daran. Die Probe wird dann - solange sie nicht bricht - auf jeden Fall langer. Hat sie vor dem Versuch die Lange I,
wird sie unter Krafteinfluf3 die Lange | + Al haben. Dies ist im nachfolgenden Bild schematisch gezeigt.

F

Querschnitts-
fliiche A

S T

’ Die Langenanderung Al wird bei einem "dicken" Korper mit grol3er Querschnittsflaiche A kleiner sein, als bei einem
schlanken Koérper desselben Materials.
Um dieselbe Langenanderung Al zu erreichen mufd man offenbar dieselbe mechanische Spannung o anlegen,
d.h. Kraft pro Flache.
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Wir werden zukiinftig immer o verwenden und bei mechanischen Problemen nicht mehr von Kréaften sondern von
(mechanischen) Spannungen reden.

Die Malfieinheit fir mechanische Spannungen ist das Pascal; abgekuirzt Pa. Ein Pascal ist definiert als
1 Pa=1N/m2 = 1 Newton pro Quadratmeter.

Man kénnte das natirlich mit der elektrischen Spannung verwechseln, aber aus dem Kontext ist auch ohne das
Adjektiv "mechanisch” praktisch immer klar um was es geht.

’ Da ein langer Korper bei derselben Spannung eine grof3ere Langenanderung zeigen wird als ein kurzer, ist es
zweckmaRig auch die LAngenanderung so zu normieren, daf3 sie von der Ausgangslange des Probekérpers unabhéangig
wird.

Dies wird durch die Definition der Dehnung € erreicht:

Al (o) — lg | (0)
€)= — = = -1
I lo lo

[(0) ist dabei die jeweilige, von der Spannung abhangige Lange und |g die Ausgangslange fur o = 0.

Die Dehnung hat in dieser Definition keine MalReinheit, sie ist dimensionslos. Multipliziert man den Zahlenwert mit
100, hat man die Verlangerung des Kdorpers in Prozent %.

’ Damit laft sich fir Kérper mit konstantem Querschnitt verallgemeinern: Bei gleicher Spannung wird immer die gleiche
Dehnung auftreten, unabhangig von den Dimensionen des Kérpers.

Macht man einen realen Zugversuch, findet man im elastischen Bereich eine eindeutige Beziehung zwischen o
und €, d.h. € = €(0).

Elastischer Bereich heilt, daf fir jeden Wert von o sich immer der gleiche Wert von € einstellt. Dies bedeutet
insbesondere, daf bei Wegnehmen der Spannung, der Kérper wieder seine urspriingliche Lange hat.

Dies muf3 nicht so sein; wer schon mal sein Auto gegen ein Hindernis gefahren hat weif3, daf3 es auch inelastische
oder plastische Dehnungen gibt - nach Wegnehmen der mechanischen Spannungen ist die alte Form nicht wieder
hergestellt! Im Link kann man einen GroRRversuch zu nichtelastischen Verformungen bewundern.

Fur den elastischen Bereich einer o - € Kurve lafit sich jedoch als Materialkonstante der (oder das)
Elastizitatsmodul E (kurz E - Modul) definieren als

Und niemals werden wir E, den Elastizitatsmodul, mit der Gesamtenergie E oder der elektrischen Feldstarke E
verwechseln!

’ Sollte, was sehr haufig der Fall ist, zwischen o und € eine lineare Beziehung vorliegen, gilt einfach:

oc=E-€

Der E-Modul ist sozusagen die Federkonstante des Materials.

E-Modul und Bindungen

’ Wenn wir im obigen Bild gedanklich die Atome einzeichne, wird sofort klar, dass man beim Ziehversuch zumindest bei
Kristallen schlicht und ergreifend die Bindungen "langzieht".

Niemand hindert uns nun, die Querschnittsflaiche A der Flache einer Bindung ( also Atomabstand?) zu setzen. Dann
kénnen wir den E-Modul aus dem "Langziehen" einer Bindung erhalten (oder vieler Bindungen, falls wir eine
Atomkette nehmen; die Dehnung ist aber davon unabhangig).
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’ Obige Potentialformel gibt nun an, um wieviel sich der Abstand zweier Atome andert, wenn eine Kraft F = - dU/dr
anliegt. Darin steckt in eindeutiger Weise der Elastizitatsmodul des Festkorpers. Um ihn sinnvoll zu berechnen muf
man:

1. Die Konstanten A und B durch den Gleichgewichtsabstand rg und die Bindungsenergie Eging = Ug ersetzen.
(Wir verwenden hier Ug statt Egjng um Verwechslungen mit dem E-Modul auzuschlief3en).

2. Die wirkende Kraft dann aus — dU/dr berechnen.

3. Zu Spannungen und Dehnungen ibergehen. Hinweis:

Kraft pro Bindung durch Flache pro Bindung (= (rg)2) verwenden; gleichermafen € = (r — rg)/rg setzen.
’ Wir machen das als Ubungsaufgabe:

Ubungsaufgabe2.4-1

Berechnung des E-Moduls aus dem
Bindungspotential

’ Als Ergebnis erhalt man

1 d2U(r) n-m - Up
E = - . = -
ro dr? rg3

Eine ziemlich einfache Formel fiir einen der wichtigsten mechanischen Materialparameter!
’ Fur technische Zwecke, oder einfach nur um ein gutes Gefluihl fir Zusammenhange zu bekommen, laf3t sich diese
Formel noch weiter vereinfachen, zu einer "Faustformel".

Faustformeln sind allerdings mit einer gewissen Vorsicht zu genief3en, da sie manchmal ziemlich weit weg von der
Realitat liegen kénnen.

’ Wir ersetzen einfach rg3 durch Q, das Atomvolumen (dies ist leicht tiber die Dichte des Festkérpers zu erhalten), und
die Bindungsenergie Ug durch kT, d.h. Boltzmannkonstante mal Schmelzpunkttemperatur.

Die letztere Ersetzung ist eine zweifelhafte Sache, aber um ein Material zu schmelzen mussen die Bindungen
aufgehen, und dazu braucht man thermische Energie KT in dieser GréRenordung

’ Wir erhalten damit

const. - KTm

Q

Falls wir fir m, n die (ungeféahren) Zahlenwerte einsetzen ergibt sich eine extrem einfache Faustregel

80 - kTm

Q

Das ist nun wirklich eine simple Formel, die aber gar nicht so schlecht ist. Sie stimmt ganz gut fur alle
Bindungstypen und Materialien, wie in einem speziellen lllustrationsmodul gezeigt. Aber es gibt eine grole
Ausnahme; vergleiche einen weiteren lllustrationsmodul!

Aus Bindungspotentialen abgeleiteten Werte fur den E - Modul von "Gummi", d.h. fir die Unterklasse der
Elastomere bei den Polymeren, sind um mehrere Gré3enordnungen falsch - auch wenn man alle Fehlerquellen und
N&herungen ausschaltet! Das wird uns noch ziemlich beschaftigen.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 2.4

’ Man kann den E-Modul aber auch noch viel grundsatzlicher betrachten; das wird in diesem "advanced" Modul gemacht.
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2.4.2 Thermischer Ausdehnungskoeffizient

Problemstellung

’ Wir betrachten jetzt mal einen "echten" und damit immer asymmetrischen Potentialtopf, z.B. von einem Kr- Kristall.

r [10"® m]

.y
T T T T T L

05 T

10 -+

15 +
U [10% eV]

Ein beliebig herausgegriffenes Atom schwingt zwischen den eingezeichneten Extrempositionen hin und her; bei
héheren Temperaturen, kann es héher den Potentialtopf hinauflaufen (z.B. bis zu den orangen Kreisen)

In einem asymmetrischen Potentialtopf wie in dem Bild (es handelt sich um das sehr schwache Bindungspotential
eines Kr Kristalls, wird das Atom langer rechts von der Mitte als links von der Mitte sein; der mittlere Atomabstand
als Funktion der Schwingungsamplitude wird auf der roten Linie liegen
’ Wie berechnet man daraus den (linearen) thermischen Ausdehnungskoeffizienten x? Zunachst brauchen wir eine
Definition:
Der (lineare) thermischen Ausdehnungskoeffizienten ist definiert als

(M) —lo €therm
X = =
lo- T T

In Worten: & = thermische Dehnung €therm pro Grad Kelvin; die Dimension von « ist K-1

Wenn wir die Amplitude der Schwingung und die beiden Extremalpositionen berechnen wollen, miissen wir die folgende
Gleichung losen.

A B
+ —
m

U=3/2kT = —

n

lex lex

Denn die Energie an einer der durch farbige Kreise markierten Extremalpositionen rey ist gleich der mittleren
thermischen Energie und die ist % kT pro Freiheitsgrad; also 3/2 kT fur die drei Freiheitsgrade der Schwingungen in
den drei Koordinatenrichtungen.
Das ist jetzt zwar im Grunde nur noch "triviale" Mathematik - eine Gleichung mit einer Unbekannten - aber leider
gibt es keine allgemeinen Losungen fur Gleichungen n-ten oder m-ten Grades mit m oder n > 4.
’ Das war's also - fir exakte allgemeine Losungen. Entweder 16st man numerisch, oder man muf3 fir gegebene m, n

versuchen eine Losung zu finden.
Was bleibt sind Naherungslésungen. Wir werden, auf einem recht trickreichen Weg, jetzt eine sehr einfache solche
Naherungslésung vornehmen.

Néaherungsweise Losung

’ Zunachst machen wir eine mathematische Naherung und beschreiben die Potentialformel durch eine
Potenzreihenentwicklung (Taylor Reihe) um das Minimum, d.h. fur r = rg. Wir erhalten:

U = Ug+ 1/2Ug" - x2 + 1/6Ug" - x3 + ....

Mit Ug" = d2U/dr2 = zweite Ableitung nach r; Up" =dritte Ableitung nach r.

MaWi 1 Skript - Page 73


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/advanced/t2_2_3.html
http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/basics/b2_1_8.html

Die Reihenentwicklung verschiebt den Nullpunkt auf das Potentialminimum, oder, in anderen Worten, wir haben x =

r—ro.

Die erste Ableitung ist im Potentialminimum = O, h6here Ableitungen als die dritte vernachlassigen wir. Die dritte
Ableitung aber ist essentiell: Sie enthélt die Asymmetrie des Potentials, die ja erst fiir die thermische Ausdehnung

sorgt.

’ Die erste Ableitung sollte im Rahmen einer Ubungsaufgabe ausgerechnet werden, sie ist (siehe Lésung)

du

dr

= U':n.A.r_(n+l)_m.B.r_(m+l)

Auch die zweite Ableitung ist in der Losung der Aufgabe 2.4-1 enthalten, wir haben (etwas umgeschrieben)

d2u

A-r

-n m-(m+1)

B -

r

—Mm

= U" =

-n-(n+1)

dr 2

r2

r2

Wir brauchen U" nur im Potentialminimum; setzen wir alsor =

ro und bertcksichtigen da’ U'(rg) = O; wir erhielten

nm
U'(ro) =Uo- —
ro 2

Die dritte Ableitung ist damit .

3 _n. .

d=u n-(n+1) (n+2)-A-r—“
— = Uy = +
dr 3 r3

m-(m+1)-(m+2)'B.r_m

r3

Oder, wieder firr =rq,

n-m-(n+m+3)

U(ro) = —Uo-
ro

3

’ Damit lautet die Naherungsformel fir das Bindungspotential in der Nahe des Potentialminimums

n-m-x2

n .

m-(n+m+3)x3

1+ -
2 rg?

U(ro+x) = Ug -

6-ro3

Fur die Amplitude eines Atoms das in diesem Potential schwingt betrachten wir den Wert der Funktion bei der

Energie Ug + (3/2) kT, wir haben also eine implizite Gleichung fir die (jeweils halbe) Amplitude x

n-m - x2

n-m-(n+m+3)-x3

(3/12) kT = -
2 -r02

6 -r03

’ Wir haben jetzt eine Gleichung dritten Grades fur die Extremwerte von x fiir eine gegebene thermische Energie; und

diese Gleichung kénnen wir im Prinzip l16sen.
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Was herauskommt wird aber ziemlich l&nglich sein. Also
gehen wir anders vor: Wir betrachten die beiden relevanten
x-Werte als eine kleine Korrektur der Werte + x(T) die wir fur
ein schlichtes parabelférmiges Potential bekommen wirden
(die dann naturlich keine thermische Ausdehnung enthalten):

=4

n-m-x2
3/2) KT =
2 rg?

Die Lésungen der quadratischen Gleichung kénnen wir sofort
hinschreiben; wir haben

X1,2 = Amplitude nach links; rechts = +{3k-T-rg2/n-m}*2 =
{3kT/U"}”2 =  xq.

Die beiden letzten Terme sind nur Umschreibungen um im
folgenden Schreibarbeit zu sparen.

’ Wir machen damit jezt folgenden Ansatz fir die Lésung der kubischen Geichung:

Amplitude nach links = —xg + €,
Amplitude nach rechts = +xg + €.
Was das genau bedeutet ist in der Zeichnung dargestellt (die im Gbrigen klarmacht, dal3 die Beschreibung mit einer
Kurve dritter Ordnung einer leicht gekippten Parabel entspricht).
’ Einsetzen in die Gleichung dritten Grades und ausmultiplizieren gibt eine Bestimmungsgleichung dritten Grades fir €;
und § ist nattrlich genau die Abweichung von der Gleichgewichtsposition:

E=1r1 —1r0 = €therm ' 10

Damit hatte man das Problem innerhalb der mathematischen Naherung mit einer Taylor Entwicklung exakt geldst -
aber noch nichts gewonnen; wir haben immer noch eine Gleichung dritten Grades. Wir kénnen jetzt aber
berticksichtigen, daR die thermische Ausdehnung generell ein kleiner Effekt ist, und das heif3t, daB sowohl € klein
ist gegeniiber xg, als auch daf3 |U"| klein ist gegenuber |U"|.

Wir machen jetzt eine physikalische Naherung und vernachlassigen einfach alle mindest "quadratisch kleinen"
Terme, also alle €2, €3 und - wir sind radikal - alle Produkte zwischen € und U

’ Damit bekommen wir (aus schreibtechnischen Griinden wieder mit den Ableitungen ausgedriickt)

(3/2) kT (1/2) -Ug" - (xo + €)2 + 1/6Ug™" - (xo + )3

(1/2) - Ug" - {x0%+ 2 -xp - €} + 1/6Up"" - {x03}

Setzen wir den Wert fir xg2 ein, heben sich die beiden ersten Terme auf; ein xg kiirzt sich heraus, und es bleibt

3KT - Up™"
0 = E-Ug" +
6U"

Damit ergibt sich fur €:

KT - Up"

2(U")?

’ Wir brauchen nur noch die Werte fiir die Ableitungen von oben einsetzen, uns daran erinnern, dal fir den thermischen
Ausdehnungskoeffizient o gilt:
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€therm g
X = =
T ro-T
Damit erhalten wir die Endformel
KT - Up™ {~Uo-[n-m-(n+m+3)rg3} - kT
X =— = —
2UM2.rp- T 2ro- T-{Ug - (n - m/rg2)}2
’ Das meiste kirzt sich heraus; was bleibt ist sehr einfach
(n +m + 3)k
o=
2:-n-m-Ug

’ Kleinere Erschopfungszustande an dieser Stelle sind normal - immerhin zeigt sich, dal3 all die Zeit, die man im
Gymnasium mit Bruchrechnen, Gleichungen |6sen und Polynome ableiten verbracht hat, zu etwas gut war. Aber wir

sind noch nicht fertig.

Wir sehen, dal3 « umgekehrt proportional zur Bindungsenergie Ug ist. Wir wissen aber, dal3 der Schmelzpunkt Tm,
ungeféhr proportional zu Ug ist - in der einfachsten Naherung, die wir fir die Faustformel des E-Moduls verwendet

haben, setzten wir Ug = kTm.

Eingesetzt in die Formel fur & ergibt sich dann ein direkter Zusammenhang zwischen dem Schmelzpunkt und dem
thermischen Ausdehnungskoeffizienten:

n+m+3

= const. -

2-n-m-Tm

Tm

’ Das ist eine Beziehung, die man leicht Giberpriifen kann. Die Graphik (aus dem "Hornbogen") zeigt das Ergebnis
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Fur praktisch alle Metalle ergibt sich eine hervorragende Ubereinstimmung - die Werte liegen fast alle sehr gut auf
der erwarteten Hyperbel, bei einem Schmelzpunktintervall von mehr als 3 000 K!
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2.4.3 Maximale Bruchspannung
Definition

Dieser Modul ist in Englisch, da er auch in anderen Hyperskripten gebraucht wird.
Some variables are not written in italics for ease of writing

’ Lets see what happens if we pull a crystal apart by applying sufficient force (this is always possible, remember the first
law of material science :-)
The force needed to move an atom off the equilibrium position at rg in the potential U(r) is given by dU/dr (the
negative sign used in the definition of a potential is always the restoring force, i.e. the force that drives a particle in
the direction towards the potential minimum).

A schematic drawing of a typical potential well together with dU/dr is shown below.

-aUr)dr

Uir)

’ We notice several features:

1. At the potential minimum at rg , the force must be zero.

2. If the force curve is rather linear in going through rg, the potential around rg is rather quadratic, we have a small
thermal expansion and the vibration will be a harmonic oscillation.

3. The force goes through a maximum at r = r¢. This means that dF/dr |t = 0 and thus d2U/dr 2 | = 0. rf thus is
the position of the inflection point of the potential curve.

’ What does the force maximum mean? Simple:

Moving the atom to the point rf needs the ultimate amount of force that we need in order to tear the atoms apart. If
we want to move it even further away from its equilibrium position, the force needed after reaching rf can decrease
again.

So if we can apply the force Fs = F(rf), we will fracture the crystal for sure. Ff thus defines the ultimate fracture
strength of the material.

’ Easy, but a bit misleading!

If you pull at a given material with some external force Fext, you apply some mechanical stress and this translates
into a defined force per bond.
Now you double the external force. Does the force per bond double, too? Of course you are tempted to say, but that
is not always true.

’ Materials that can undergo plastic deformation (all metals and many others) have a tricky mechanism which allows

them to reduce the internal stress by "yielding", by deforming plastically.

The strain going with any stress then can be much larger than what we are going to calculate. You simply never
built up enough internal stress to break the material, it first gets longer and longer (and thinner) before it eventually
falls apart.
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Calculation

F The calculation of Fy is straight forward.
We have Ff = dU/dr |rf and d2U/dr2 = 0.

So first we calculate ri. We already have the second derivative from sub chapter 2.4.2, it was

d2u —-n(n +1) m(m +1)
_:U”:—.A.r_n +—.B.r'm
dr 2 r2 r2

Substituting A and B by rg and Ug (taken from the solution to exercise 2.4-1) yields

m
A:Uo-ron E—
m-—n
n
B = Up-ro™
n-m
In total we obtain
d2u -n(n+1)-rf ™ m-Ug-rg" m-m-+1)-rg~M n-Ug-rgM
— rf=0= . +
dr 2 rf2 m-—n rf2 n—m

’ That looks worse than it is. The denominators, the mn products, and theUg disappear after some juggling, we have

[(+1) ro" v =M [+ 1) 1™ M = 0

which finally gives us

n+1 \1/(n-m)

rF = ro
m+1

’ A not too involved formula, but not overly helpful either - we have a strong dependence on the somewhat fishy
parameters n and m. Lets see what we can deduce.

Lets look at an ionic bond where we have n =1 and m = 8...12. This gives
r = ro(2/9 ... 2/13)~ 1/7...-1/11 = (1 306...1,185)r,
or a maximum strain until fracture of
€f = (rf - ro)/ro = (rf /ro — 1) = (0,306...0,185)
or an ultimate fracture strain of 18% - 30%.
’ Calculating the force needed for ultimate fracture now is possible, but not extremely useful. For a first approximation we
can just calculate the ultimate fracture stress ot by using Youngs modulus E via of = E - €f.
In chapter 2.4.1 we obtained E = n - m -Ug /rg3, and that gives us

n-m- U n+1 \1/(n-m)

-1
3

ro m+1

That looks like a complicated formula, but all it says is that the ultimate fracture stress is in the order of 10% ... 30
% of Youngs modulus itself. We will encounter this statement later again, but from a quite different consideration.
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’ The calculation of Youngs modulus and the thermal expansion coefficient were quite satisfactory in comparison to
actual values. How good is estimate of the ultimate fracture strength based on bonding potentials?

Not very good, as it turns out. In fact, observed fracture toughness is often quite smaller (like two orders of
magnitude) and often materials start to deform heavily, albeit plastically, but leading to eventual fracture, at much
lower stress levels, but much larger strain.

The reason for that is that we did not take into account defects in the crystal lattice. In contrast to Youngs modulus,
the melting point, and the thermal expansion coefficient: Fracture toughness is a defect sensitive property.

We must therefore give some thought to crystal lattice defects soon.
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2.4.4 Schwingungsfrequenz der Atome in Kristallen

’ Note: Youngs Modulus (= Elastizitatsmodul) is abbreviated with an "E" in this text; not with a "Y" as is customary in the
English literature.

’ We have already employed the picture of an atom or particle oscillating (or vibrating) in its potential well. Now we shall
compute the vibration frequency w = 21v from the binding potential.

As long as the potential increases quadratically with the distance from the equilibrium position rq, the restoring
force will be proportional to the deviation x = r - ro from ro; and we have a simple harmonic oscillator.

The harmonic approximation is good enough for getting an order of magnitude estimate of the vibration frequency;
i.e. we simply replace the proper potential by its Taylor expansion around rq and stop after the quadratic term. We
already did that; we had

U = Ug+ 1/2Ug" - x2
and
U'(ro) = Uo- (nmirg?)

’ The basic equation for oscillations in this potential that we have to solve is

d2x
Mg - - + ks'X =0
dt?

with mg = mass of the vibrating particle (we use the symbol m 5 instead of m to avoid confusion with the exponent
m in the potential equation). In this formulation we also used a "spring constant” kg in order to be able to compare
the solutions with standard formulations of classical mechanics.

The resonance frequency w of the system is known from standard mechanics; it is

ks )1/2
w=|—
Ma

(Try it; all you have to do is to see of the solution x = xpcos wt is a solution for the differential equation above).

While for a real oscillator there will always be some friction (or better energy dispersion); i.e. a term ks - dx/dt, we
do not have to worry about that because friction does not change the resonance frequency. If you want to know
more about this, use the link.

’ We know the or restoring force Fres Of our system, it is simply

du
Fres: - - = —UOH 'X:UO'(nm/roz)'X
dx

The spring constant thus is simply ks = Ug - (nm/rg?), and the resonance frequency is

Uo - (nm/rg?) Ys 1 Up-n-m 1
w = -_— = — -_—
Ma ro Ma

’ While this is good enough, we remember that we had the second derivative of the potential at some other occasion:
When we found a formula for Youngs modulus E.

What we had was
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1 d2u n-m-Ug

E= —.-— =
ro dr2 ro3
It is easy enough to use E instead of the spring constant, we have
n-m
ks = Ug = E-rg
ro2
Which gives
E-ro \1/2
w =
Ma

’ The vibration frequency of an atom in a lattice thus will be determined - approximately - by the easily obtainable
guantities Youngs modulus, lattice constant and mass of the atom. Lets see what we get for some examples

Lets take Silicon. We have

E =150 GPa=1,5 - 1011 N/m?

w=28,4 1013 Hz

ma=31-1,67 1027 kg >
v =1,34- 1013 Hz

r0=0,31nm=3,1-1010m

That is very satisfactory because it gives us the common result, always just claimed without justification, that the
vibration frequency of atoms in a lattice is in the order of 1013 Hz.
That the vibration frequency of atoms in a solid is in the order of v ~ 1013 Hz is a number we will commit to memory
now, and which we will never forget!
’ Is a frequency of 1013 Hz large or small? Dumb question, you always have to add "In relation to what"?

In electrical engineering, the highest frequencies "commonly" employed are in the (1 - 100) GHz = 109 Hz - 1011 Hz
"Microwave" range. However, there is a lot of excitement about novel devices in the "Terahertz" (= THz = 1012 Hz)

region. Our atoms, however, vibrate still faster - but not much.

What is the frequency of visible light? Easy. We know its energy E = hv, and we must know that the energy of
visible light is in the 1 eV region. It's actually a bit higher, 1 eV is still infrared, but it is good enough for our purpose.
With h = 4.13 - 1015 eV-s (look it up!), we get Viight ~ 2 - 1014 Hz. So our atoms are a bit slower, but 1013 Hz is a

rather large frequency, indeed.
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2.4.5 Merkpunkte zu Kapitel 2.4: Ableitung von Materialparametern aus den Bindungspotentialen

’ Aus den Bindungspotentialen folgen direkt die

defekt- oder strukturunempfindlichen Eigenschaften n-m 80 - kT
der Materialien: E = ~
Der Elastizitatsmodul E = g/€ als eine Art ro®- Uo Q
"Federkonstante” der Bindung (o = mech.
Spannung = Kraft / Flache; € = Dehnung = (n +m + 3)k const.

relative Langenanderung). Q ist das

Atomvolumen.
2-n-m- U Tm
Der thermische Ausdehnungskoeffizient x als

Maf" fur die Assymetrie des Potentialtopfes. n+1 1(n —m)

Maximale Bruchspannung o oder € = -1 = (15-30)%
anschaulicher max. Bruchdehnung €5 . m+1
Allerdings sind die errechenbare Werte hier
nicht so sinnvoll, das sie nur die absolute
Obergrenze angeben. E-To 172
w = |— ~ 1013 Hz

Schwingungsfrequenz w der Atome um ihre

. . Ma
Gleichgewichtslage.

’ Insbesondere der E-Modul und die
Schwingungsfrequenz sind von grof3er Bedeutung.

Fragebogen
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2.5 Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 2: Vom Atom zum Festkorper

’ Die wesentlichen Punkte, die wir zum Thema "Quantentheorie der Atome" behalten
wollen sind:

Die priméare Grof3e, die den Zustand des Quantensystems beschreibt, ist die
Wellenfunktion . Sie enthalt alles, was man Uber das System wissen kann. Die
Wellenfunktion ist prinzipiell eine komplexe Funktion.

Das Absolutquadrat der Wellenfunktion, @ - *dV ist die Wahrscheinlichkeit dafir,
das (oder die) Teilchen in dem betrachteten (differentiellen) Volumen dV zu finden. .
Integriert Uber den ganzen Raum ergibt sich die Normierungsbedingung v-ypr=1

’ Die Wellenfunktion Y eines Systems errechnet sich aus der (fir unsere Zwecke
ausreichenden zeitunabhéngigen) Schrodingergleichung.

Dabei ist (fir unsere Zwecke), die potentielle Energie U(x,y,z) des Systems als
Funktion der Teilchenpositionen die einzige "Input"grofe.

Die (nebenstehende) Schrédingergleichung missen wir nicht auswendig kdnnen;
sie isti.d.R. nicht leicht zu l6sen.

L2 (029(xy,z) 02p(xy.2) 02W(xy,2)
- + + + (U(X,y,Z) - E ) l])(x,y,Z) =0
2m ox2 oy2 022

’ Exakte Loésungen zum Wasserstoffatom sind
maoglich, sie definieren die Quantenzahlen n, I, Lésungen: Y =yYn 1, m, sXy,2)
m und die zu einem dadurch gegebenen Zustand
gehoérende (konstante) Gesamtenergie E. L )
Zugehorige Energien: E=EnI,m,s
Daruberhinaus muf3 der Spin s der Teilchen
bertcksichtigt werden. Daz Pauli Prinzip Hauptquantenzahl n =123
postuliert, daB Teilchen mit halbzahligem Nebenquantenzahl | =0123,..,n-1
Spin (s = £1/2; £3/2, ...) nicht in allen Magnetische Quantenzahl m = [,1-1,..0,.., -1
Quantenzahlen lbereinstimmen drfen. Spinquantenzahl s = +1/2 oder — 1/2
’ Die Ubertragung auf beliebige Atome fiihrt zu
einem Termschema mit Besetzungssystematik. — 1 7 Ee
Dabei zeigt sich, daR gefiillte Schalen N | o
besonders stabil sind, es liegen Edelgase vor. ! v BYE g
+142
2 B
Das Bestreben nach gefiillten Schalen regelt '?‘1 s | :fz Be
die "Chemie". Es kann quantifiziert werden E 105 17 ]}“;e
durch die Materialparameter T 5 e B
"lonisationsenergie" und ‘ “ H ! ‘ ‘ ™ H S ‘
"Elektronenaffinitat".

’ Man kann vier Bindungstypen unterscheiden:
lonische, kovalente, Metall- und
Sekundarbindungen.
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’ Die anziehenden Krafte der lonenbindung sind rein

elektrostatisch. Das zugehdorige Potential ist das
Coulomb Potential; wir haben

In einem Kristall muf3 aber die
Wechselwirkung mit allen anderen lonen
beriicksichtigt werden, die abwechselnd
anziehend oder abstol3end ist. Dies aul3ert
sich in einer um die Madelung Konstante
modifierten potentiellen Energie der
elektrostatischen Interaktion.

Die abstof3enden Kréafte sind
guantenmechanisch und nur ndherungsweise
durch das nebenstehende Potential
Uanziehend = B/r™M beschreibbar. lonische
Bndungen sind damit ungerichtet.

Damit ergibt sich ein Gesamtpotential fur die
ionische Bindung im Kristall mit der Form

’ Kovalente Bindungen entstehen durch Uberlapp

teilbesetzter Orbitale. Sie sind damit im Falle von
p, |, ... Orbitalen gerichtet.

Das Bindungspotential (in Bindungsrichtung )
ist durch Lésungen der S.-Gleichung gegeben
und wird i.a. mit 4 freien Parametern
dargestellt:

Wichtig sind ggf. Hybridorbitale, insbesondere
bei den Gruppe IV Elementen (C, Si, Ge, ...)
das sp3 Hybridorbital mit Tetraedersymmetrie.

’ Die Metallbindung besteht aus einem

"Elektronensee" freier Elektronen, die die positiv
geladenen Atomriimpfe zusammenhalten.

Das Bindungspotential hat 4 freie Parameter
wie bei der kovalenten Bindung. Die Bindung
ist naturlich ungerichtet.

Sekundare Bindungen sind relativ schwach (und
ermoglichen damit "das Leben" bei
Raumtemperatur). Wichtig sind Dipol-Dipol
Bindungen (van der Waals Bindungen) und die
Wasserstoffbriickenbindung.

Die allgemeine Bindung ist mdglicherweise eine
Mischung aus verschiedenen Bindungstypen - und
damit moglicherweise ein bil3chen
richtungsabhangig, etc.

MaWwi 1 Skript -

qi1-9Q2
Uanz(Molekul) = —
ATm- € r
dq1-92
Uanz(Kristall) = —x- ——
4mM- €01
B
Uabs(Molekil/Kristall) = —
r m
B di- 92
Ugesamt(Kristall) = — - o —
rm AT - €9 -1
B A
Ukovalent = — — —
rm rn

Zwei der 4 freien Parameter konnen durch
Bindungsabstand und Bindungsenergie
substituiert werden
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’ Ein Potential - Koordinate - Bild jeder Bindung hat
ein Mimimum genannt "Topf". Mit solchen
"Potentialtopfen” kann man sich viele wichtige
Grol3en sehr leicht veranschaulichen. Sie zeigen
unmittelbar oder ein bil3chen "versteckt":

atiryar

Lir)

Die Bindungsenergie Up. \ A r

/.--'/_. —

.
Den Bindungsabstand oder Y, o
Gleichgewichtsabstandry. \ / Toflection point

e

Die auf einen Bindungspartner wirkende Kraft F

im Abstand r Gber F = —dU/dr (d.h. durch die
Steigung).

Die maximal notwendige Kraft zum Lésen der
Bindung durch dF/dr = O; d.h die Steigung am

Wendepunkt.
’ AuRerdem kann man die Schwingungen der .
Teilchen anschaulich darstellen sowie die damit l “nin rf T Abstand r
verbundene Gesamtenergie. ] Enersienivean >

Wlazx kin Energle
=max. pot. Energle

’ Das Konzept ist auch auf die Elektronen im Atom
Ubertragbar.

Damit lassen sich sofort die Bindungstypen
darstellen; fir Festkdrper wird die Aufspaltung
von Einzelniveaus in Bander zwingend.

’ Aus den Bindungspotentialen folgen direkt die

defekt- oder strukturunempfindlichen Eigenschaften n-m 80 - kT
der Materialien: E = — ~
Der Elastizitatsmodul E = o/€ als eine Art ro® - Uo Q
"Federkonstante" der Bindung (o = mech.
Spannung = Kraft / Flache; € = Dehnung = (n +m +3)k const.

relative Langenanderung). Q ist das
Atomvolumen.

2-n-m-Ug Tm
Der thermische Ausdehnungskoeffizient x als

MaR" fur die Assymetrie des Potentialtopfes. —t 1/(n —m)

Maximale Bruchspannung oy oder € = -1 =~ (15-30)%
anschaulicher max. Bruchdehnung €5 . m+1
Allerdings sind die errechenbare Werte hier
nicht so sinnvoll, das sie nur die absolute
Obergrenze angeben. E-To 1/2
w = |— ~ 1013 Hz

Schwingungsfrequenz w der Atome um ihre
Gleichgewichtslage.

’ Insbesondere der E-Modul und die
Schwingungsfrequenz sind von grof3er Bedeutung.

Fragebogen
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3. Perfekte Kristalle

3.1 Was sind Kristalle?

3.1.1 Allgemeines zu Kristallen und amorphen Festkdrpern

3.1.2 Kristall = Gitter + Basis

3.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 3.1: Was sind Kristalle?

3.2. Richtungen und Ebenen im Gitter

3.2.1 Definitionen und Anwendungen

3.2.2 Merkpunkte zu Kapitel 3.2: Richtungen und Ebenen im Gitter

3.3 Wichtige Gitter und Kristalle

3.3.1 Die wichtigsten Gitter der Elementkristalle

3.3.2 Bravaisqitter und dichteste Kugelpackung

3.3.3 Weitere wichtige Kristalltypen

3.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 3.3: Wichtige Gitter und Kristalle

3.4 Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 3: Perfekte Kristalle
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3. Perfekte Kristalle
3.1 Was sind Kristalle?

3.1.1 Allgemeines zu Kristallen und amorphen Festkdrpern

’ Ein fester Korper besteht aus unbeweglichen (auRer Vibrationen), fest miteinander verbundenen Atomen - sonst hatten
wir eine Flussigkeit oder ein Gas.

) Im einfachsten Fall nur einer Atomsorte kbnnen wir uns den Festkérper - z.B. die elementaren Metalle, oder einen
Diamanten - als Anordnung von Kugeln vorstellen, die sich beriihren missen, d.h. gegenseitige Bindungen
aufweisen.

. Damit gibt es nur zwei Mdglichkeiten einer raumfillenden Anordnung:

Eine streng regelméaRige Struktur
= kristalliner Aufbau,
wie hier schematisch und zweidimensional gezeigt

Eine regellose Struktur
=amorpher Aufbau

’ Die amorphe Struktur zeigt deutlich weniger Raumerfiillung - die Zahl der Atome pro cm?2 ist geringer als in der
kristallinen Struktur, im Kristall. Dies gilt auch im Dreidimensionalen. Die gréRte Dichte von Kugeln pro cm3; die
sogenannte dichteste Kugelpackung, ist nur im kristallinen Zustand erreichbar.

{0 Dieses Theorem ist gar nicht so einfach streng mathematisch zu beweisen; es leuchtet jedoch sofort ein, wenn man
selbst Bilder wie das oben gezeigte malt.

. Nur im kristallinem Aufbau sind maximale Bindungsstarken und damit maximale Absenkungen der Gesamtenergie
moglich, denn nur dann beriihren sich méglichst viele Kugeln im Bindungsabstand rg. Das Bild des amorphen
Zustands ist nur zeichenbar, wenn man immer wieder den Abstand zwischen zwei Kugeln gréf3er als rg zeichnet,
d.h. die Kugeln sich nicht berlhren laft.

’ Das Prinzip der Minimierung der Gesamtenergie sagt uns damit unzweideutig, daf? zumindest alle Elemente mit
Uberwiegend ungerichteter Metallbindung als Kristalle vorliegen sollten.

. Fur die lonenbindung muR dies ebenso gelten, wir erhalten lonenkristalle zumindest fiir nur zwei Atomsorten.
. Bei kovalenten Bindungen ist Vorsicht geboten; da hier auch ein- und zweidimensionale Bindungstypen vorliegen
kénnen und damit Aussagen Uber dreidimensionale Anordnungen nicht ohne weiteres méglich sind.

’ Diese grundsatzlichen Uberlegungen gelten auch dann noch, wenn wir statt Kugeln (= Atome) etwas komplexere
Baublécke nehmen, z.B. einfache Molekiile.

. Bergkristall, also kristallines SiO2, kommt beispielsweise kristallin oder amorph vor. In der vereinfachten
zweidimensionalen Darstellung sieht das etwa so aus:
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’ Die kristalline Struktur hat deutlich erkennbar die héhere Packungsdichte. Das ist damit auch die beste Struktur fir die
perfekte Substanz, den vollstandig perfekten und reinen Bergkristall.

Der amorphe Quarz bietet aber weiteren Fremdatomen, z.B. Na, K, Ca, B, ..., viel Platz in den grof3en
Zwischenraumen der amorphen Struktur. Fur reale und i.d.R. "dreckige" Materialien mag dies ein Vorteil sein.
Baut man Na oder andere Verunreinigungsatome in nennenswerten Mengen in SiO2 ein, erhalt man amorphes
Fensterglas, ein sehr nitzliches Material.

’ Wenn wir und jetzt mal vom Hyperscript I6sen und die real existierende Welt anschauen, dann mussen wir aus den
bisher gesagten zwingend folgende Schlisse ziehen:

Alle halbwegs homogene Materialien sollten einen kristallinen Aufbau haben. Insbesondere alle Metalle, alle
einfachen Keramiken, aber auch etwas komplizierteren Mineralien ("Steine").

Sehr "dreckiges" Zeug, wie das oben besprochene Fensterglas, oder sehr unordentliche-inhomogene Materialien wir
z.B. Sie oder schlicht ein Grof3teil der "Biologie”, wird eher nichtkristallin vorkommen.

’ Das mag fur Diese oder Jenen verbluffend sein - mit Kristallen assoziiert man ja haufig doch
eher das nebenstehende Gebilde, das mit seinen unzéhligen Artgenossen in jedem
Flughafenladen dieser Welt (und auch sonst Uiberall wo der Mensch seinen Kitsch erwirbt)
unter dem Schlagwort "Kristall" zu finden ist.

Ironischerweise ist das nun gerade kein Kristall, sondern schlichtes amorphes Glas.
Das ist aber kein Vorwurf an die Fa. Swarovski, denn sie tlbernahm ja nur die British

Upper Class Tradition, die unter "Crystal" oder "Crystalware" ihre edlen Wein- und
sonstige Glaser aus Blei"kristall" bezeichnet.

Und wie man sieht, heif3t auch auf Deutsch amorphes Glas gelegentlich Kristall.

’ Mein lieber Schwan! Aber was assoziiert man (und frau) denn sonst noch mit "Kristallen"?
Was jedermann (und speziell jederfrau) mit Sicherheit sonst noch einféllt sind die Edelsteine und die "Kristalle" der
Mineraliensammlungen.

Das ist auch weitgehend in Ordnung. Die meisten Edelsteine und Mineralien sind Kristalle, fiir die Ausnahmen siehe
den Link.

’ Was aber fast niemand einfallt, ist ein Stuick Eisen, die Fliese an der Wand, oder Kupferleitung in der Wand.
’ So langsam kommt die Erleuchtung: Man assoziiert hier jedesmal sichtbar grof3e ("geschliffene™) geometrische Formen,
und das sind im Zweifel Einkristalle.

Oder aber kinstliche geschliffene amorphe Glaser. Fir sich allein genommen ist eine geometrische auf3ere Form
eines Materials kein verlaRliches Indiz fiir einen (Ein)kristall; genausowenig wie eine beliebige Form amorphe
Struktur signalisiert.

’ Wie kann man Kristalle formal beschreiben? Was heif3t "regelmafRiger Aufbau" in der Sprache der Mathematik? Dazu
schauen wir die beiden obigen Prinzipbilder noch einmal genauer an.

Kristall Amorph

Schematische Darstellung Schematische Darstellung
Aus der bekannten Position einiger Atome Aus der bekannten Position einiger
l&Rt sich die Position aller anderen Atome  Atome a3t sich die Position aller anderen
berechnen Atome nicht berechnen
Entlang eines Vektors r, der durch die Entlang eines beliebigen Vektors lassen
Zentren zweier beliebiger Atome fihrt, sich die Wahrscheinlichkeiten, bei einer
lassen sich die Wahrscheinlichkeiten, bei beliebigen Position ein Atom zu finden,
einer beliebigen Position ein Atom zu durch eine radiale Verteilungsfunktion
finden, durch & - Funktionen angeben angeben, die bei kleinen Abstanden vom

Ursprung Maxima bei n - rg hat und bei
gréReren Abstanden vom Ursprung
konstant wird
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Es existiert eine Nah- und Fernordnung

Es existiert eine Translationssymmetrie
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1

[
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-
Ll §

Es existiert nur eine beschrankte
Nahordnung

Es existiert keine Translationssymmetrie

’ Das ist naturlich die ideale Welt (wir sind hier im Kapitel "Perfekte" Kristalle). In der realen Welt wird die radiale

Verteilungsfunktion gemessen, und was sich ergibt kann irgendetwas zwischen ideal kristallin und ideal amorph sein.

Der Link zeigt ein Beispiel dazu aus ganz aktueller (Nov. 2001) Forschung.

’ Das Schlusselwort ist Symmetrie. Es bedeutet, dal? sich Eigenschaften eines Systems unter bestimmten Operationen
nicht &ndern. Fir den kristallinen Aufbau, soweit wir ihn bereits kennen, herrscht offensichtlich Translationssymmetrie.

Translationsymmetrie heil3t: Ein Kristall "andert" sich nicht, wenn alle Atome um bestimmte Werte xg, Yo, 2o
verschoben wird. In anderen Worten, es ist egal wo wir den Ursprung eines Koordinatensystems hinlegen, solange
er an einem "Symmetriepunkt” sitzt. "Egal” heil3t dabei, dafd man in keiner Eigenschaft einen Unterschied "sieht",
unabhangig davon in welchem der mdgliche Urspriinge man sitzt. (Wir behandeln hier naturlich den mathematischen
Idealfall des unendlich ausgedehnten Kristalls ohne Oberflachen).

Ein Kristall &ndert sich méglicherweise auch nicht - fir unsere zweidimensionale Kristalle ist das sofort
nachvollziehbar - wenn man ihn um bestimmte Winkel dreht, an bestimmten Ebenen spiegelt oder relativ zu einem
gegebenen Punkt invertiert (d.h. alle Vektoren r vom Aufpunkt aus zu einem Atom durch — r ersetzt).

Wir erwarten damit noch weitere Symmetrien: Rotationssymmetrie, Spiegelsymmetrie, Inversionssymmetrie.

’ Damit sind Kristallstrukturen mathematisch erfal3bar. Das Vorgehen dabei ist wie folgt:

Zuerst betrachten wir eine rein mathematische Konstruktion: Das Punktgitter oder kurz Gitter. In ihm sind
mathematische Punkte so angeordnet, dal3 sie zumindest eine Translationssymmetrie besitzen. Das Punktgitter ist
ein mathematisches Objekt und damit kein Kristall; denn ein Kristall ist ein physikalisches Objekt, er bedarf der
Atome!

Vom Punktgitter zum Kristall kommt man, indem jedem Punkt des Punktgitters ein Baustein des Kristall
zugeordnet wird, die sogenannte Basis. Das kann ein einziges Atom sein, aber auch Verbande oder Molekiile von
hunderten von Atomen.

’ Damit folgt eine sehr wichtige Definition:

Kristall = Gitter + Basis

’ Diese Definition ist einerseits eine Trivialitat, anderseits wird sie immer wieder gerne vergessen. Wenn man z.B. danach

fragt, wieviel Atome pro cm?2 auf einer Kristallebene sitzen (was eine Kristallebene ist werden wir gleich sehen), und
dabei Atome mit den Punkten des Punktgitters verwechselt, kann das Ergebnis sehr falsch sein!

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 3.1.1
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3.1.2 Kristall = Gitter + Basis

Allgemeine Bemerkungen

’ Kristallstrukturen sind mathematisch erfal3bar. Das Vorgehen dabei ist wie folgt:

Zuerst betrachten wir eine rein mathematische Konstruktion: Das Punktgitter. In ihm sind mathematische Punkte
so angeordnet, dal3 sie eine Translationssymmetrie besitzen. Das Punktgitter ist kein Kristall; denn ein Kristall ist
ein physikalisches Objekt, er bedarf der Atome!

Vom Punktgitter zum Kristall kommt man, indem jedem Punkt des Punktgitters ein Baustein des Kristall
zugeordnet wird, die sogenannte Basis. Das kann ein einziges Atom sein, aber auch Verbande oder Molekile von
hunderten von Atomen.

’ Das war eine wortliche Wiederholung des vorhergehenden Unterkapitels. Denn erfahrungsgeman fallt es schwer, die
Begriffe "(Punkt)gitter" und "Kristall" auseinanderzuhalten; sie werden leider auch im Sprachgebrauch und in der
Literatur oft (falschlich) synomym verwendet.

Bevor die formale Beschreibung néher erlautert wird, schauen wir ein einfaches Beispiel an, das verdeutlicht was
beachtet werden muf3.

Kristall = Gitter + Basis

2

1
+
@

oder

1
.
L ]
.

Die Gitterpunkte sind hier wie in den folgenden Darstellungen als kleine Kreise
dargestellt,
die zur besseren Visualisierung teilweise durch durch Gitterlinien verbundenen sind.

’ Die Versuchung den zweiten Kristall zu erzeugen, indem man auf das engmaschige Gitter der obigen Reihe
abwechselnd blaue und rote Kugeln legt ist grof3 - und das ist falsch, denn wir hatten dann die falsche Gitterkonstante
zum richtigen Kristall!

Wir haben aber zwei verschiedene Gitter; sie unterscheiden sich in ihren Gitterkonstanten, den Abstanden
zwischen den Gitterpunkten.

Das zweite Beispiel zeigt auch schon, dal3 in der Kristallographie manchmal Situationen vorliegen, die nicht
eindeutig sind - die Basis des Kristalls kann auf mehrere Weisen gewahlt werden. Befestigt man sie aber in immer
gleicher Weise an den Gitterpunkten, entsteht jedesmal derselbe Kristall.

Als Faustregel merken wir uns: Kompliziert aussehende Kristalle haben in der Regel eine komplizierte Basis - das
Gitter kann ganz einfach sein. Der Link illustriert dies recht drastisch.

’ Dazu eine kleine Ubungsaufgabe:

Ubung 3.1-1

Identifikation von Gitter und Basis
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Mathematische Beschreibung des Gitters

’ Jedes dreidimensionale Gitter ist eine Folge von Parallelepipeden , das durch drei elementare Translationsvektoren a1, a
2, a3 gegeben wird. Man nennt dies Vektoren oft auch die Basisvektoren des Gitter; das Wort "Basis" hat in diesem
Zusammenhang jedoch nichts mit der Basis, d.h. dem Arrangement der Atome wir oben eingefiihrt, zu tun

Es ist wichtig zu beachten, daf3 zwischen den drei Basisvektoren aj beliebige Winkel
2 «, B, Yy vorliegen kénnen.

a

Jeder Gitterpunkt eines mathematischen Gitters ist damit durch einen Vektor T erreichbar, der gegeben ist durch

I =u-aj+v-az+w-a3

Wobei die u, v, w ganze Zahlen sind, z.B. (u, v, w) = (0, 17, -352)
Der VektorT heil3t Translationsvektor oder auch Gittervektor des Gitters.
Die Basisvektoren a1, a2 , az sind per Definitionem auch Translationsvektoren des betrachteten Gitters; das von
ihnen aufgespannte Parallelepiped heil3t Einheitszelle oder Elementarzelle des Gitters, abgekirzt EZ.

’ Mit einer geeignet gewahlten EZ kann damit ganz offenbar jeder beliebige Gittertyp beschrieben werden.
Die Umkehrung dieses Satzes gilt aber nicht: Ein gegebenes Gitter kann immer mit mehr als einer EZ beschrieben
werden. Ein-und-dasselbe Gitter kann durch verschiedene EZ generiert werden.Wir machen uns das an dem

zweidimensionalen Gitter mit der folgenden Graphik klar. Zur Abwechslung ist das Gitter mal mit kleine blauen
Kreisen statt mit (schwer erkennbaren) Punkten dargestellt.

w w w

@ ]

@

i

’ Die 4 eingezeichneten Einheitszellen mit ihren jeweiligen Basisvektoren spannen alle dasselbe Gitter auf.

’ Im Dreidimensionalen ist das nicht anders, nur schwerer darzustellen. Im folgenden Beispiel sind vier Einheitszellen
eingezeichnet; weitere Einheitszellen waren maoglich.

’ Wir brauchen ein Kriterium, um eine definierte Einheitszelle wahlen zu kénnen. Wir machen es uns einfach und
definieren:

Die Einheitszelle mit dem kleinsten Volumen heif3t primitive Einheitszelle

Wobei das Volumen V einer Einheitszelle durch das Spatprodukt der Basisvektoren gegeben ist:

V = ai-(agxag)

Wie man fiir ein gegebenes Gitter die kleinste Einheitszelle findet, und ob es moglicherweise mehrere mit
demselben kleinsten Volumen gibt, soll uns nicht weiter interessieren, denn letztlich haben die mathematischen
Einheitszellen keine allzugrof3e Bedeutung wie wir gleich sehen werden.
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’ Eigentlich sind wir fertig. Wir haben eine Methodik um alle denkbaren Gitter zu generieren. Aber so wie es sinnvoll war,
die grof3e Klasse der Tiere noch weiter zu unterteilen, ist es auch sinnvoll die Menge aller méglichen Gitter in Gruppen
zu unterteilen.

’ Dabei bietet es sich an, die einem Gitter innewohnende Symmetrie als Kriterium zu nehmen. Wir unterscheiden die
Symmetrieoperationen.

Translation um einen beliebigen Gittervektor. Dies laf3t per Definitionem das Gitter unverandert, d.h. Uberfuhrt das
Ausgangsgitter bei Anwendung der Symmetrieoperation in sich selbst. Alle Gitter haben Translationssymmetrie.

Spiegelungen an Ebenen (die durch 2 Translationsvektoren aufgespannt wird). Nicht alle Gitter sind
spiegelsymmetrsich.

Inversionen bzgl. eines Gitterpunktes, d.h. der Ersatz aller R die vom Gitterpunkt ausgehen durch — R
Rotation mit einem Gittervektor als Drehachse. Erlaubt sind 2-, 3-,4- und 6 - zéhlige Drehachsen, d.h. Drehungen

um 3600, 1809, 1209, 900 und 60° und natiirlich die ganzzahligen Vielfachen. Alle Gitter haben mindesten eine
Rotationssymmetrie.

Es gibt keine 5- oder 7- z&hlige Drehachsen fiir Gitter, wohl aber fiir die Basis (Vergleiche Ubungsaufgabe 3-1)!

’ Drehungen wurden absichtlich an das Ende der Aufzéhlung gestellt, denn hier muf3 einfach eine der faszinierendsten
Entwicklungen der Materialwissenschaft in den letzten Jahren kurz erwahnt werden: Die Quasikristalle.

’ In jedem Textbuch der Kristallographie oder Festkérperphysik, das etwas naher auf die Symmetrien in Kristallen
eingeht, wird prominent hervorgehoben, dal3 es zwar 1-, 2-, 3-, 4- und 6-zéhlige Drehachsen gibt, aber keine 5-zéhligen,
da es unmdoglich ist die Ebene mit gleichseitigen Funfecken vollstandig zu bedecken.

Das ist nach wie vor richtig. Richtig ist es aber auch, dal3 1984 ein Material gefunden wurde, das sich in vielen
Experimenten wie ein Kristall mit einer 5-zahligen Sysmmetrie benahm. Da es ein echter Kristall nicht sein kann,
wurde die Bezeichnung Quasikristall gewahilt.

Quasikristalle haben nicht nur ungewdhnliche Eigenschaften, sondern sind auch als mathematische Objekte
hochinteressant. Beispielsweise kann ein (realer und anfal3barer) Quasikristall aus der Projektion eines
(mathematischen) 6-dimensionalen Gitters auf einen geeignet gewahlten normalen dreidimensionalen Raum
gewonnen werden - mit unmittelbaren Konsequenzen auf die realen Quasikristalle, z.B. bei der Definition von
Defekten in Quasikristallen!

Mehr dazu im Link "Quasikristalle"”.
’ Sortiert man alle moglichen (und nicht notwendigerweise primitiven) Einheitszellen nach abnehmender Symmetrie, erhalt

man genau 14 Gittertypen, die sogenannten Bravais - Gitter, mit denen alle Gberhaupt vorkommenden Féalle abgedeckt
werden kdnnen.

Warum gerade 14 Bravaisgitter existieren, und warum es gerade die sind, die in der untenstehenden Tabelle gezeigt
werden, ist nur aus nicht ganz trivialen Betrachtungen der Gruppentheorie erschlieBbar; wir werden das hier aber
nicht weiter begrinden.

Die 14 Bravaisgitter lassen sich wiederum in 7 Kristallsysteme zusammenfassen (die alle einen Namen haben),
und die sich nur durch die Lange der Basisvektoren und den Winkeln zwischen ihnen unterscheiden.

Achtung! Eigentlich mif3te es Gittersysteme heiRen - wir sind noch beim mathematischen Gitter - aber die
Konvention ist leider anders

Die nachfolgende Tabelle zeigt eine Gesamtschau.

Name des Achsenwinkel Zugehdorige Bravaisgitter
Kristallsystems (gelegentlich sind nur "sichtbare" Gitterpunkte (= blaue Kreise)
Lange der eingezeichnet)

Basisvektoren

Kubisch x=p=y=900
aj=a = a3
=a
= Gitterkonstante

kubisch-primitiv kubisch- kubisch-
raumzentriert flachenzentriert

Tetragonal x=pB=y=900
ajl= az + as
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Hexagonal

ajl= az ¥ ais
Ublich: az =c¢
Hex. Ebene =
Basisebene

Rhomboedrisch
oder
Trigonal
ajl= az = a3

Othorhombisch
a; a2+ as

Monoklin
aj ¥ az ¥ a3

Triklin
ajl a2 ¥ a3z

o =B =900,
vy =1200

x=p =y =900

O(:B:Y:9OO

o« =B =900,
vy # 900

x+ B =y=+900

Tetragonal-primitiv

it

Hexagonal (EZ ist
erganzt um hex.
Symmetrie zu
zeigen)

<

Rhomboedrisch

!

Orthorhombisch-
primitiv

L1

Monoklin-primitiv

7

Triklin

Tetragonal-
raumzentriert
Orthorhombisch-
basisflachenzentriert
Orthorhombisch-
raumzentriert
Orthorhombisch-

flachenzentriert

Monoklin-
basisflachenzentriert
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’ Mir diesen 14 Gittern lassen sich alle Kristalle darstellen, indem man auf jeden Gitterpunkt die Basis aus dem
jeweiligen Atomen setzt.
Die "fehlenden" Gittertypen, z.B. das tetragonal-raumzentrierte Gitter, haben eine Symmetrie, die in einem der 14
Bravaisgittern schon abgedeckt ist.
Der Vorteil der Bravaisgitter ist, daf3 sie die jeweils grof3tmogliche Symmetrie unmittelbar erkennen lassen.

Der Nachteil der Bravaisgitter ist, daf3 sie nicht immer primitive Einheitszellen sind. Das ist aber nur in seltenen
Féallen ein Problem. In der Regel ist das Erkennen der Symmetrien wichtiger und hilfreicher - und wir benutzen von
jetzt an Bravaisgitter!

’ Nehmen wir als Beispiel das kubisch-flachenzentrierte Bravaisgitter, abgekiirzt fcc ( fir das englische "face centered

cubic").

Es ist die Grundlage fur viele der Elementkristalle, die man erhalt, indem auf einen Gitterpunkt des fcc - Gitters als
Basis ein Atom des betreffenden Elementes setzt. Die hohe Symmetrie des kubischen Gitters ist unmittelbar
erkennbar.
Wirde man die zugehérige primitive Einheitszelle wahlen - die natirlich mit derselben Basis denselben Kristall
ergeben muf - séahe das so aus:

(o (o @ @

—0 e o
E—>

Zweidimensionale Darstellung

Dreidimensionale Darstellung

’ Der primitiven EZ des fcc - Gitters sieht man die einfache kubische Symmetrie des Gitters nicht an; sie wird deshalb
kaum verwendet.

’ Es gibt aber noch weitere Moglichkeiten, sich EZ fiir ein gegebenes Gitter zu konstruieren. Spater werden wir noch mit
der sogenannten Wigner - Seitz Elementarzelle zu tun haben, fir alle Zwecke der Materialwissenschaft | genlgt es
aber, die (wichtigsten der) 14 Bravais Gitter zu kennen.

’ Im néchsten Abschnitt werden wir die Bezeichnungsweisen fur Richtungen und Ebenen in einem Gitter kennenlernen.

Vorher machen wir aber noch die Ubungen:

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 3.1.2

MaWi 1 Skript - Page 94


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_3/advanced/t3_1_2.html
http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_3/exercise/c3_1_2.html

3.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 3.1: Was sind Kristalle?

’ Ein Kristall hat eine regelmaRige
(dreidimensionale - periodische) Struktur.

Ein Kristall besteht immer aus
(mathematischem Punkt-) Gitter und

Kristall = Gitter + Basis

(physikalischer) Basis

Das Punktgitter ist vollstandig durch einen

Satz dreier Vektoren aj beschrieben; jedem T=u-a1+Vv-ay+w-as

Gitterpunkt kann ein Translationsvektor T

zugeordnet werden

Die Basis ist i.a. ein Atom oder ein Molekil,
dabei sind der Komplexitat keine Grenzen
gesetzt.

’ Ein Gitter kann noch verschiedene Grade an
Symmetrie aufweisen: Neben der immer
vorhandenenTranslationssymmetrie auch

Rotations-, Spiegel- und Inversionssymmetrien.

Je nach dem "Grad" der Symmetrie kann
man genau 14 verschiedene "Bravais"-Gitter

unterscheiden. kubisch- kubisch-
Drei davon sind besonders wichtig: fcc, bcc, raumzentriert flachenzentriert
und hcp. bcc fcc

’ Die Langen der Basisvektoren der Bravaisgitter

Hexagonal
hex

heiRen die Gitterkonstanten des Gitters.

Fragebogen
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3.2. Richtungen und Ebenen im Gitter
3.2.1 Definitionen und Anwendungen

Mathematische Beschreibung von Richtungen

’ Wir brauchen eine Notation, die uns erlaubt, bestimmte Richtungen und Ebenen in einem beliebigen Gitter eindeutig
anzusprechen, d.h. eine mathematische Formulierungen fir Aussagen wie "entlang der Flachendiagonalen” oder "auf
der Wirfelebene".

Man kénnte mehrere Arten von Rezepten angeben, mit denen man eine Richtung (d.h. einen Vektor) oder eine
Ebene in einem Gitter eindeutig indizieren kann. Es gibt aber ein besonderes System, die sogenannten Miller
Indizes, die zwar vielleicht nicht sofort einleuchten, mit denen man aber (spater) sehr bequem rechnen kann.

Wir betrachten zunachst die Miller Indizierung fir Richtungen:

Definition (und Rezept)

Eine Richtung in einem Gitter wird durch drei ganze Zahlen indiziert, indem

* Der Ursprung der EZ auf die gewlinschte Richtung gelegt wird,

e Ein Vektor in der gewinschten Richtung in kleinstmdglichen ganzzahligen
Komponenten der Basisvektoren ausgedrickt wird

» Auftauchende negative Zahlen durch einen Uberstrich darstellt werden (in html
nicht leicht darstellbar, wir schreiben stattdessen mit dem Minus ("-") oder
Strich ("' ") Zeichen) und

* Das erhaltene Zahlentripel uvw in eckige Klammern [uvw] gesetzt wird wenn es
sich um eine spezifische Richtung handelt, und in spitze Klammern <uvw>,
wenn die Gesamtheit aller kristallographisch gleichwertigen Richtungen gemeint
ist.

’ In dem unten gezeigten zweidimensionalen Gitter erhalten die Richtungen 1 - 5 damit folgende Miller Indizierung

Richtung 1 [1,-1] = 1[111
Richtung 2 [1,-1/3] = [31]
Richtung 4 [-1,1] = [1'1]
Richtung 5 [1, 0]

Richtung 6 [-1,-1] = [1'17]

Ausgesprochen wird z.B. die <110>-Richtung nicht als "einhundertzehn Richtung", sondern als "eins, eins, null
Richtung" oder noch genauer als: "eins, eins, null Richtungstyp".

’ Man kann das Zahlentripel <uvw> in einer der spezifichen Auspragungen z.B. [uv'w] natlrlich auch als Vektor
auffassen, der in die gewlinschte Richtung zeigt. Wir haben dann einen simplen Translationsvektor des Gitters, dessen
Betrag allerdigs keine relevante Information enthalt (die haben wir durch das Kiirzen auf kleinstmégliche Zahlen
"beseitigt"). Bei Ebenen wird das aber anders sein.
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’ Damit ist die Systematik bei spezifischen Richtungen klar. Wir miissen nur noch die Bedeutung der "Gesamtheit aller
kristallographisch gleichwertigen Richtungen" klaren, d.h. wann wir <...> Klammern verwenden

Wir schauen uns das in einem dreidimensionalen kubischen Gitter an und lernen dabei gleich die Indizierung der
wichtigsten Richtungen (die man "auswendig" kennen muf3) im kubischen Gitter kennen

AnschlieRend eine kleine Ubungsaufgabe

[011] [110] _ [111]

ps

=100= = alle Winrfellcanten

<110> = alle Flichendiagonal en
<111> = alle Raumdiagonalen, z.B.
alle § Perinutationen der Indizes:
[111],[11°1],[111°],[11°17]
[111],[1 11, 1117, [1'11]

[00 1]

P 4
\/O

% >

Ubung 3.2 -1

Richtungen im Gitter

[100]

’ Was kristallographisch gleichwertig ist, hangt vom Gittertyp ab!

Im kubischen Gitter sind alle mdglichen Permutationen (inkl. Negation) der Indizes immer gleichwertig; aber schon
im hexagonalen Gitter gilt das nicht mehr.

Andererseits sind gerade im hexagonalen Gitter Richtungen kristallographisch gleichwertig, die verschiedene
Miller-Indizes haben. Die in der Basisebene liegenden Richtungen, die zu den Ecken des gleichseitigen
Sechseckes zeigen, das die Basisebene definiert, haben Indizes wie z.B. [110], [100], [010], d.h. die Miller Indizes
sind nicht Permutationen einer allgemeinen Richtung wie z.B. <100>. Fur Ebenen (siehe unten) ist es ahnlich.

Wer das nicht versteht, hat die Ubungsaufgabe nicht gemacht! Das sollte man her unbedingt tun, und sei es nur,
dass man sich Aufgabe und Lésung anschaut.

’ Man hat deshalb fur das hexagonale Gitter (das in der Praxis sehr wichtig ist), eine eigene Abart der Miller-Indizes
erfunden, die auch in diesem Fall die vorhandenen Symmetrien direkt aufzeigt: Man nimmt einfach zu den Basisvektoren
a1, a2 und ¢ noch einen weiteren (an sich unnétigen) "Basisvektor” dazu, der als az = — (a1 + ap) definiert wird (damit ist
a3z mathematisch gesehen naturlich kein Basisvektor, da nicht linear unabhangig!), und indiziert dann mit 4 Indizes.

Aus den oben aufgezahlten Richtungen wird dann [1,1,2',0], [2,1',1',0], [1',2,1',0]; die Symmetrie in den Indizes wird
sichtbar.

Wir wollen uns damit aber nicht weiter befassen (auRer, dass wir noch eine Ubung machen); alles Wissenswerte
zur Vierer-Indizierung bei hexagonalen Gittern findet sich im Link

Ubung 3.2 -4

Richtungen im hexagonalem Gitter

Mathematische Beschreibung von Ebenen im Gitter

’ Wir brauchen jetzt eine Notation, die uns erlaubt bestimmte Ebenen in einem beliebigen Gitter eindeutig anzusprechen,
zum Beispiel die "Wiirfelseite" bei einem kubischen Gitter, oder die "Basisebene" bei einem hexagonalen Gitter.
Man koénnte sich zunachst denken, daf? man dafur das Zahlentripel nehmen kénnte (evtl. auf kleinste ganze Zahlen
reduziert), das sich aus den Schnittpunkten einer Ebene mit den Basisvektoren des Gitters ergibt - wie bei den
Richtungen
Koénnte man auch, aber es gibt nicht immer einen Schnittpunkt. Die Wirfelseite eines kubischen Gitters schneidet
immer nur einen der Basisvektoren; zu den anderen liegt sie parallel (bzw. enthalt sie).
Deshalb, aber auch aufgrund anderer Vorziige die wir noch kennenlernen werden, wahlt man eine zunachst etwas
umstandlich erscheinende Definition:
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Definition (und Rezept)

Eine Ebene in einem Gitter wird durch drei ganze Zahlen indiziert, indem man

e Den Ursprung der EZ nicht in die zu indizierende Ebene legt, sondern in eine
Nachbarebene.

¢ Die Schnittpunkte der Ebene mit den Basisvektoren bestimmt (wenn kein
Schnittpunkt vorhanden ist, entspricht das "~").

¢ Das erhaltene Zahlentripel reziprok darstellt, und die resultierenden Briiche
durch Erweitern ganzzahlig macht; aus « wird dadurch 0. Nicht erlaubt ist
Kirzen, falls die reziproken Zahlen keine Briiche sind (Aus den Schnittpunkten
1/2, 1/2, 1/2 erhédlt man 2, 2, 2 und nicht 1, 1, 1).

 Auftauchende negative Zahlen durch einen Uberstrich darstellt (in html nicht
darstellbar, wir schreiben stattdessen mit '- Zeichen)

e Das Zahlentripel hkl in runde Klammern (hkl) setzt, falls es sich um eine
spezifische Ebene handelt, und in geschweifte Klammern {hkl}, falls die
Gesamtheit aller kristallographisch gleichwertigen Ebenen mit denselben
Indizes gemeint ist.

’ Dazu drei Beispiele, die absichtlich etwas unklar gezeichnet sind, um nicht sofort falsche Assoziationen hervorzurufen.

Insbesondere ist es wichtig sich klarzumachen, da? mathematische Ebenen in einem mathematischen Gitter «
ausgedehnt sind. Die Begrenzungslinien sind also immer nur zeichentechnisch bedingt.

T~

Kubisches Gitter
Schnittpunkte bei
1,1,
Indizes (110)

a e
x e

a

a3

Kubisches Gitter

Schnittpunkte bei
0, 1, ©

ay Indizes (010)

a

Triklines Gitter
Schnittpunkte bei
1,1,1
Indizes (111)

’ Wichtig ist: Alle Ebenen die man in gleicher Weise in eine EZ einzeichnet, haben die gleiche Indizierung.

Das Kirzel (112) bezeichnet also nicht eine Ebene, sondern einen Satz von « viele parallel laufende Ebenen; {112}
entsprechend mehrere Satze « vieler, » ausgedehnter, parallel laufender Ebenen.

Das Kiurzel (hkl) kann man aber auch als die Komponenten eines Vektors auffassen, der dann per Definitionem
senkrecht auf der Ebene steht, die er charakterisiert. Der Betrag dieses Vektors - nennen wir ihn mal reziproken
Gittervektor - hat denn eine wichtige Bedeutung; wie wir weiter unten noch lernen werden.

’ Eigentlich ist damit alles gesagt; vielleicht ist noch der Hinweis hilfreich, da man bei hexagonalen Gittern natirlich
auch bei den Ebenen eine Vierer-Indizierung wie bei den Richtungen einfuhrt.
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’ Erfahrungsgemaf wird der Anfanger (und nicht selten auch der Experte) beim Arbeiten mit den Miller Indizes von
Ebenen aber Probleme haben und Fehler machen. Deshalb hier noch einige Bemerkungen.

’ Eine gewisse Konfusion kann entstehen, weil es in der Kristallographie eigentlich zwei Konzepte von Ebenen gibt:

* Die mathematische Definition von oben, bezogen auf mathematische Ebenen im mathematischen Gitter.
» Die gegenstéandliche Definition, in der Kristalle als Stapelfolgen von einer Ebene zugeordneten Atomen oder
Atomgruppen betrachtet werden.

Man redet im ersteren Falle auch von Netzebenen, im letzteren Fall von Kristallebenen. Die {111} - Kristallebene
in einem Diamantgitter enthalt dann beide Atome der Basis; mindesten eines davon liegt dabei nicht auf der
Netzebene. Das ist ein wichtiger Unterschied, den man sich klarmachen sollte; hier ein Bild dazu fur die
Diamantstruktur.

i | 11003
i | Netzebene

11003
Kristallebene

Die gelb gezeichnete {100} Kristallebene enthélt den ganzen Satz von Atomen, die schattiert gezeichnet sind.
Aufeinanderstapeln solcher Kristallebenen produziert den Kristall.

’ Ahnlich ist es, wenn man eine mathematisch definierte Ebene in einen Kristall, und nicht in ein Gitter einzeichnen will.
Im Si-Kristall kann man beispielsweise eine {100} Ebene auf zwei Weisen durch Atome legen (oben z.B durch die
blauen oder roten Atome); sie erscheint damit als nicht eindeutig definiert.

Hat man obige Punkte nicht ganz sauber verstanden, wird man leicht falsche Zahlen generieren, wenn man z.B. die

Zahl von Atomen pro cm?2 auf einer Ebenen ausrechnet, denn jetzt muR man die Ebene im Gitter mit dem Kristall,
d.h. auch mit der Basis kombinieren.

’ Triviale, aber immer wieder gerne gemachte Fehler sind:
1. Als allgemeine Ebene nur eine Ebene zu sehen und nicht die Gesamtheit aller &quivalenten Ebenen - die
Ebenenschar

2. Zu glauben, daf3 z.B. die {200} Ebenen nur die Ebenen sind, die zwischen den {100} Ebenen stecken. Hier
kommt obige Bemerkung zum Tragen, dal3 nicht gekiirzt werden darf. Die {200}-Ebenen sind etwas anderes als die
{100}-Ebenen! Das ist hier illustriert:

Falsch Falsch

Richtig Richtig

3. Man hat immer die Tendenz, Beziehungen, Regeln und Vorstellungen, die von kubischen Gittern gepréagt worden
sind, kritiklos auf nichtkubische Systeme zu Ubertragen. Das kann sehr falsch werden! Zum Beispiel sind in
nichtkubischen Kristallen nicht alle Ebenen zu den mdéglichen Indizespermutationen kristallographisch gleichwertig.
Fur Richtungen im hexagonalem Gitter haben wir das schon gesehen (siehe das hexagonal Gitter von oben); fiir
Ebenen ist es nicht anders.

4. Nochmals: Vorsicht ist auch geboten, selbst bei kubischen Kristallen, wenn man nicht die mathematische
Netzebene, sondern die mit Atomen belegte Kristallebene betrachtet. Wenn man die (111) Ebene oder die (1'1'1")
Ebene in z.B. GaAs oder SiC betrachtet, sieht man einen gro3en Unterschied: Auf der einen Ebene sitzen Ga-
oder Si- Atome, auf der anderen As- bzw. C-Atome. Dies sieht nicht nur anders aus, sondern fuhrt oft zu
dramatischen Unterschieden der Eigenschaften. Bei der Zichtung von SiC Kristallen erhalt man véllig verschiedene
Strukturen, wenn man einen Kristall auf der (111)- oder (1'1'1")-Ebene eines Keimlings wachsen &Rt (vereinfacht
gesagt wird das SiC in einem Fall kubisch, im anderen hexagonal - bei immer kubischem Keimling!).
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’ Offensichtlich muf3 hier geiibt werden!

Ubung 3.2-2

Ebenen im Gitter und im Kristall

Rechnen mit Miller Indizes

’ Wir kdnnen bereits einige Vorteile (aber noch langst nicht alle) der auf den ersten Blick etwas seltsamen Miller Indizes
ableiten und verwenden. Im folgenden sind sie fur kubische Gitter nur postuliert und aufgelistet; die Ableitungen und
Beweise sind in die Ubung 3.2-3 verlegt.

1. Kristallographisch aquivalente Richtungen und Ebenen haben immer den gleichen Satz an Miller Indizes.
2. Die Richtung [hkI] steht immer senkrecht auf der Ebene (hkl).

3. Die Abstande dhk| zwischen zwei benachbarten Ebenen sind direkt aus den Indizes berechenbar. Die Formeln
fur nichtkubische Gittersysteme kénnen etwas kompliziert sein, aber im kubischen Gittersystem gilt ganz einfach:

a

dhkl =
(h2 + k2 + |2)1/2

Im Zahler steht offensichtlich der Betrag des weite oben kurz angesprochenen reziproken Gittervektors mit den
Komponenten (hkl)! Damit ist auch schon hinreichend klar, warum die gewahlte "reziproke" Definition der Miller
Indizes fur Ebenen sehr vorteilhaft ist.

’ In der "Einfuhrung in die Materialwissenschaft II" werden wir sehen, daf? die Miller Indizes noch weiterfuhren. Zum
Beispiel treten sie direkt in den Formeln auf, die die Beugung von Wellen, z.B. Rontgenstrahlen, in Kristallen
beschreiben.

Aber zunachst wollen wir die obigen Beziehungen einliben

Ubung 3.2-3

Beziehungen und Rechnungen mit Miller
Indices

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 3.2.1
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3.2.2 Merkpunkte zu Kapitel 3.2: Richtungen und Ebenen im Gitter

’ Richtungen werden in einem Koordinatensystem
mit den drei Achsen des Bravaisgitters als
kleinstmogliches ganzzahliges Tripel in eckigen
Klammern beschrieben

Negative Indizes werden durch einen (in HTML
nicht direkt darstellbaren) Uberstrich markiert.

’ Ebenen werden durch ein ganzzahliges
Zahkentripel beschrieben und in runde Klammern
gesetzt.

Die Indizes {hkl} sind dabei die reziproken
(und ganzzahlig gemachten) Schnittpunkte der
betrachteten Ebenen mit den Bravaisgitter -
Koordinatenachsen.

’ Es gibt zahlreiche Fallstricke und
Konfusionméglichkeiten!

Die so definierten Miller-Indizes sind aber
aulerordeentlich nitzlich, da man mit ihnen
rechnen kann!

Unmittelbar erhalt man aus den Miller Indizes
fur kubische Gitter den Abstand dnhk| zweier
Ebenen aus der Schar (hkl) fir die
Gitterkonstanten a.

Gesamtheit aller kristallographisch

Uuvw=> gleichwertigen Richtungen

[uvw] Spezifische Richtung

Merke:

Allgemeine Indizierung
hat Klammern
mit "Spitzen".

Gesamtheit aller kristallographisch

{hki} gleichwertigen Ebenen

(hkl) Spezifische Ebene

Fur kubische Gitter gilt:

[hkl] steht senkrecht auf (hkl)

a

dhk =
(h2 + k2 + |2)l/2
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3.3 Wichtige Gitter und Kristalle

3.3.1 Die wichtigsten Gitter der Elementkristalle

’ Die Elemente des Periodensystems kondensieren alle bei genligend tiefer Temperatur (und beim He noch bei gentigend
hohem Druck) in feste Kérper, und diese sind fast durchweg Kristalle. Ungefahr 95% aller Elementkristalle haben dabei
einen der drei folgenden Gittertypen:

’ Kubisch-flachenzentriertes Bravaisgitter ,
abgekurzt fcc fur "face centered cubic" oder, gelegentlich auf deutsch, kfz. Dieses Gitter besitzt eine dichteste
Kugelpackung.
Mit einem Atom in der Basis, das dann auf den Ecken und Seitenmitten des Wiirfels sitzt, kristallieren z.B. Al, Ni,
Cu, Pd, Ag, Pt, Au sowie alle Edelgase.

Mit zwei Atomen in der Basis, eines bei der Position (0,0,0) der Wiirfelecke, das andere dann bei (1/4, 1/4, 1/4),
kristallisieren Si, Ge, C (als Diamant) und Sn unterhalb von 13 °C. Diese Kristallsorte hat einen eigenen Namen:
Man spricht vom "Diamantgitter" — obwohl man eigentlich "Diamantstruktur" meint.

Etwa 30 % aller Elemente kristallisieren in einem fcc-Gitter.
’ Da wir das "Diamantgitter” bisher nicht behandelt haben, wollen wir uns diesen Kristall kurz anschauen. Zeichnet man

Verbindungen zwischen den Atomen (hier rot), erkennt man sofort die typische Symmetrie der sp3-
Hybridorbitalbindungen.

Bei den Elementkristallen sind nattrlich alle unten gezeigten Kugeln Atome derselben Sorte. Wir bekommen
denselben Kristalltyp aber auch bei vielen technisch wichtigen Halbleitern, wenn wir zum Beispiel die griinen oder
blauen Kugeln als Ga oder In, und die jeweils anderen als As, P oder Sb betrachten.

Richtige Rohdiamanten sind im Link gezeigt.

Kristall mit
fcc-Bravaisgitter fcc-Elementkristall Diamantstruktur
(blaue "Punkte") (blaue "Atome") (dunkelblaue und grine

"Atome")

Ein letztes Mal sei auf den Unterschied zwischen Gitter und Kristall hingewisen, der
in symbolischen Zeichnungen oft verschwindet.

Wie immer symbolisieren die Kugeln Atome, aber mit viel zu kleinen Durchmessern. Wirde man die Durchmesser
mafistabsgetreu zeichnen, ist nicht mehr viel zu erkennen.

’ Die Zahlenwerte der Gitterkonstanten einiger Kristalle sind im Link gezeigt.

’ Kubisch-raumzentriertes Bravaisgitter,
abgekirzt bec fir "body centered cubic" oder, gelegentlich auf deutsch, krz.

Mit einem Atom in der Basis, das dann auf den Ecken und im Zentrum des Wirfels sitzt, kristallieren z.B. K, Rb,
Cs, V, Nb, Ta, Cr, Mo und W.

Etwa 30 % aller Elemente kristallisieren in einem bcc-Gitter

bcc-Bravaisgitter
oder bcc-Elementkristall
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’ Hexagonales Bravaisgitter und Hexagonal dichteste Kugelpackung,
abgekirzt hex bzw. hcp fiir "hexagonal close packed".

Die hexagonal dichteste Kugelpackung entsteht, wenn man ein hexagonales Bravais-Gitter mit einer Basis aus
(mindestens) zwei gleichartigen Atomen kombiniert. Das erste Atom sitzt bei (0,0,0), das zweite bei (1/2, 1/4, 1/2);
also auf halber c-Achsenhdhe im Zentrum eines Basisdreiecks. Es gibt also kein hexagonal dichtest gepacktes
Gitter, sondern immer nur einen hexagonal dichtest gepackten Kristall.

DaR mit dieser Anordnung eine dichteste Kugelpackung entsteht, d.h. dass es keine Méglichkeit gibt, mehr
(gleichgrof3e) Kugeln in ein gleichgrofR3es Volumen zu packen, werden wir weiter unten sehen.

Etwa 35 % aller Elemente kristallisieren in einem hcp-Kristall, darunter beispielsweise Mg, Re, Co, Zn, Cd, C (als
Graphit), aber auch z.B. N bei tiefer Temperatur.

’ Da wir die hexagonal dichteste Kugelpackung bisher nicht behandelt haben, wollen wir uns jetzt einen auf derartigen
Kristall kurz anschauen

Hexagonales Gitter (blaue "Punkte") und
hexagonal dichtest gepacktes Gitter (blaue und rote Atome)

’ Die beiden mit A gekennzeichneten Ebenen konstituieren das bekannte hexagonale Bravais-Gitter mit der
hexagonalen Basisebene und der hexagonalen Achse in c-Richtung.

Die zusatzlichen Atome der 2er-Basis des hcp-Kristalls bilden die mit B gekennzeichnete Ebene. Ihre Anordnung
ist identisch zu der einer A-Basisebene, sie sind nur lateral verschoben.

Man erkennt: Der hcp-Kristall kann auch gebildet werden, wenn man identische Atomebenen oder auch
Kristallebenen — aber nicht Gitterebenen! — in einer bestimmten Stapelfolge aufeinanderpackt.

’ Dazu machen wir noch eine kleine Ubung:

Ubung 3.3-5

Hat Graphit eine hcp Struktur?

’ In diesen drei Gittertypen (oder Kristalltypen) kristallisieren ca. 95% der Elemente. Wir sehen auch, dal es zunehmend
(sprachlich) schwer fallt, die saubere Unterscheidung zwischen Gitter und Kristall aufrechtzuerhalten, und wundern uns
nicht mehr Uber gelegentliche Unsauberkeiten.

Je nach Element wird immer diejenige Kristallstruktur gewahlt, die am besten zu den Bindungsverhaltnissen pafit,
d.h. die gré3te Energieabsenkung zur Folge hat.

Viele Elemente kommen aber in mehreren Kristallstrukturen vor - z.B. der Kohlenstoff, der, wie wir wissen, in der
Regel als Graphit (hex-Gitter) und nur selten als Diamant (fcc-Gitter) vorliegt. Bei gegebenem Druck und
Temperatur kann allerdings immer nur ein Gitter stabil, d.h. energetisch am gtinstigsten sein. Diamant ist bei
Raumtemperatur und Normaldruck eigentlich nicht stabil sondern nur metastabil; gliicklicherweise dauert aber die
Umwandlung zum stabilen Graphit bei Raumtemperatur nahezu unendlich lange.

’ Bei anderen Elementen, oder ganz allgemein, bei beliebigen Kristallen, ist das aber nicht immer so.

Bei bestimmten Temperaturen und Driicken erfolgt eine spontane Umwandlung in ein anderes, bei diesen
ZustandgréRen stabiles und nicht nur metastabiles Gitter.

Eisen (Fe), unser wichtigstes Metall, erstarrt unterhalb des Schmelzpunktes von 1536 °C in ein bcc-Gitter, das
sich aber unterhalb von 1402 °C in ein fcc-Gitter umwandelt. Unterhalb von 723 °C nimmt es wieder die bcc-
Gitterstruktur an. In unserem Periodensystem sind diese mdglichen Modifikationen eingetragen.

Das ist hier noch ein biRchen ratselhaft: Eigentlich kann nur ein Gittertyp bei gegebenen Bindungspotentialen die

kleinstmdgliche Energie haben. Wie schon zuvor bemerkt, laufen wir mit dem Prinzip der Minimierung der Energie in
Probleme, die sich erst im Kapitel 5 I6sen werden.
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’ Wir kdnnen am Beispiel dieser einfachen Gitter noch einige allgemeine GréRen und Zusammenhéange definieren bzw.
aufzeigen, die wichtig sind und oft vorkommen.
Die Koordinationszahl KZ gibt die Zahl der nachsten Nachbarn an.

Die Beziehung zwischen den Gitterkonstanten und den Atom- (oder lonen-)Durchmessern. Dazu missen wir
wissen, in welcher Gitterrichtung sich die Atome berihren, was wiederum aus der Geometrie folgt.

Die Zahl der Gitterpunkte in einer (Bravais)- Elementarzelle.
Die Packungsdichte PD ist dann das Verhaltnis zwischen dem in einer Elementarzelle enthaltenen Volumen der
Atome (immer als Kugeln gedacht; nur Teile der Kugel mégen zéhlen) und dem Volumen der Elementarzelle. Damit
ist dann auch die Dichte berechenbar.
’ Schauen wir uns das erstmal fur die obigen Kristalle an. Einige der verwendeten Zahlen und Beziehungen ergeben sich
aus der nachfolgenden Ubung.

Gittertyp
fcc bcc
Basis- a=b=c= a=b=c= a=b
vektoren Gitterkonstante Gitterkonstante c/a=1,633
4r 4r
21/2 31/2
mit r = Atomradius mit r = Atomradius
KZ 12 8 12
Atome 4 2 2
pro EZ (8 Eckpunkte zu 1/8; B8-1/8+1-1=2) 8-1/8+1-1=
6 Flachenpunkte zu 1/2, 2)
d.h.
8-1/8+6-1/2=4
Fur 1-atomige Basis
PD 4 - 4/3mr3 0,68 0,74
= 0.74 fir 1-atomige Basis
ar 1- i i
323 ( ge Basis)
(fir 1-atomige Basis)

’ Aus Packungsdichte, Gitterkonstante und Atomgewicht folgt natirlich sofort das spezifische Gewicht des Kristalls.

Wir missen lben!

Ubung 3.3-1

Ein biRchen Geometrie zu den wichtigen
Gittern

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 3.3.1
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3.3.2 Bravaisgitter und dichteste Kugelpackung

’ Die Beschreibung eines Kristalls mit Bravaisgittern und Basis ist nun gelaufig. Wir haben aber auch schon gemerkt,
daR dieser Formalismus bei einfachen Kristallen komplizierter ist als nétig.

{ Es ist manchmal einfacher, sich einen gegebenen Kristall direkt aus Atomen oder Molekiilen, die in Ebenen liegen,
zu konstruieren, und nicht Uber die "Gitter + Basis" Regel.

{0 Dabei hat man bei einfachen Kristallen noch den Vorteil der Anschaulichkeit und, wie wir gleich sehen werden, der
direkten Einsicht in wichtige Eigenschaften, die sich aus dem Bravais-Gitter und der Basis nicht immer so direkt
erschlieRen.

{0 Letztlich ist dies das Vorgehen mit einem "Kristallbaukasten". Wir besorgen uns die Bauelemente und probieren,
wie sie sich am besten zusammenpassen. Die Bauelemente sind dann z.B. simple Kugeln fur alle Atome die
ungerichtete Bindungen haben, Kugeln mit definierten "Armchen” falls kovalente Bindungen vorliegen, oder auch
ganze Molekile mit ihnren noch verfugbaren Bindungsgeometrien, falls wir einen komplexen Kristall bauen wollen.

) Zumindest ein Nobelpreis kam auf diese Art zustande; es ist also kein zu verachtendes Vorgehen.
’ Hier wollen wir aber nur die beiden einfachsten Kristalle betrachten, die man beim "Spielen mit Kugeln" erhalten kann.

Die Aufgabe ist, mit einer Kugelsorte einen Kristall zu formen, bei dem mdoglichst viele Kugeln in ein gegebenes
Volumen gepackt sind - in anderen Worten, wir wollen die dichteste Kugelpackung realisieren.

) Das ist nicht nur firr Kristalle interessant; die Menschheit hat sich auch z.B. auch ausfiihrlich damit beschéftigt, wie
man Kanonenkugeln mdéglichst dicht packen kann.

. Obwohl es in mathematischer Strenge nicht einfach ist zu beweisen, daf die Lésung, die wir erhalten werden, die
richtige ist, hat der "gesunde Menschenverstand" damit Giberhaupt kein Problem

’ Wir beginnen, indem wir zun&chst unsere Kugeln auf einer Ebene zweidimensional méglichst dicht packen.

& Wir erhalten automatisch einen zweidimensionalen Kristall - wer’s nicht glaubt soll’s (experimentell) beweisen!

Dichteste Kugelpackung in der Ebene

’ Als nachstes legen wir eine neue Lagen von Kugeln auf die bereits vorhandene Ebene.

" Selbst wenn wir gedankenlos die Kugeln der 2. Ebene irgendwo hinlegen, wiirden sie automatisch in die Kuhlen
rutschen, d.h. das Zentrum einer Kugel der 2. Ebene liegt exakt im Zentrum der leicht verbogenen projezierten
Dreiecke, die zwischen den Kugeln der 1. Ebene aufgespannt werden.

& wir erhalten das nachfolgende Bild (die 2. Ebene ist halbtransparent gewahlt).

Dichteste Kugelpackung mit zwei Ebenen
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. Um beim Ubergang zu vielen aufeinanderliegenden Ebenen eine einfache Bezeichnung zu haben, nennen wir die
blaue Ebene und alle Ebenen, die bei senkrechter Projektion exakt Gber der blauen Ebene liegen, A-Ebenen, die
rosa Ebene und alle die exakt Gber ihr liegen heiRen B-Ebenen.

’ Wir legen nun eine dritte Ebene auf, so daf3 die Atome wieder in den Kuhlen der 2. Ebene liegen. Dabei gibt es aber
zwei unterscheidbare Moglichkeiten.

& Wir kénnen die dritte Ebene so legen, wie mit dem roten Atom in der nachfolgenden Graphik begonnen,

) oder aber so wie mit dem griinen Atom gezeigt.

Dichteste Kugelpackung mit zwei Ebenen und mdgliche Anfange
fur eine dritte Ebene

’ Das rote Atom liegt in der Projektion exakt tber einem Atom der A - Ebene. Wenn wir ausgehend von diesem Atom die
dritte Ebene bauen, erhalten wir also wieder eine A - Ebene.

’ Das griine Atom aber liegt weder Uber der A- noch Uber der B - Ebene. Mit griinen Atomen erhalten wir also eine neue
Ebene, die in unserer Nomenklatur konsequenterweise C - Ebene heil3t.

’ Dal} es sich wirklich um verschiedene Ebenen handelt, wenn wir ausgehend vom roten oder griinen Atom die Ebenen
konstruieren, sieht man sofort: Die rote oder griine Ebenen pal3t nicht zusammen; es entsteht eine Linie entlang der
sich ein Passungsfehler definieren laft.

{0 Dies gibt uns eine erste Ahnung davon, was Kristallbaufehler sind und wie sie entstehen kénnen.

{5 Denn wenn wir uns vorstellen, daR auch richtige Kristall so wachsen, daR sich auf dichtest gepackten Ebenen
Atome in die Kuhlen setzen, ist leicht vorstellbar, da das manchmal falsch lauft. Wenn diese falsch besetzte Lage
dann wachst, wird sie mit den anderen, unabhangig und "richtig" entstandenen Lagen nicht zusammenpassen; der
Kristall enthélt einen Defekt.

A-Ebene

B-Ebene

Dichteste Kugelpackung mit den zwei mdglichen Varianten der
dritten Ebene

’ Wir haben also zwei Méglichkeiten, einen Kristall in dichtester Kugelpackung zu erzeugen:
) wir starten mit einer hexagonalen zweidimensionalen A-Ebene; darauf kommt eine B-Ebene

) 1. Méglichkeit: Wahlen wir als dritte Ebene wieder eine A-Ebene und machen dann periodisch weiter, erhalten wir
die Stapelfolge:
ABABABABA....

. Der Kristall den wir so erhalten, hat genau die vorher diskutierte hexagonal dichteste Kugelpackung (hcp),das ist
unmittelbar zu sehen.

2. Méglichkeit: Wahlen wir als dritte Ebenen aber eine C-Ebene, bekommen wir die Stapelfolge ABC. Wenn wir
diese Folge dann immer wieder wiederholen, erhalten wir
ABCABCABCABC...,
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- und dies ist genau das fcc Gitter wenn wir die Aufeinanderfolge der {111} Ebenen betrachten - nur ist das nicht
ganz so leicht zu sehen.

’ Allgemein betrachtet haben wir jetzt einen Kristall erzeugt, indem wir nicht einzelne Atome auf durch Gitter und Basis
definierte Platze gesetzt haben, sondern ganze Ebenen von Atomen aufeinander stapeln.

Da dies nicht immer so direkt einsichtig ist, wollen wir dazu eine kleine Ubung machen.

Ubung 3.3-2
Die (111) - Ebenen in der <110>
Projektion

’ DalR man mit dieser "Kristallbautechnik™ nicht nur die bekannten dichtestgepackten Strukturen machen kann, ist klar.
Wir kdnnten aber selbst innerhalb einer dicht gepackten Struktur noch Modifikationen einbringen:

Es koénnte z.B. folgendermalRen aussehen
ABCBABCB ABCB... oder ABCBCABCBCABCBC ...;
jedesmal produzieren wir einen (komplizierten) Kristall mit der jeweils farbig markierten Einheit der Stapelfolge.
Es ist auch nicht prinzipiell verboten, x mal, z.B. 30 mal, ABAB... zu stapeln, und nach jedem x. Block eine C-
Ebenen einzufliigen:
ABAB...(30X) ... ABABCABAB...(30X)..ABC AB...

So etwas in der Art kommt tatsachlich vor! Die wichtige Verbindung SiC (Siliziumcarbid) hat (aus technischer Sicht
leider) viele Modifikationen mit den merkwirdigsten Stapelfolgen! Man nennt dies ganz allgemein Polymorphismus;
fur den Fall dass die diversen Morphologien sich nur in einer Dimension unterscheiden (wie hier beim Stapeln in
einer Richtung) auch Polytypismus.

Wir kénnten auch beliebig stapeln, wobei wir nur darauf achten, daf3 keine Kopf - Kopf Stapelfolge (z.B. AA)
entsteht; z.B.
ABCBACBACABCABCBA...
aber da wir keine Translationssymmetrie mehr haben, ist das eigentlich kein richtiger Kristall mehr.
’ Unser Spiel mit Kugeln produziert also in simpelster Weise das hexagonale Bravaisgitter mit zwei Atomen in der Basis,
das kubisch flachenzentrierte Bravaisgitter mit einem Atom in der Basis, aber auch kompliziertere Gitter. Wir beenden

dieses Unterkapitel mit einer kleinen Ubung, die uns sowohl hilft, die Geometrie des fcc - Gitters besser zu verstehen
als auch - ein Kapitel spater - die spezifischen Defekte dieses Gitters.

Ubung 3.3-3

Die Basisvektoren der fcc - Stapelfolge

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 3.3.2
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3.3.3 Weitere wichtige Kristalltypen

Die NaCl - Struktur

’ In der Kochsalz oder NaCl-Struktur kristallisieren viel Salze und Oxide, z.B.
KCI, AgBr, KBr, PbS,..
MgO, FeO, ...

’ Das Gitter ist kubisch flachenzentriert, mit zwei Atomen in der Basis; eines bei (0,0,0) und das andere bei (1/2,0,0)

NaCl - Kristallstruktur

Die CsCI - Struktur

’ In der Casiumchlorid Struktur kristallisieren viele intermetallischen Verbindungen, aber auch Salze und andere
zweiatomige Verbindungen, z.B.

CsClI, T1J, ...
AINi, CuZn, ...

’ Die CsCI - Struktur ist bemerkenswert, denn sie ist kubisch primitiv, aber mit zwei Atomen in der Basis: eines bei
(0,0,0) und das andere bei (1/2, 1/2, 1/2). Ein beliebter Fehler ist, sie mit einem raumzentrierten Gitter zu verwechseln.

Die CsCI - Struktur

Die Zinkblende Struktur oder Diamant - Struktur

’ Wir kennen sie schon; das fcc - Gitter mit Atomen bei (0,0,0) und (1/4, 1/4, 1/4). Aligemein heil3t dieser Kristalltyp auch
ZnS- oder Zinkblende Struktur sowie (auf Englisch) gerne Sphalerite Structure. Neben der Kohlenstoffform, die man
Diamant nennt, kristallisieren in dieser Struktur Si und Ge, aber auch andere technisch wichtige Kristalle wie

GaAs, InSb, GaP, GaxAl1-xAs (mit Ga und Al beliebig austauschbar).

’ Das folgende Bild zeigt die ZnS Struktur. Die roten Atome kdnnten In sein, die blauen Sb - wir hatten Indiumantimonid.
Die roten Atome kdnnten aber auch Ga oder Al sein, die blauen As - wir hatten GaxAlq — xAs.

Auch hier kann es leicht zu Verwechslungen kommen. Dazu machen wir eine Ubung.
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Die ZnS - Struktur

Ubung 3.3-4

Gittertyp von ZrO»

’ So langsam entwickeln wir die Kristallographie. Wir wollen hier aber nicht weitermachen, obwohl es noch viel zu
sagen gabe.
Einige weitere wichtige Kristalltypen finden sich im Link.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 3.3.3
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3.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 3.3: Wichtige Gitter und Kristalle

’ Ungefahr 95% aller
Elementkristalle haben ein
fcc, bec, oder hep Gitter

Auch bei

fcc = "face centred cubic":

Elementkristallen kann bcc ="body centered cubic":

dei Basis aus mehreren
Atomen bestehen!

Wichtiges Beispiel:

hcp = "hexagonally close packed":

Au, Ag, Al, Fe(T > 720 °C), Ni, ...;
Si, Ge, C(Diamant), ...

Cs, Cr, K, Fe(RT), Ta, V, W,

Co, Cd, Mg, Zn, ..; C(Graphit), ...

C(Diamant), Si, Ge: fcc
mit 2 Atomen in der
Basis.

’ Wichtige KenngrofR3en:

* Koordinationszahl KZ = Zahl nachster
Nachbarn

* Packungsdichte PD

e Zahl Atome pro EZ

Ein Element kann mehrere metastabile und
stabile (als Funktion der Temperatur)
Gittertypen haben

’ Das fcc und hcp Gitter sind Varianten einer
Kugelpackung mit gleicher und maximaler
Packungsdichte. Die Stapelfolge ist:

* ABABA... auf der Basisebene fir hcp
* ABCABCA... auf der {111} Ebene fir
fcc

Dichteste Kugelpackungen sind bei
ungerichteten Bindungen grundsétzlich zu
erwarten.

’ Weiter wichtige Kristalltypen haben i.a. mindesten
zwei verschiedene Atome in der Basis.

Beispiele: NaCl Struktur: fcc, 2 Atome in der
Basis; CsCI Struktur, kub-prim., 2 Atome in
der Basis; Zinkblende; fcc, 2 Atome in der
Basis (die meisten Halbleiter)

Gittertyp

Kz

Atome
pro EZ

PD

fcc bcc hcp
12 8 12
4 2 2

0,74 0,68 0,74

Fir 1 - atomige Basis

Fragebogen
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3.4 Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 3: Perfekte Kristalle

’ Ein Kristall hat eine regelmaRige
(dreidimensionale - periodische) Struktur.

Ein Kristall besteht immer aus
(mathematischem Punkt-) Gitter und
(physikalischer) Basis

Das Punktgitter ist vollstandig durch einen
Satz dreier Vektoren aj beschrieben; jedem
Gitterpunkt kann ein Translationsvektor T
zugeordnet werden

Die Basis ist i.a. ein Atom oder ein Molekil,
dabei sind der Komplexitat keine Grenzen
gesetzt.

’ Ein Gitter kann noch verschiedene Grade an
Symmetrie aufweisen: Neben der immer
vorhandenenTranslationssymmetrie auch
Rotations-, Spiegel- und Inversionssymmetrien.

Je nach dem "Grad" der Symmetrie kann
man genau 14 verschiedene "Bravais"-Gitter
unterscheiden.

Drei davon sind besonders wichtig: fcc, bcc,
und hcp.

’ Die Langen der Basisvektoren der Bravaisgitter
heiRen die Gitterkonstanten des Gitters.

’ Richtungen werden in einem Koordinatensystem
mit den drei Achsen des Bravaisgitters als
kleinstmogliches ganzzahliges Tripel in eckigen
Klammern beschrieben

Negative Indizes werden durch einen (in HTML
nicht direkt darstellbaren) Uberstrich markiert.

’ Ebenen werden durch ein ganzzahliges
Zahkentripel beschrieben und in runde Klammern
gesetzt.

Die Indizes {hkl} sind dabei die reziproken
(und ganzzahlig gemachten) Schnittpunkte der
betrachteten Ebenen mit den Bravaisgitter -
Koordinatenachsen.

’ Es gibt zahlreiche Fallstricke und
Konfusionméglichkeiten!

Die so definierten Miller-Indizes sind aber
auflerordeentlich nitzlich, da man mit ihnen
rechnen kann!

Unmittelbar erhalt man aus den Miller Indizes
fur kubische Gitter den Abstand dnhk| zweier
Ebenen aus der Schar (hkl) fir die
Gitterkonstanten a.

Kristall = Gitter + Basis

I =u-ag+v-a+w-ag

kubisch- kubisch-
raumzentriert flachenzentriert
bce fcc Hexagonal
hcp

Gesamtheit aller kristallographisch

uvw=> gleichwertigen Richtungen

[uvw] Spezifische Richtung

Merke:

Allgemeine Indizierung
hat Klammern
mit "Spitzen".

Gesamtheit aller kristallographisch

{hki} gleichwertigen Ebenen

(hkl) Spezifische Ebene

Fur kubische Gitter gilt:

[hkl] steht senkrecht auf (hkl)

a

dhk =
(h2 + k2 + |2)l/2
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’ Ungefahr 95% aller Elementkristalle haben ein fcc,
bcc, oder hcp Gitter

Auch bei Elementkristallen kann dei Basis aus
mehreren Atomen bestehen!

Wichtiges Beispiel: C(Diamant), Si, Ge: fcc
mit 2 Atomen in der Basis.

’ Wichtige KenngrofR3en:

* Koordinationszahl KZ = Zahl nachster
Nachbarn

* Packungsdichte PD

e Zahl Atome pro EZ

Ein Element kann mehrere metastabile und
stabile (als Funktion der Temperatur)
Gittertypen haben

’ Das fcc und hcp Gitter sind Varianten einer
Kugelpackung mit gleicher und maximaler
Packungsdichte. Die Stapelfolge ist:

* ABABA... auf der Basisebene fir hcp
* ABCABCA... auf der {111} Ebene fir
fcc

Dichteste Kugelpackungen sind bei
ungerichteten Bindungen grundsétzlich zu
erwarten.

’ Weiter wichtige Kristalltypen haben i.a. mindesten
zwei verschiedene Atome in der Basis.

Beispiele: NaCl Struktur: fcc, 2 Atome in der
Basis; CsCI Struktur, kub-prim., 2 Atome in
der Basis; Zinkblende; fcc, 2 Atome in der
Basis (die meisten Halbleiter)

fcc ="face
centred
cubic":

bcc ="body
centered
cubic":

hcp =
"hexagonally
close

Au, Ag, Al, Fe(T > 720 °C), Ni, ...;
Si, Ge, C(Diamant), ...

Cs, Cr, K, Fe(RT), Ta, V, W,

Co, Cd, Mg, Zn, ..; C(Graphit), ...

packed":

Gittertyp fcc bcc hcp
KZ 12 8 12
Atome 4 2 2

pro EZ

PD 0,74 0,68 0,74

Fir 1 - atomige Basis

Fragebogen
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4. Reale Kristalle

4.1 Allgemeine Definitionen und Klassifikation von Defekten

4.1.1 Was sind Defekte?

4.1.2 Nulldimensionale Defekte

4.1.3 Versetzungen: Definition und strukturelle Eigenschaften

4.1.4 Versetzungen und plastische Verformung

4.1.5 Flachenhafte Defekte

4.1.6 Volumendefekte

4.1.7 Merkpunkte zu Kapitel 4.1: Defekte

4.2.1 Beziehungen zwischen Defekten

4.2.1 Allgemeines

4.2.2 Das Gefuge

4.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 4.2: Beziehungen zwischen Defekten

4.3 Analytische Methoden

4.3.1 Defektatzen

4.3.2 Transmissionselektronenmikroskopie (TEM)

4.4 ZzZusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 4: Reale Kristalle
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Nobody is perfect

4. Reale Kristalle

4.1 Allgemeine Definitionen und Klassifikation von Defekten

4.1.1 Was sind Defekte?

’ Es gibt nirgendwo im Universum einen perfekten Kristall! Denn jeder Kristall hat eine Oberflache und fiir die Atome auf
der Oberflache ist die Umgebung anders als fir Atome im Volumen - die Oberflache ist somit ein Defekt. Reale
Kristalle sind damit Kristalle, die Defekte enthalten.

’ Verstehen wir die Oberflache als Defekt eines Idealkristalls, kdnnen wir zu einer einfachen Definition fir Defekte in
Kristallen gelangen:

Falls um ein beliebig herausgegriffenes Atom die unmittelbare Umgebung (im zeitlichen Mittel) eine andere
prinzipielle Symmetrie hat als die Umgebung eines Referenzatom in einem perfekten Teil des Kristalls, haben wir
am Aufpunkt einen Defekt. Fir ein Atom auf der Oberflache eines Kristalls ist diese Bedingung zweifellos erfiillt.

’ Es gibt also prinzipiell keine perfekten Kristalle. Das ist auch gut so, denn schon Kristalle, die auf3er der Oberflache
sonst keine Defekte mehr enthalten, sind langweilig. Sie haben einen Satz von Eigenschaften der unveranderlich
feststeht, und wéren damit technisch ziemlich uninteressant.

Ihr einziger (oft sehr wichtiger) Zweck kann allenfalls darin bestehen, da? man ausgehend von einem mdoglichst
perfekten Kristall sich leichter tut, Defekte gezielt in den Kristall einzubauen. Das macht man, weil die meisten der
interessanten Eigenschaften von Kristallen von Kristallgitterbaufehlern - kurz Defekte genannt - bestimmt werden.

Defekte bestimmen z.B. ob ein Stiick Eisen sich leicht oder schwer verformt, hart oder weich ist, leicht bricht oder
sich zah verhalt, leicht oder schwer korrodiert, sich hart- oder weichmagnetisch verhélt, schnell oder nur langsam
ermidet - die Liste ware verlangerbar. Die gesamte Halbleitertechnologie dreht sich um die Manipulation von
Defekten in Halbleitern wie Silizium oder GaAs. Wir missen uns also mit Defekten in Kristallen befassen.

’ Die obige Definition bietet einen einfachen Zugang zu strukturellen (im Gegensatz zu elektronischen) Aspekten von
Defekten. Um das Thema etwas einzuengen, zunachst zwei Bemerkungen dazu, welche Abweichungen vom
mathematisch idealen Gitter oder Kristall keine Defekte in unserem Sinne sind:

Die thermischen Schwingungen der Atome um ihre Gleichgewichtslage zahlen nach obiger Definition nicht als
strukturelle Defekte - im zeitlichen Mittel sind sie Null.

Elastische Verbiegungen des Gitters, also lokal leicht veranderte Gitterkonstanten und damit Bindungsléngen, sind
ebenfalls keine Defekte, da sich die lokale Symmetrie dadurch nicht im Prinzip geéndert hat, sondern allenfalls
einige Zahlenwerte, z. B. bei den Translationsvektoren des Gitters.

’ Defekte kann man zunéachst in vier grof3e Klassen einteilen, deren Ordnungskriterium die Dimensionalitat des Defekts
ist: Wir unterscheiden:

Nulldimensionale Symmetrieverletzung nur in Bereichen mit
Defekte Ausdehnung ca. "Null", d.h. in einem Bereich mit
(oder "Punktdefekte” atomaren Dimensionen.

"Punktfehler”, atomare

Defekte)

Eindimensionale Defekte Entlang einer Linie (die nicht gerade verlaufen muR,
(oder "Versetzungen", sondern willkurlich gekrimmt oder in sich
"Liniendefekte") geschlossen sein kann) ist die Symmetrie verletzt.
Zweidimensionale Auf einer Flache (beliebig gekriimmt) ist an jedem
Defekte Punkt die Symmetrie verletzt.

(oder "Flachendefekte™)

Dreidimensionale In einem beliebigen Volumen liegt an jedem Punkt
Defekte eine andere Symmetrie vor.

(oder "Volumendefekte™)
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’ Diese noch etwas abstrakte Definition wird sofort klar, wenn wir uns typische Vertreter dieser vier Defekttypen
anschauen - sozusagen die Leitfossilien:

Die Leerstelle fur nulldimensionale Defekte: Ein Atom fehlt irgendwo im Kristall, der entprechende Platz ist leer.

Die Stufenversetzung fir eindimensionale Defekte: Zwischen zwei Kristallebenen ist teilweise eine dritte
eingezwangt. Diese zusatzliche Ebene im Kristall endet entlang einer Linie; dies Linie definiert den
eindimensionalen Defekt "Stufenversetzung”. Ein Bild dazu kann im Link angeschaut werden; es wird jedoch

empfohlen, zunachst zu prifen, ob man sich den Defekt mit obiger Beschreibung selbst vorstellen oder skizzieren
kann!

Die Korngrenze fiir zweidimensionale Defekte: Zwei beliebig zueinander orientierte Kristalle sind langs einer Ebene
- der Korngrenzenebene - verbunden.

Die Ausscheidung fiur dreidimensionale Defekte: In einem Kristall der Sorte 1 sitzt ein Kristall (oder amorpher
Korper) der Sorte 2.

’ Dazu noch ein Bild von Gitterdefekten (nicht Kristalldefekte - selbst herausfinden warum nicht), das sich allmahlich zu

einem Klassiker entwickelt. Es ist eine gute Ubung, mal selbst zu versuchen, die obige Klassifikation den Buchstaben
zuzuordnen.

O—0O—0 ..
PSS EBPRE

’ In den nachsten Unterkapiteln schauen wir uns diese Defekte etwas genauer an.

Vorher aber eine schnelle Ubung:

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 4.1.1
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4.1.2 Nulldimensionale Defekte

Arten und Bezeichnungen

’ Der gebrauchliche Name fur nulldimensionale Defekte ist "Punktfehler"”, auf englisch "Point defects".

Puristen lehnen diese Bezeichnung ab, da diese Defekte zwar kleine, aber durchaus endliche Ausdehnungen
haben, also keine Punkte sind - man wahlt dann die Bezeichnung "atomarer Defekt"; abgekiirzt AF. Die Liste der
prinzipiell méglichen atomaren Defekte ist (fir Elementkristalle) schnell erstellt.

’ Es gibt dabei zwei Haupttypen: Intrinsische und extrinsische atomare Defekt, je nachdem, ob die Defekte ohne Hilfe von
aul3en erzeugt werden kdnnen, sozusagen aus einem gegebenem pefekten Kristall heraus (dann sind sie intrinsisch)
oder ob man von aul3en (extrinsisch) eingreifen muf3.

Intrinsisch und extrinsisch sind Fremdworter, die uns noch oft begegenen werden, sie bedeuten: aus dem Innern,
von innen kommend, von innen bewirkt; bzw. aus dem AuRern,... .

’ Die beiden Grundtypen der intrinsischen Defekte sind:

Die Leerstelle, oder, gebrauchlicherweise auf
O 000 englisch, "vacgncy"; abgekirzt immer mit V (nicht
......... mit V = Vanadium verwechseln!)
... ..... Ein Atom fehlt. Die restlichen Atome werden natirlich
nicht starr am Platz sitzen bleiben, wie in der Graphik
C N N N gezeigt, sondern sich etwas in Richtung auf die
o000 Licke zu festsetzen.
Das Eigenzwischengitteratom (gelegentlich
o o0 0 O abgekiirzt mit ZGA), oder, gebrauchlicherweise auf
C N N | englisch "self-interstitial"; abgekurzt dann "i".
......... Ein Atom der Sorte aus denen der Kristall besteht
sitzt "auf Lucke" zwischen den regularen Atomen.
® 000 0. o
@ L @ Wie schon friiher,, muR3 hier mal wieder darauf
......... hingewiesen werden, daf3 die blauen Kreise in den
Bildchen nicht die Atome reprasentieren - die mifiten

sich "berthren". Allerdings hatten wir dann Probleme,
ein ZGA zu "zeichnen".

Extrinsische atomare Defekte kann man mit Hilfe einer anderen Atomsorte konstruieren: Wir setzen einfach ein
"falsches" Atom in einen Kristall. Das kann man auf zwei Arten tun:

Ein regulares Atom des Kristall wird gegen ein
® O 0 O Fremdatom ersetzt oder substitutioniert.
® 0 00
® 0 00
o0 00
....... Wir bekommen als atomaren Defekt ein
substitutionelles Fremdatom.
O 00
® 000
Ein Fremdatom wird ins Zwischengitter gezwangt.
0000
o0 00
® 0.0 00
o0 00
® 000 0 © Wir erhalten ein interstitielles Fremdatom.
0 00
0. 000
000
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’ Soweit ist das elementar und einfach zu begreifen. Es wird aber sofort komplizierter wenn man sich folgende Fragen
stellt (und ansatzweise beantwortet):

’ Wie ist das, wenn man nicht einen einfachen kubischen Elementkristall, sondern einen komplizierteren Kristall
betrachtet? Gibt es u.U. verschiedene Arten von Leerstellen und Zwischengitteratomen - je nachdem wo man ein Atom
entnimmt oder einsetzt?

Die Antwort ist: Ja!

’ Wie ist das bei Kristallen aus verschiedenen Atomsorten? Gibt es da noch andere atomare Defekte liber die hier auch
anwendbare Komplikation von oben hinaus?

Die Antwort ist ein Uberschwengliches Ja! Im GaAs, z.B. mussen wir auf jeden Fall noch die "Antidefekte"
betrachten, d.h. ein Ga Atom auf einem As Platz und umgekehrt! Auch beim Einbau von Fremdatomen mussen
mehrere Moéglichkeiten unterschieden werden.

’ Wie ist das in lonenkristallen? Dort sind die Atome geladen; gilt das auch fir die AF?

Die Antwort ist Ja: Leerstellen und Zwischengitteratome sind geladen; da die Nettoladung des Kristalls aber Null
sein muf3, kann eine Defektsorte nicht alleine auftreten. Entweder gibt es fir ein geladenes ZGA irgendwo eine
entgegengesetzt geladene Leerstelle. Die beiden AF zusammen nennt man dann Frenkel - Defekt, oder, falls die
Ladungskompensation durch eine zweite, entgegengesetzt geladene Leerstellen erfolgt, Schottky Defekt.

Alternativ konnen die Ladungen von AF auch durch freie Elektronen kompensiert werden - z.B. in Halbleitern.

’ Ab welchen Konzentrationen von z.B. Ag als substitutionelles Fremdatom in Au redet man nicht mehr von einem
Goldkristall mit einem atomaren Defekt, sondern von einer Au-Ag Legierung?

Die Antwort ist: Das kommt darauf an... . Es gibt keine harte Definition; die Grenze liegt unter etwa 1%
Fremdatome. Man spricht von Austauschmischkristallen wenn die beiden Atomsorten im betrachteten
Konzentrationsbereich auf Gitterplatzen sitzen, von Einlagerungsmischkristallen, wenn eine Atomsorte im
Zwischengitter der anderen sitzt. Ob man Fe mit etwa 1% Kohlenstoff nun als Fe mit C-Zwischengitteratomen, oder
als Fe(C) Einlagerungsmischkristall oder als Stahl bezeichnet, ist bis zu einem gewissen Grad Geschmackssache,

’ Konnte es sein, dall atomare Defekte, z.B. Leerstellen, integraler Teil eines Kristalls sind? Daf3 z. B. eine Wirfelecke
in einem kubischen Kristall mit komplizierter Basis grundséatzlich frei bleibt; die Leerstelle sozusagen Teil der Basis ist?
Die Antwort ist prinzipiell: Ja! - ein Beispiel findet sich im Link.

’ Wann ist ein atomarer Defekt kein atomarer Defekt mehr, sondern ein dreidimensionaler Defekt? Die Doppelleerstelle
(zwei Leerstellen nebeneinander) ist, das Wort sagt es schon, noch ein atomarer Defekt; die Dreifachleerstelle auch;
aber wie ist das mit der 10-fach Leerstelle? Irgendwann ist das ein Loch oder Hohlraum (englisch: Void) im Kristall und
damit doch ein dreidimensionaler Defekt?

Die Antwort ist: Auch das ist nicht exakt definiert. Es aber auch nicht so wichtig, denn in der Praxis kommen die
unklaren Zwischenstadien kaum vor.

’ Sind atomare Defekte immer so simpel strukturiert wie in den Graphiken dargestellt?

Die Antwort ist: Meistens wohl ja, aber nicht immer. Uber die exakte Struktur des Eigenzwischengitteratoms in fcc
Metallen gab es einen jahrzehntelangen erbitterten Streit zwischen zwei Denkschulen, und im Si gibt es Hinweise,
dafR bei hohen Temperaturen das Eigenzwischengitteratom "ausgeschmiert” ist, d.h. daf3 in einem Volumen das im
perfekten Kristall von ca.10 Atomen eingenommem wird jetzt 11 Atome sitzen; diese sind aber "verschmiert", so
dafl? man nicht eines von diesen Atome als ZGA bezeichnen kann.

’ Mit diesem Fragenkatalog kommt man sehr schnell in den Bereich der laufenden Forschung. Wir wollen das hier aber
nicht vertiefen. Wer etwas mehr dazu wissen will, schaut in das Einleitungskapitel des Hyperskripts "Defects in

Crystals"
’ Zwei Fragen mif3ten sich jetzt aufdrangen:

1. Gibt es in gebréuchlichen Kristallen Uberhaupt atomare Fehlstellen in nennenswerten Konzentrationen? Genauer
gefragt: Was bestimmt die Konzentration von atomaren Defekten in einem gegebenen Kristall?

2. Sind atomare Defekte wichtig? Fur technische Zwecke oder auch "nur so"?

’ Die Antwort auf beide Fragen ist ein eindeutiges Ja! Ohne atomare Fehlstellene in Si gabe es z.B. keine
Halbleitertechologie. Schauen wir uns zunachst die Herkunft atomarer Fehlstellen an
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Herkunft atomarer Fehlstellen

’ Bei extrisischen AFs in einem gegebenen Kristall ist die Herkunft klar: Die als AF vorliegenden Fremdatome stammen
aus:

Dem Rohmaterial - d.h. sie waren schom im Ausgangsmaterial vorhanden. Da es keine 100% reine Substanzen
gibt, wird jedes Material unvermeidlich immer ein bi3chen "Dreck" auch in Form atomarer Fehlstellen enthalten.

Der Bearbeitung des Materials. Vom Rohmaterial (z.B. ein Stiick Stahlblech) bis zum Produkt (ein Kotfliigel) fuhren
immer einige Bearbeitungsschritte. Dabei ist grundsétzlich moglich, dal? sich der Gehalt an extrinsischen AF
andert. Der Frage, wie das geschehen kann, widmen wir uns etwas spater.

’ Bei diesen beiden Méglichkeiten kann man noch unterscheiden, ob die extrinsischen AF absichtlich oder unabsichtlich
in das Material eingebracht wurden. Bei den unabsichtlich vorhandenen AF muf3 man weiterhin fragen, ob sie
moglicherweise, ohne dalR der Anwender das wul3te, fiir die Funktion des Materials wichtig waren?

’ Dazu zwei, fur manchen vielleicht tiberrachende Bemerkungen:

Die Manipulation atomare Fehlstellen im weitesten Sinne ist die Grundlage vieler Technologien. Die 1. industrielle
Revolution basiert zum Beispiel sehr stark auf der grof3technischen Beherrschung von Stahl - im Gegensatz zu
Schmiede- oder GuRReisen - und damit auf der Beherrschung des interstitiellen Fremdatoms Kohlenstoff im Eisen
(bei gleichzeitiger Vermeidung einiger anderer extrinsischen AF). Mehr dazu im Link "Geschichte des Stahls". Bei
der 2. industriellen Revolution, die wir gerade erleben, ist das nicht anders. Alle Halbleiterbauelemente beruhen auf
der Beherrschung von Defekten; insbesondere aber der atomaren Fehlstellen. Auch in vielen anderen Technologien
spielen AF eine herausragende Rolle.

Atomare Fehlstellen sind oft auch dann fir wichtige Eigenschaften eines Materials (mit)verantwortlich, wenn der
Anwender das gar nicht wei3. Es gibt viele Beispiele auch aus jiingster Zeit, wo eine unbewute Anderung der
Reinheit eines Materials (also weniger oder mehr extrinsische AF gegentber dem alten Zustand) weitgehende bis
dramatische Folgen fur ganze Produktionsablaufe hatte. Einige Beispiel dazu in den Links "Und sie wissen nicht
(immer) was sie tun" und "Loosing Large Amounts of Money with Wet Chemistry".
Wo kommen die intrinsischen AF her? Die Antwort wird uns tief in die statistische Thermodynamik fihren und uns in
Kapitel 5 lange beschaftigen. Hier nur soviel:
Ein Kristall enthalt im thermodynamischen Gleichgewicht immer eine bestimmte Anzahl von intrinsischen AF; sie
gehdren untrennbar zu seiner Struktur. lhre Konzentration n ist gegeben durch folgende Formel, die wir in Kap 5
erarbeiten werden:

E
n=a-exp—- —
KT

Mit a = Kostante ~ 1 cm=3, E = eine fiir den spezifischen Defekt typische Bildungsenergie ~ (0,5 - 2) eV fir
Leerstellen und = (2 - 5) eV flr ZGA.

’ Die Konzentration von Leerstellen und Eigenzwischengitteratomen steigt also exponentiell mit der Temperatur; nur bei T
= 0 K wére sie exakt Null. Am Schmelzpunkt - das ist eine Faustregel - liegt die Konzentration an Leerstellen in
Metallkristallen bei ~ 104 = 0,1 %.

Die Konzentration von Eigenzwischengitteratomen ist i.d.R viel niedriger als die Leerstellenkonzentration; so dafd
sie meist vernachlassigt wird.

In anderen Kristallen - z.B. in Halbleitern - kann die max. Konzentration am Schmelzpunkt noch einige
GrolRenordnungen kleiner sein.

Wieso kénnen einige wenige AF so wichtig sein? Die Antwort ist vielféltig; herausragend ist aber die Bedeutung der AF
fur die Diffusion von Atomen in einem Kristall.

Atomare Fehlstellen und Diffusion

’ Die Bedeutung der Diffusion, d.h. der Bewegung von Atomen in Kristallen fir die Technologie kann kaum tberschatzt
werden.

Betrachten wir als Beispiel die Standardaufgabe der Halbleitertechnik, die Herstellung eines MOS-Transistors.
Folgende (stark vereinfachte) Struktur soll hergestellt werden
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Querschnitt durch einen einfachen MOS Transistor

’ Entscheidend ist, daf3 der (hellblau gezeichnete) Si-Kristall ganz bestimmte substitutionelle Fremdatome enthalt - die
roten Punkte markieren z. B. Phosphor Atome, die blauen Punkte Bor Atome in Konzentration um 1 ppm.

Diese Fremdatome mussen bei der Herstellung des Transistors in die richtigen Bereiche des Kristall in der richtigen
Konzentration eingebracht werden - aber wie?

Sie kénnen nurl) von auBen kommen, d.h. sie miissen durch die Oberflache in den Kristall hinein diffundieren.
Wie geht das? Der Kristall ist ja ein geschlossenes Gebilde; Atome kénnen da nicht so einfach durchwandern. Wir
haben eine Situation wie im nachsten Bild gezeigt

e20%e e20%¢
202020 OOOQO P ]
03235832/0283838| 222838

Oben links ist die Ausgangssituation gezeigt. Zwei rote Phosphoratome sitzen auf der Oberflache
und sollen ins Innere.

Das geht erst, wenn mal eine Leerstelle "vorbeikommt" (mittleres Bild).

Das rechte Bild zeigt dann die Situation etwas spater. Die beiden Atome sind ewas ins Innere
gewandert, sitzen aber immer fest, bis mal wieder eine Leerstelle vorbeischaut!

Der Kristall ist dabei noch viel geschlossener als hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit gezeichnet.
Die Kugeln miften sich ja berthren, oder sogar ein bi3chen durchdringen, wenn richtige Bindungen
vorliegen.

’ Gezeigt ist der Leerstellenmechanismus der Diffusion. Nur Uber diesen Mechanismus ist die Bewegung von Atomen
auf Gitterplatzen moglich. In der Regel werden die Atome des Kristalls selber in ein benachbarte Leerstelle springen -
man spricht dann vonn Selbstdiffusion - aber hin und wieder gelingt das auch der kleinen Minoritat der substitutionellen
Fremdatome. Das ganze kann im Link "Diffusionsmechanismen" animiert betrachtet werden.

Die Leerstelle selbst muR’ dabei notwendigerweise auch beweglich sein. Sie sitzt nicht immer am selben Platz,
sondern bewegt sich durch das Kristallgitter in véllig statistischer Weise - sie diffundiert indem Gitteratome mit ihr
den Platz wechseln.

Damit wird klar, daR® die Diffusiongeschwindigkeit, mit der sich ein Phosphoratom im Si Gitter bewegen kann (oder
jedes andere substitutionelle Fremdatom in jedem anderen Gitter) im wesentlichen davon abhangt wie hoch die
Leerstellenkonzentration ist und wie schnell sich die Leerstellen selbst bewegen.

Die entscheidende Grofe fur die Mobilitat eines Fremdatoms ist seine Sprungfrequenz, d.h. die (mittlere) Zahl von
Spriingen pro Sekunde mit der (im Mittel) sich eine Leerstelle auf einem Nachbarplatz bewegt.

’ Die Diffusion von interstitiellen Fremdatomen kommt dagegen ohne Leerstellen aus. Hier hipfen die Atome direkt von
einem Zwischgitterplatz zum nachsten - beobachtbar im Link "Diffusionsmechanismen”. Interstitielle Fremdatome
diffundieren deshalb haufig schneller als die substitutionellen.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 4.1.2

1) Keine Regel ohne Ausnahmen. Bei der sogenannten "Neutron transmutation doping" Technik, werden substitutionelle
Phosphoratome im Si dadurch erzeugt, dass man den Si Kristall fir einige Zeit in einen Kernreaktor hangt; durch die dort
vorhanden Neutronen werden Si Atome umgewandelt (“transmutated”) in P Atome. Obwohl das etwas abwegig scheinen
mag, handlet es sich doch um eine etablierte und benutzte Technik.
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4.1.3 Versetzungen: Definition und strukturelle Eigenschaften

Versetzungen sind die einzigen eindimensionalen oder linienhafte Defekte in Kristallen; es gibt sie aber in vielen
Varianten. Sie sind erfahrungsgeman nicht ganz einfach zu verstehen. Wir wollen hier aber nur einige ganz allgemeine
Eigenschaften behandeln, denn:
Versetzungen sind die fur die gesamte plastische Verformung kristalliner Materialien verantwortlichen Defekte und
damit insbesondere fur alle Metalle.
Gabe es keine Versetzungen in Kristallen, wéaren alle Kristalle spréde wie Glas! Die gesamte metallverarbeitende
Industrie mit all ihren Produkten wirde nicht existieren.
Andererseits: Versetzungen sind absolut todliche Defekte fir viele Halbleiterbauelemente. Kénnte man nicht
vollstandig versetzungsfreie Siliziumkristalle herstellen, gabe es keine Mikroelektronik.
’ Grund genug, sich Versetzungen etwas néher anzuschauen. Zunachst anhand der Struktur der am einfachsten zu
zeichnenden Versetzung, der sog. Stufenversetzung.

Hier ist das schon vorher erwéhnte Rezept zur Generierung einer Stufenversetung:

Perspektivische dreidimensionale Sicht  Darstellung des Kristalls nur durch die

eines Gitters/Kristalls: gewahlte Ebenenschar
Eine Ebene aus einer Ebenenschar zur zeichnerischen Vereinfachung
{hkl} mit den
auf ihr sitzenden Atomen ist
herausgegriffen

und blau markiert.

Mit einem fiktiven Messer wurde ein Teil  Die beiden Kristalloberflachen links und
einer Ebene entfernt. rechts der
Schnittflache werden
wieder zusammengefiigt; um den
Versetzungskern herum muf3 das Gitter
dabei elastisch verspannt werden.

’ Mit dieser sehr kinstlichen Konstruktion ist jedenfalls ein eindimensionaler Defekt entstanden. Denn entlang der
Versetzungslinie (im letzten Bild rot gekennzeichnet) stimmt die Symmetrie des Gitters prinzipiell nicht mehr. Etwas
weiter weg ist, von elastischen Verzerrungen abgesehen, jedoch alles in Ordnung - und elastische Verzerrungen fiir sich
sind keine Defekte!

Zunachst sollte jeder sich durch eine kleine Skizze davon Uberzeugen, daf} diese Aussage stimmt. Man mul3 nur
im obigen Bild wieder die Atome einflllen.

Danach fassen wir Mut, denn trotz der kiinstlichen Erzeugung der obigen Stufenversetzung sehen reale
Stufenversetzungen genau so aus. Dies kann mit elektronenmikroskopischen Bildern, auf denen man bei sehr hoher
VergréRerung (am Rande des Moglichen) die Projektionen der Netzebenen direkt sehen kann, sehr schon illustriert
werden; ein Beispiel ist im Link zu sehen.

’ Aus dem simplen Bild weiter oben lassen sich schon einige Folgerungen ableiten:

Zur Beschreibung einer Versetzung gehort immer eine Aussage Uber die Versetzungslinie. Bei uns verlauft diese
Linie gerade, aber das ist kunstlich. Selbst mit unserm fiktiven Messer hatten wir ja auch krumm in den Kristall
schneiden kénnnen.
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Eine Versetzung kann nicht im Inneren des Kristalls enden. Eine Schnittlinie kann das auch nicht. Der
aufgeschnittenen Bereich hat immer eine Umrandung (= die Versetzungslinie), die entweder bis zur Oberflache lauft
oder einen geschlossenen Kreis bildet.

Nach dem Schneiden muf3ten wir die Schnitthalften wieder zusammenfiigen; dazu war eine Verschiebung der
Schnittebenen nétig. Die "Starke" dieser Verschiebung definiert uns die "Starke" der Versetzung. Héatten wir zum
Beispiel zwei Ebenen herausgeschnitten, hatten wir doppelt so viel verschieben missen, um die Schnitthalften
wieder zusammenzufliigen.

’ Damit kdnnen wir jetzt die allgemeinste Definition aller mdglichen Versetzungen angehen; sie stammt von Volterra, der
1907 aus allgemeinen elastizitatstheoretischen Uberlegungen heraus die folgenden Betrachtungen anstellte. Die
Versetzung selbst wurde erst 1934 als tatsachlicher Defekt postuliert!

’ Volterra verallgemeinerte den Umgang mit dem fiktiven Messer das wir mal Volterra Messer nennen. In moderner
Notation sieht das Rezept so aus:

1. (Fiktiver) Schnitt in den Kristall; die Schnittlinie entspricht dem Linienvektor t der zu bildenden Versetzung

Die Schnittlinie im Material definiert die Versetzungslinie; sie kann nicht im
Material enden. Der Schnitt bildet immer eine durch einen geschlossenen
Ring berandete Fléache; in unserer Konstruktion verlaufen 3 der 4 Schnittlinien
auf der Oberflache.

la

2. Verschieben der beiden Schnittebenen um einen beliebigen Translationsvektor des Gitters. Der gewahlte
Translationsvektor ist fur die entstehende Versetzung charakteristisch und heif3t Burgersvektor b nach dem
ErfinderBurgers; das Vorzeichen hangt von einer hier unwichtigen Konvention ab. Gezeigt sind drei mdgliche
Verschiebungen. 2a und 2b sind problemlos, da die Verschiebung in der Schnittflache liegt; fir 2c mussen wir
noch was tun.

2b 2c

3. Liegt die Verschiebung nicht in der Schnittflache, brauchen wir eine zusatzliche Regel. Es gilt einfach:
Material so entnehmen oder einfillen, dal3 die Schnittflachen wieder aufeinander passen.

4. Wir stellen wieder eine perfekten Kristall her - mit Ausnahme der
Umgebung der Versetzungslinie - indem wir die Schnittflachen wieder
"verschweil3en". Da der Burgersvektor ein Translationsvektor des Gitters
ist, passen die beiden Halften immer exakt aufeinander

bl

’ Dieses Rezept klappt immer. Da der Verschiebungsvektor ein Translationsvektor des Gitters war, passen die
Schnittflachen Uberall perfekt zusammen -aul3er entlang der im Material verlaufenden Schnittlinie, der Versetzungslinie.
Es ist ein eindimensionaler Defekt, entstanden - eine Versetzung. Wir erkennen die schon eingefiihrte Stufenversetzung
in Bild 1a wieder, aber auch neue Gebilde wie die Schraubenversetzung in Bild 1b.

Die Versetzung ist dabei eindeutig durch ihren Linienvektor t = t(x,y,z) und ihren Burgersvektor b = const. =
Translationsvektor des Gitters definiert, mit Linienvektor = Schnittlinie; Burgersvektor = Verschiebungsvektor.

Der Burgersvektor ist fiir eine gegeben Versetzung Uberall gleich da es nur eine Verschiebung der Schnittflachen
relativ zueinander gibt. Der Linienvektor kann jedoch (als Tangente an die Versetzungslinie = Schnittlinie) an
jedem Punkt anders sein, da wir ja auch willkirliche Schnitte machen kdnnten.

Stufen- und Schraubenversetzung (mit einem Winkel (t, b) = 90° bzw. 0° zwischen dem Linienvektor t und
Burgersvektor b der Versetzung) sind Grenzfélle des allgemeinen Falls einer gemischten Versetzung, mit Winkel
o(t, b) = beliebig.

’ Mit dieser Definition kann man eine verwirrende Vielfalt moglicher Versetzungen erzeugen. In der Realitat gibt es sogar
noch Untervariante, die mit der hier wiedergegebenen einfachen Volterra Definition gar nicht abgedeckt sind. So tief
wollen wir hier aber noch nicht in die Versetzungstheorie eindringen, sondern uns nur noch drei Eigenschaften des
Burgersvektor anschauen:
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1. Der Burgersvektor gibt direkt die Grof3e der Stufe an, die durch die Erzeugung der Versetzung auf der
Kristalloberflache entstanden ist. Dies ist aus den obigen Bildern direkt ablesbar.

2. Das Verfahren kann umgedreht werden: Ist die atomare Struktur einer Versetzung gegeben (z.B. aus einem
elektronenmikroskopischen Bild), kann der zunéchst ja nicht bekannte Burgersvektor aus einem Burgersumlauf
bestimmt werden. Das Rezept ist einfach und in der folgenden Graphik dargestellt:

3. Burgersvektor und Linienvektor spannen die Gleitebene auf. Nur auf dieser Ebene kann sich die Versetzung
bewegen ohne dafd Material eingefiillt oder herausgenommen werden muf3. Das ist leicht einzusehen, denn
Versetzungsbewegung heil3t, den Schnitt mit dem Volterra Messer fortzuftihren.
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Fuhre einen beliebig gestalteten Fuhre exakt denselben Umlauf in
geschlossenen Umauf von Gitter- einem Referenzkristall durch - der
punkt zu Gitterpunkt um die Umlauf wird sich jetzt
Versetzung durch. nicht mehr schliel3en.

’ Derjenige Vektor, der benétigt wird, um im Referenzgitter wieder zu Startpunkt zu kommen, ist der Burgersvektor!

Wie so haufig, héngt das Vorzeichen des Burgersvektors von einer willkirlichen Konvention ab. Man kann natrlich
auch zuerst einen geschlossenen Umlauf im Referenzkristall machen und danach denselben Umlauf um die
Versetzung herum; oder ... - jedesmal kann dann das Vorzeichen wechseln. Das Vorzeichen ist damit
Konventionssache; man muf3 natirlich sehr aufpassen, dal3 man beim praktischen Arbeiten in ein und derselben
Konvention bleibt.

Wer das ganze noch einmal perspektivisch sehen will, betétigt den Link.

Das sollte man mal Giben!

Ubung 4.1-1

Konstruktion von Versetzungen und
Bestimmung des Burgersvektors

’ Aber jetzt zum Dreh- und Angelpunkt der Bedeutung von Versetzungen fur die Menschheit! Wir werden dies in Kap. 8
noch ausfihrlicher behandeln, hier geht es um das Prinzip

Plastische Verformung aller Kristalle erfolgt
ausschlie3lich durch die Erzeugung und Bewegung
von Versetzungen

’ Plastische, d.h. bleibende Verfomung bedingt, da3 Teile eines Kristalls sich gegentiber anderen Teilen verschoben
haben. Dies geschieht immer nur dadurch, daf3 Versetzungen durch den Kristall laufen.
Betrachten wir z.B. Bild 2a als einen Zustand, bei dem die durch den Schnitt definierte Versetzung von der
orangefarbigen Oberflache aus in den Kristall hineingelaufen ist, so wéare nach weiterem Durchlaufen der Versetzung
"nach hinten”, der obere Teil des Kristall gegenuber dem unteren um genau einen Burgersvektor verschoben sobald
die Versetzung an der Ruckseite austritt.
Dies schauen wir uns im nachsten Unterkapitel etwa genauer an.

’ Vorher aber noch eine kleine Anregung: (Stufen)versetzungen, wenn man mal weif was das ist, findet man im
zweidimensionalen Uberall, wo es periodische Strukturen gibt: Auf mit Dachziegeln gedeckten Hausdachern, im Muster
der Pflastersteine - Augen offen halten.

Dann auch noch in periodischen Anordnungen, die nicht jeder zu Gesicht bekommt, z.B. im "Void lattice" wie es in
manchen Kristallen nach heftiger Bestrahlung mit z.B. He ensteht: Schiel3t man gentigend He in einen Kristall,
entstehen kleine gasgefiillte Blasen - englisch voids genannt. Das sind dreidimensionale Defekte (siehe Kap. 4.1.6),
und manchmal ordnen sich diese Voids periodisch an; sie bilden einen Void-Kristall. Und dieser Void-Kristaln hat
Kristallgitterdefekte, z.B. Versetzungen. Wer's nicht glaubt, betatigt den Link.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 4.1.3
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4.1.4 Versetzungen und plastische Verformung

’ Aber jetzt zum Dreh- und Angelpunkt der Bedeutung von Versetzungen fir die Menschheit. Wir werden dies in Kap. 8
noch ausfihrlicher behandeln, hier geht es um das Prinzip.

Hier noch einmal die entscheidende Ausage:

Plastische Verformung aller Kristalle erfolgt
ausschlie3lich durch die Erzeugung und Bewegung
von Versetzungen

’ Die Umkehrung ist auch richtig: Will ich plastische Verfomung verhindern, muf3 ich die Erzeugung und (wichtiger) die
Bewegung von Versetzungen verhindern.

Aber nicht immer und hundertprozentig - denn sonst héatte ich ein sprodes Material - sondern so daf3 ich maximale
"Harte" (=Widerstand gegen plastische Verfomrung) kombiniere mit einem Rest an Duktilitat=plastische
Verformbarkeit.

Das Paradigma dazu war jahrtausendelang das "magische" Schwert; heutzutage ist es die Autokarrosserie (und der
Golfschlager!).

’ Selbstverstandlich ist plastische Verformbarkeit au3erordentlich nitzlich, um ein bestimmtes Teil herzustellen (Kotfluigel
etc., z.B. durch Pressen). Aber auch Glas kdnnte man (bei htherer Temperatur) in die Form eines Kotfliigels oder
Schwerts pressen; trotzdem haben Glasschwerter keine Bedeutung erlangt.

Denn plastische Verformbarkeit ist auch beim fertigen Produkt, das sich eigentlich nicht mehr verformen soll,
eminent praktisch: Das Stahlschwert bricht eben nicht, wenn man auf ein anderes Stahlschwert haut, sondern hat
allenfalls eine kleine Macke (=lokale plastische Verformung). Schlecht, aber allemal besser als der beim
Glasschwert sichere Bruch. Bei Kotflligeln etc. gilt dasselbe Prinzip.

’ Plastische, d.h. bleibende Verfomung heif3t, daf3 sich ein Kristall nach Einwirkung einer Kraft bleibend verformt hat. Das
gilt z. B. fir einen Kotfliigel, nachdem man gegen einen Baum gefahren ist - der Metallkristall hat jetzt eine ander Form
als vorher. Der Baum selbst, falls man ihn nicht gefallt hat, hat sich i.d.R. elastisch verformt (von den Verletzungen der
Rinde abgesehen). Er ist nach Wegnehmen der Kraft wieder in der vorherigen Gestalt.

Plastische Verformung bedingt zwangslaufig, dal3 Teile eines Kristalls sich gegeniiber anderen Teilen verschoben
haben. Einige Atome sind nicht mehr dort, wo sie friilher waren. Die damit verbundenen bleibenden Verschiebungen
der Atome werden immer durch den Durchlauf von Versetzungen durch den Kristall erzeugt.

Betrachten wir z.B. Bild 2a als einen Zustand, bei dem die durch den Schnitt definierte Versetzung von der
orangefarbigen Oberflache aus in den Kristall hineingelaufen ist, so wéare nach weiterem Durchlaufen der Versetzung
"nach hinten", der obere Teil des Kristall gegenliber dem unteren um genau einen Burgersvektor verschoben sobald
die Versetzung an der Riickseite austritt.

Das schauen wir uns genauer an

Im ersten Schritt legen wir eine "Scherspannung"” an, die den oberen Teil des Kristalls gegentiber dem unteren Teil nach
links verschieben mochte.
Solange die Spannung nicht zu groR ist, wird der Kristall sich nur elastisch verformen. Nach Uberschreitung einer
bestimmten GroR3e, der FlielRspannung oder Flie3grenze, bildet sich jedoch eine Stufenversetzung, die in der
gezeigten Weise durch den Kristall wandert. Auf der linken Seite hat sich eine Stufe gebildet; die Hohe der Stufe ist
durch den Burgersvektor der Versetzung gegeben.
Nach Durchqueren des Kristalls hat sich auch auf der rechten Seite eine Stufe gebildet. Der Nettoeffekt des
Durchgangs der Versetzung ist die Abgleitung der oberen Kristallhélfte relativ zur unteren um einen Burgersvektor.
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’ Warum so kompliziert, wenn es eigentlich auch einfach geht? Warum rutscht die obere Kristallhélfte nicht einfach
geschlossen nach links? Die Antwort werden wir uns in Kapitel 8 noch genauer anschauen: hier nur soviel: Dazu
mifSten erheblich hdhere Kréafte wirken - man mufd ja sehr viele Bindungen gleichzeitig I6sen; mit einer Versetzung sind
es viel weniger.

’ Im taglichen Leben ist das ein bekannter Effekt. Oft gelingt die Bewegung eines Korpers relativ zu einem anderen viel
besser, wenn ein "Defekt" erzeugt wird, der durch den Korper lauft. Nachfolgend ohne Kommentar drei Beispiele.
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’ Wie kann eine makroskopische Verformung in alle drei Raumrichtigen (Kotfliigel!) durch Versetzungen entstehen, wenn
eine Versetzung gerade mal eine Verformung um Bruchteile eines Nanometers bewirkt? Die Antwort ist klar:

1. Es missen sehr viele Versetzungen zusammenwirken, und
2. Sie mussen auf vielen verschiedenen Ebenen durch den Kristall laufen.

’ Das wird uns in Kapitel 8 noch beschéftigen, hier wollen wir noch ein Maf3 fiir die Menge an Versetzungen in einem
Kristall definieren, die Versetzungdichte p. Wir nehmen dafiir einfach die Gesamtlange aller Versetzungen in einem
cm3des Kristalls, so daR gilt

Gesamtlange Versetzungen

p =
Volumen Kristall

cm
[p] = — = cm™2
cm3

’ Die Dimension von p darf einen nicht in die Irre filhren - es sind cm pro cm3! Die durch 1/cm? insinuierte Flachendichte
hat jedoch auch einen Sinn - dazu eine Ubungsaufgabe.

Ubung 4.1-2

Versetzungsdichten - Definitionen und
Messung

’ Wie grof3 sind Versetzungsdichten in normalen Kristallen? Die Antwort mag Uberraschen: man findet eine Bandbreite
von 0 cm~2 bis zu 1012 cm—2! Beispiele dazu:
Versetzungsfreies Silizium - das Basismaterial fir die Siliziumtechnologie: p=0 cm=2
Es gibt auch noch versetzungsfreies Ge, sonst haben alle Kristalle (mit Ausnahme mikroskopisch kleiner) immer
eine endliche Versetzungsdichte.

"Gute" Einkristalle (fiirs Labor geziichtet): p ~ (103 - 10°) cm=2.
Normale Kristalle inkl. Polykristalle: p ~ (10° - 10%) cm=2.
Stark verformte Kristalle: p=pijs 1012 cm=2.

¥ Wenn man sich vor Augen halt, daB eine Versetzungsdichte von 1010 cm=2 bedeutet, daB in einem cm3 Kristall
insgesamt 1010 cm=100 000 km Versetzungen stecken, wird begreiflich, warum sich selbst groRe makroskopische
Verformungen durch die winzigen Verschiebungen der Einzelversetzung darstellen lassen.

’ Zum Schluf ein Bild aus dem Transmissionselektronenmikroskop (TEM), mit dem man bei hoher Vergrof3erung durch
dinne (d.h. Dicke =~ 1 um) Kiristalle hindurchsehen, und dabei Versetzungen direkt sichtbar machen kann. Die
dreidimensionale Versetzungsstruktur wird dabei projeziert dargestellt.
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Viele weitere Beispiele sowie das "Funktionsprinzip" der Elektronenmikroskopie fiir diesen Fall finden sich im Link.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 4.1.4
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4.1.5 Flachenhafte Defekte

Die Oberflache und die Oberflachenenergie

’ Wir haben bereits diskutiert, daf? die Oberflache (oder genauer die Grenzflache Material - Umgebung) als
Kristalldefekt behandelt werden muf3. Bei der Oberflache ist leicht einsichtig, daf3 sie einen eigenen Energiebeitrag in
die Energiebilanz des Kristalls einbringt. Die Atome auf der Oberflache haben andere Bindungsverhéltnisse als Atome
im Inneren des Korpers, und damit auch andere energetische Bedingungen.

Die Angabe einer Oberflachenenergie Yy ist sinnvoll, mit y = Energie der Oberflache/cm?2 = Energieaufwand, der
benétigt wird um 1 cm? neue Oberflache zu schaffen.

I cm

Die Oberflachenenergie vergéRert sich
um 2y

Typische Oberflachenenergien (nach Barett) sind z.B.:

Y(Glas) = 300 erg/cm?2 = 3 00 mJ/m?

y(Fe) = 2100 erg/cm?2 = 2 100 mJ/m?2

(Leider werden Grenzflachenenergieen noch gerne in den alten cgs Einheiten angegeben. Die Unrechung auf Sl
Einheiten ist aber in der gezeigten Weise einfach. Dabei ist 1 erg = 10~/ J; d.h. 1 erg/cm? = 1 mJ/m?2).

’ Das sind aber relativ unanschauliche Zahlen, deshalb wollen wir in einer Ubungsaufgabe ein etwas intimeres Verhaltnis
zu diesen Werten bekommen

Ubung 4.1-3

Grenzflachenenergien pro Atom

’ Alle zweidimensionalen Defekte fallen unter die oben schon angedeutete Definition, die wir jetzt verallgemeinern wollen.

Flachenhafte Defekte = Grenzflachen

’ Jeder flachenhafte Defekt ist eine Grenzflache zwischen zwei Kérpern; man kann dem Defekt auch immer eine
Grenzflachenenergie analog der Oberflachenenergie zuschreiben. Der Sprachgebrauch ist aber oft schlampig bzw.
beschreibt komplizierte Dinge in einem Wort, das dann eine Art Oberbegriff ist.

Wenn man z.B. von der Oberflache eines Si-Kristalls spricht, redet man von einem Gebilde, das die Grenzflache
des Siliziumkristalls zu dem sich an Luft gebildeten etwa 2 nm dicken SiO2 und die Grenzflache des SiO2 mit der
Luft umfaRdt. Eine Grenzflache Si - O2/N2 gibt es nicht, da sofort eine Oxidation erfolgt und sich SiO2 bildet.

Wohldefiniert ist dagegen die Grenzflache Si - (Ultrahoch)vakuum. Dal die Oberflache ein Defekt ist, wird
insbesondere bei der {111} Oberflache in diesem Fall sehr deutlich, da sich die Oberflachenatome véllig neu
anordnen, um die Oberflachenergie zu minimieren. Mit dem Rastertunnelmikroskop kann man das (im Link) direkt
sehen: Die Anordnung hat keinerlei Ahnlichkeit mit der {111} Ebene eines Diamantgitters. Auf anderen Ebenen
treten ebenfalls solche Reorganisationen auf, aber nicht so ausgepragt wie auf der {111} Oberflache.

’ Je nach Art der sich entlang der Grenzflache beruhrenden Kérpern spricht man abgesehen von der Oberflache im
wesentlichen von folgenden zweidimensionalen Defekten:

Phasengrenze:
Grenzflache zwischen zwei verschiedenen (im Sprachgebrauch i.d.R. festen) Korpern.

Korngrenze:
Grenzflache zwischen identischen, aber zueinander beliebig orientierten Kristallen.

Stapelfehler:
Grenzflache zwischen zwei identischen und sehr speziell zueinander orientierten
Kristallen.
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Phasengrenzen und Korngrenzen

’ Phasengrenzen sind wohl die haufigsten und fir unser Zwecke sehr leicht zu verstehende Defekte. Allerdings sollten
wir den Begriff "Phase™ noch definieren:

Unter einer Phase wollen wir einen homogenen, unterscheidbaren und (im Prinzip) mechanisch abtrennbaren Teil
eines gegeben Materials mit gegebener chemischer Zusammensetzung verstehen.

’ Phasengrenzen umfassen eine Unzahl von méglichen Grenzflachen - zum Beispiel die Grenzflache zwischen
kristallinem und amorphen Silizium, zwischen Si und SiO oder Pd»Si (Palladiumsilizid), oder .... Aber auch die
Grenzflachen zwischen dem Fe - Kristall und den eingelagerten kleinen Graphitpartikeln des Gul3eisens, den
Glasfasern und dem Epoxyharz der glasfaserverstarkten Kunststoffe, zwischen den Glimmer- und Feldspatteilchen des
Granits oder den Bestandteilen von Beton sind Phasengrenzen.

Wir sind daran gewoéhnt, dal3 die meisten Materialien des taglichen Lebens Phasengrenzen enthalten und daf die
Phasengrenzen viele Eigenschaften bestimmen. Uber diese Phasengrenzen denken wir gar nicht nach: ihre
Eigenschaften sind empirisch mehr oder weniger bekannt.

Nicht allgemein bekannt ist, dal’ auch einige Hochtechnologieprodukte sehr stark von den Eigenschaften ihre
Phasengrenzen dominiert werden; darunter fallen z.B. viele optoelektronische Bauelemente oder
Festkorpersensoren. Die exakte Struktur der Phasengrenzen und insbesondere die Vermeidung bestimmter
struktureller Eigenheiten in diesen Defekten ist von Uberragender Bedeutung fur die Produkte und Objekt grofRer
Forschungsanstrengungen.

’ Zwei Bilder im Link sollen die mégliche Komplexitat von Phasengrenzen illustrieren ohne dal® wir uns in Details
verwickeln. Wer mehr wissen mochte; kann einen Blick in das Hyperskript "Defects werfen.

’ Die Phasengrenze zwischen zwei Kristallen identischer Bauart aber verschiedener Orientierung, heit Korngrenze, ihre
Geometrie ist damit verstandlich. Ein Schemabild zeigt sofort, dal? die einzelne Korngrenze dabei beliebige
Orientierungen im Raum haben kann.

Hier eine schematische (zweidimensionale) Darstellung von Kristallkdrnern in willktrlicher Form mit den zugehérigen
Korngrenzen, der Phasengrenze zu einer Ausscheidung und der Oberflache.

CHISEENES
0y
(A ESE

{AE:

’ Korngrenzen sind per definitionem die (meist beherrschenden) Defekte in Polykristallen, wahrend sie - ebenfalls per
definitionem - in Einkristallen nicht vorkommen. Fast alle natirlicherweise vorkommenden Kristalle sind Polykristalle;
Einkristalle sind selten und dann oft kostbar; man denke an die Edelsteine.

Kinstlich hergestellte Einkristalle sind zwar nicht selten, aber trotzdem kostbar. Von Uiberragender Bedeutung sind
die Silizium Einkristalle, der Grundstoff der Mikroelektronik, mit einem Markt im Jahre 1999 von ca. $ 8 - 10° pro
Jahr. In der Optoelektronik gilt dasselbe fir GaAs und verwandte Kristalle.

Weiterhin werden Einkristalle aller Arten fir viele Anwendungen in der Optik gebraucht. Aber auch besonders
leistungsfahige (und treibstoffsparende) Flugzeugturbinen benétigen einkristalline Schaufeln aus einer Ti -
Legierung.

’ Man erkennt an den Beispielen, da Korngrenzen die Eigenschaften eines Materials sehr stark beeinflussen kénnen,
sonst wiirde man sich ja nicht die Milhe machen teure Einkristalle fiir technische Zwecke zu "ziichten". Das heil3t aber
nicht, da Korngrenzen immer "schlechte" Defekte sind. Je nhach Anwendung eines Materials kdnnen sie nutzlich oder
schéadlich sein.

’ Die atomare Struktur von Korngrenzen ist sehr kompliziert; das soll uns aber hier nicht interessieren. Auf jeden Fall
haben Korngrenzen als innere Grenzflachen eine Grenzflachen- oder Korngrenzenenergie; sie liegt ganz grob (z.B. fur
Si) in der GréRBenordnung von 300 erg/cm? = 300 mJ/m?2.

Da diese Korngrenzenenenergie stark von der exakten Geometrie abhangen kann (d.h. der relativen Orientierung der
beiden Kristalle zueinander und der kristallographischen Ebenen der Korngrenze in einem der Kristalle), und das
Prinzip der Energieminimierung immer noch gilt, findet man in realen Kristallen haufig ganz bestimmte Korngrenzen
(sog. Zwillingskorngrenzen) mit besonders niedriger Energie (z.B. ca. 50 mJ/m?2 statt ca. 300 mJ/m2 im Silizium).

Dies fuihrt uns zu weiteren speziellen flachenhaften Defekten, den Stapelfehlern, die mit den Zwillingskorngrenzen
eng verwandt sind.
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Stapelfehler

’ Stapelfehler entstehen in unserer prinzipiellen Definition, wenn man zwei durch ihre Stapelfolge definierten Kristalle
entlang einer Grenzflache so zusammensetzt, daf? beide Kristall zwar exakt gleich orientiert sind, an der Nahtstelle
aber die Stapelfolge nicht stimmt. Wir machen uns dies in einem Gedankenexperiment klar:

Wir betrachten den durch die Stapelfolge
ABCABCABCABLC... definierten fcc - Kristall

Wir schneiden den Kristall auf einer der Stapelebenen in 2 Halften und erhalten zwei Kristalle, z.B.

ABCABCA und BCABCABC...

Wir fligen die Kristalle wieder zusammen, aber so, daf3 die erste (= linke) Lage des 2. Kristalls (die B-Lage in der
friheren Nomenklatur) jetzt die im Kristall mégliche 2. Alternative wahrnimmt, d.h. bezlglich der Nomenklatur im 1.
Kristall zur C-Lage wird. Entsprechend wird aus der alten C - Lage dann die A - Lage und aus der A - Lage die B -
Lage. Dazu missen wir unseren 2. Kristall (in der Schnittebene) etwas verschieben (genau gesagt um einen Vektor
des Typs a/6<112>).

’ Das gleiche Ergebnis erhalt man, wenn man in einem leicht modifizierten 2. Rezept die B-Lage des 2. Kristalls
gedanklich abschalt und wegwirft, und die beiden Kristalle dann ohne Verschiebung wieder zusammenfihrt.

Was wir in beiden Fallen bekommen ist der Kristall

ABCABCACABCABCABC...

’ Dieser Kristall enthalt ersichtlich einen flachenhaften Fehler, eben einen Stapelfehler. Der in der Stapelfolge gezeigte
Defekt ist aber nicht der einzige moglich Typus von Stapelfehlern. Das Rezept 1af3t sich auf alle Kristalle anwenden, die
Uber das Stapeln von Ebenen definiert werden kénnen (und das sind letztlich alle) und au3erdem noch erweitern. Wir
schauen uns eine Erweiterung fur fcc Kristalle an:

Wir schlieRen an das 2. Rezept von oben an, schneiden eine Stapelfolge irgendwo auf, werfen aber nicht die erste
Ebene des 2. Kristall weg, sondern fligen eine zusatzliche Ebene ein. Das sieht fiir fcc Kristalle so aus:
ABCABCABCABC.... + Schnitt =

ABCABC und ABCABCABC... . Ebene einfligen ergibt

ABCABC und BABCABCABLC... . Nach Zusammenfugen haben wir

ABCABCBABCABC.

Da wir keine Kopf-auf-Kopf Situation zulassen, konnte nur eine B - Ebene eingefiigt werden.

Schauen wir uns das mal an

Eine A - Ebene ist
Eine C - Ebene fehlt, wir  zysatzlich enthalten, wir

<110> Projektion haben einen intrinsischen hal?en_einen
Stapelfehler extrinsischen
Stapelfehler

Das perfekt fcc - Gitter in

’ Die zwei Stapelfehler unterscheiden sich deutlich; zur Unterscheidung werden sie intrinsisch oder extrinsisch genannt,
je nachdem ob eine Ebene fehlt oder zuviel ist

Diese Bezeichnung hat einen Sinn, der sich uns im néachsten Unterkapitel erschlief3t.
’ Stapelfehler scheinen etwas "kiinstliches" zu sein. Deshalb nehmen wir hier erstmal nur zur Kenntnis:

Stapelfehler in dichtestgepackten Kristallen sind sehr prominente Defekte, die sehr haufig auftreten und oft nur
schwer zu vermeiden sind.

Stapelfehler und Versetzungen sind insbesondere in fcc Kristallen oft zu etwas neuem kombiniert (einer
"aufgespaltenen Versetzung"). Ohne auf Einzelheiten einzugehen, soll doch angemerkt werden, dal3 die
Eigenschaften der Stapelfehler damit sehr stark die Versetzungsmechanik und damit die plastische Verformbarkeit
dieser Materialien beeinfluft.

Ein Sorte Stapelfehler in Silizium hat sogar einen eigenen Namen und heil3t "Oxidationsinduzierte Stapelfehler"
(OSF). Wir ahnen: Diese OSFs, oder besser gesagt ihre Vermeidung, sind sehr wichtig fir die Si-Technologie, und
aulRerdem werden sie wohl durch einen Technologieprozel3, die Oxidation, erzeugt.

’ Zum SchlufR noch einen Uberblick tiber die GroRenordnung von Grenzflachenenergien. Die Zahlenwerte sollten immer im
Zusammenhang mit der Ubungsaufgabe von oben gesehen werden!
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Typus

Oberflache

"GroRRwinkel"
Korngrenze

Zwillingskorngrenzen

"Kleinwinkel"
Korngrenze

Stapelfehler

Phasengrenzen

w
Fe
n

Cu, Al

Auspragung

Spezielle Korngrenze,
sehr haufig in fcc Gittern

Durch Versetzungen darstellbar

Al
Cu
Au

Cu + 30% Zn
18/8 Edelstahl
fcc Co bei RT

(deshalb ist es hexagonal!)

vy [mJ/m?]

1450
700
380

~ 500

~ 100 .... 200

0...100

250
100
10

<0

Fragebogen

Multiple Choice Fragen zu 4.1.5
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4.1.6 Volumendefekte

’ Was gibt es an Volumendefekten, d.h. dreidimensionalen Defekten? Das kann man sich nun leicht vorstellen:

’ 1. Lécher oder Hohlrdume - man sagt dazu aber auf gut Englisch immer "Voids", denn das Wort "Lécher" ist in der
Materialwissenschaft schon vergeben (fir fehlende Elektronen in Halbleitern).

So ein Hohlraum im Kristall kann sehr klein sein (Durchmesser im nm Gebiet) oder auch ziemlich grof3
(Durchmesser im pm, wenn nicht gar mm Gebiet).

Vielleicht ist der Hohlraum mit Vakuum, vielleicht aber auch mit einem Gas unter mehr oder weniger groRem Druck
geflllt.

So ein Void kann eher kugelférmig sein oder langlich. Oft hat es eine geometrische Form, die der Kristallstruktur
angepalt ist (z.B. ein Oktaeder). Dann werden offenbar Oberflachenergien minimiert. Ist das Void sehr flach,
nennen wir es Mikrorif3 (und betrachten es dann wieder al zweidimensionalen Defekt), vor allem wenn es bis zur
Kristalloberflache reicht. Beispiele fur ein hiibsches kleines Void und Mikrorisse zeigen die
elektronenmikroskopischen Aufnahmen im Link

Voids entstehen z.B. direkt bei der Herstellung, insbesondere beim Sintern von Keramiken (d.h.
"Zusammenbacken" kleiner Keramikkristallchen zu einem grof3en Kérper), durch die Zusammenballung vieler
Leerstellen, durch den Aufstau vieler Versetzungen (das gibt dann Mikrorisse), durch die Agglomeration von ins
Gitter (als extrinsische atomare Defekte) eingebaute Gasatome (vor allem Wasserstoff; fihrt ebenfalls zu
Mikrorissen) und inshesondere durch Bestrahlung eines Kristalls mit Teilchen aller Art.

Voids sind zwar wichtige Defekte, aber bei weitem nicht so wichtig wie:

’ 2. Ausscheidungen, oder Prazipitate (engl. "precipitate")

Ausscheidungen sind einfach vollstandig in die Matrix des Wirtskristalls eingebettete andere Phasen, sozusagen
mit Festkorpern (gelegentlich auch FluRigkeiten) gefullte Voids. Wie Voids kommen auch Ausscheidungen in allen
GréRen und Formen vor, auch dazu sind einige elektronenmikroskopische Bilder im Link.

In der Regel unterstellt man mit dem Wort "Ausscheidung”, daf3 sie sich im Kristall erst gebildet hat, z.B. durch
Diffusion und Agglomeration von Fremdatomen beim Abkuhlen. In anderen Worten: direkt nach dem Erstarren einer
Schmelze sind Ausscheidungen noch nicht vorhanden.

In den Kristall eingebettete Teilchen, die schon immer da waren (weil sie z. B. schon in der Metallschmelze
herumschwammen und beim Erstarren einfach in das Kristallgitter eingebaut wurden), hei3en eher
Dispersionspartikel.

’ Ausscheidungen kénnen also wachsen und schrumpfen - je nachdem, ob die beteiligten Atome zur Ausscheidung hin-
oder von ihr wegdiffundieren.

Einige Beispiele:

e SiOy Partikel im Si

e CuAlzim Al

e C (Graphit) im GuReisen
Ausscheidungen spielen bei vielen Materialeigenschaften eine sehr wichtige und positive Rolle. Auf ihnen beruhen
praktisch alle hochfesten Metallegierungen; wir werden das in Kap. 8 noch naher kennenlernen.

Auscheidungen kdnnen aber auch sehr schédlich sein: Einige wenige winzig kleine NiSi2 Ausscheidungen im Si
einer integrierten Schaltung sind tddlich. Kdnnte man bestimmte Frematome im Magnesium davon abhalten, sich
beim Abkuhlen eines Mg-Guf3stiicks auszuscheiden, ware Mg viel korrosionsresistenter als wir es kennen.

’ Mehr muf3 hier nicht dargestellt werden. Wesentlich interessanter als eine Zoologie der verschiedensten
Ausscheidungstypen ist ihre Wachstumsdynamik: Wie und warum wachsen und schrumpfen sie? Dazu missen wir uns
im nachsten Unterkapitel die Beziehungen zwischen den verschiedenen Defekttypen ansehen.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 4.1.6
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4.1.7 Merkpunkte zu Kapitel 4.1: Defekte

’ Kristalle enthalten Kristallgitterdefekte, die man
nach ihrer Dimensionalitat einteilt

@ Nulldimensionale Defekte oder Punktdefekte,
Punktfehler" atomare Defekte.

@ EindimensionaleDefekte oder "Versetzungen.

@ Zzweidimensionale Defekte oder
Flachendefekte.

@ Dreidimensionale Defekte oder
Volumendefekte.

’ Intrinsische nulldimensionale Defekte sind
Leerstelle und (Eigen)zwischengitteratom; sie
mussen fur thermisches Gleichgewicht mit einer
Konzentraion nj vorhanden sein

’ Extrinsische nulldimensionale Defekte sind
interstitielle und substitutionelle Fremdatome; ihre
Konzentration ist ""fremdbestimmt".

’ Die Diffusion von atomaren Fehlstellen ist die
Grundlage fast aller Materialbearbeitung!

’ Versetzungen sind durch Linienvektor t und
Burgersvektor b gekennzeichnet

. Die geometrische Konfiguration kann am
einfachsten durch eine "Schneiden und
Verschieben" Konstruktion veranschaulicht
werden

{0 Regeln: Burgersvektor b = kleinstmoglicher
Translationsvektor des Gitters; Linienvektor t
im Prinzip beliebig, aber meist auf dichtest
gepackter Ebene.

. Stufenversetzung: Winkel(b, t) = 90°
Schraubenversetzung: Winkel(b, t) = 0°

’ Versetzungsdichte py = Gesamtlange aller
Versetzungen pro cm

@ pv ~ (103-1012) cm-3
je nach Verformungszustand

’ Flachendefekte sind die Oberflache, Korn-und
Phasengrenzen sowie Stapelfehler; sie sind durch
ihre Energie y pro cm—2 gekennzeichnet

) Inden ublichen Polykristallen dominieren die
dann immer reichlich vorhandene Korngrenzen

Ev,iF

ni = a-exp-—
kT

EviF = Bildungesenthalpie der Leerstelle (V)
oder des Zwischengitteratoms (i)

Versetzungen ermdglichen plastische
(= bleibende) Verformung;
ohne (bewegliche) Versetzungen
waren alle Kristalle sprode.

~a
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einige wichtige Eigenschaften.

& Phasengrenzen begrenzen notwendigerweise
den dreidimensionalen Defekt "Ausscheidung”;
Stapelfehler sind durch Versetzungen
berandet.

IR .
2% 74 % 15 N s gp=

’ Volumendefekte sind in erster Linie Einschlisse
von 2. Phasen ("Ausscheidungen™ oder
"Préazipitate”) und "Voids", Hohlrdume

& Ausscheidungen sind extrem wichtig fiir z.B.
Metallurgie. Sie entstehen durch
Zusammendiffundieren von Fremdatomen

) Die erforderliche Keimbildung muR jedoch
immer zuerst eine Energiebarriere Giberwinden

) Die durch die Ausscheidungsbildung erzeugten
mechanischen Spannungen kénnen durch
Versetzungserzeugung abgebaut werden

Fragebogen
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4.2.1 Beziehungen zwischen Defekten
4.2.1 Allgemeines

Dreidimensionale Defekte und atomare Fehlstellen

’ Die verschiedenen Defekttypen sind nicht unabh&angig voneinander, sondern stehen in vielféaltiger und dynamischer
Beziehung zueinander. Dazu einige Beispiele, die sofort einleuchten und die im vorherigen Kapitel schon angeklungen
sind:

’ Dreidimensionale Defekte sind notwendigerweise von zweidimensionalen Defekten begrenzt, denn ihre Oberflache ist per
definitionem eine Phasengrenze. Das hat sofortige weitreichende Konsequenzen:

Die Gesamtenergie des dreidimensionalen Defekts ist immer gegeben durch die Energie die im Defektvolumen
steckt plus der Energie der Phasengrenze.

Die Energie des Volumens kann man als Nettobilanz in einem Energievergleich auffassen: x Frematome sind
statistisch im Gitter verteilt oder in einer Ausscheidung konzentriert. Bei tiefen Temperaturen ist i.d.R. die
Ausscheidung gunstiger, die Volumenenergiebilanz ist dann negativ. Die Gesamtenergie des Kristalls sinkt also
wenn sich die Verunreinigungen ausscheiden; fur kugelférmige Ausscheidungen mit Radius r nimmt sie also mit —
const. - 4/3mr3 ab.

Die Energie der Phasengrenzflache ist aber immer positiv, ihr Anteil an der Gesamtenergie wachst
dementsprechend mit y - 41rr2. Graphisch sieht das immer so aus:

AE

Grenztlichenenergie

Gesamtenergie

he
\\ Volumenenergie

Die mit r3 abnehmende Volumenenergie "gewinnt" mit wachsendem Radius immer gegeniiber der mit r2
wachsenden Oberflachenenergie. Aber fir kleine Radien ist die Grenzflachenenergie der bestimmende Term.

’ Dies bedeutet, dal3 bei der Bildung einer Ausscheidung die Energie immer erst anwachst, bevor sie abnimmt! Der
energetisch gunstigere Zustand kann damit nur durch Uberwinden einer Energiebarriere erreicht werden, es bedarf
einer Nukleation, einer Keimbildung der Ausscheidung, bevor durch Wachstum der Ausscheidung immer mehr
Energie gewonnen werden kann, so daf das Wachstum "von alleine" abl&auft.

So einfach ist das Konzept einer Enrgiebarriere und der ungeheuer wichtige ProzelR der Keimbildung zu verstehen!

’ Dreidimensionale Defekte kdnnen aber auch durch Diffusion und Zusammenlagerung (= Agglomeration, "clustern™) von
nulldimensionalen Defekten entstehen.

Treffen sich viele Leerstellen an einem Platz, entsteht ein Void, das leuchtet sofort ein. Auch hier ist der
dreidimensionale Defekt durch den zweidimensionalen Defekt "Oberflache" begrenzt, die obigen Uberlegungen
treffen voll zu.

Sebstverstandlich kdnnen auch auch substitutionelle oder interstitielle Fremdatome per Diffusion agglomerieren; es
resultiert eine Ausscheidung.

Zweidimensionale Defekte und eindimensionale Defekte

’ Etwas weniger einleuchtend als obige Beziehungen ist die folgende Aussage: Stapelfehler enden an inneren oder
auleren Oberflachen oder sind durch eindimensionale Defekte (= Versetzungen) begrenzt.

Um das zu verstehen, denken wir uns die beiden Stapelfehlertypen wieder durch das vorhergehende Rezept
konstruiert: Aufschneiden, Ebene wegnehmen oder zufiigen, dann wieder zusammensetzen. Aber jetzt schneiden
wir nur in einen Teil des Kristalls. Dann entstehen folgende Defekte in kompletter Analogie zu den im vorherigen
Unterkapiteln gezeigten Bildern:
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Die C - Ebene fehlt im rechten
Teil,
wir haben einen intrinsischen
Stapelfehler.
Er wird offenbar von einer
Stufenversetzung berandet

Eine A - Ebene ist im linken Teil
zusatzlich enthalten,
wir haben einen extrinsischen
](; Stapelfehler
A

Beide Stapelfehler sehen ziemlich ahnlich aus, sind aber verschieden - genau
hinschauen! Sie sind langs der Schnittlinie durch einen eindimensionalen Defekt
berandet - eine Art Stufenversetzung.

’ Gezeigt sind dieselben Bilder, die schon im vorhergehenden Unterkapitel 4.1.5 die Stapelfehler illustrierten; nur im Sinn
des obigen Rezepts weitergezeichnet. Die Berandung der Stapelfehler sieht sehr nach einer Stufenversetzung aus. Der
zugehorige eindimensionale Defekt ist auch eine (Stufen)versetzung, aber keine richtige oder vollstadndige Versetzung,
sondern eine sogenannte Partialversetzung.

Der Burgersvektor dieser Partialversetzungen ist nAmlich kein Translationsvektor des Gitters! Wirde man im obigen
Bild einen Umlauf machen, der einem Burgersumlauf entpricht, findet man b = a/3<111> als Burgersvektor der
Partialversetzung, also keinen Translationsvektor.

Einfacher erhalt man dieses Ergebnis, wenn man das Volterra Rezept anwendet (Schneiden, Verschieben um a/
3<111>, Material einfillen oder entnehmen, zusammenfligen, feststellen, dass die Schnittflachen nicht "passen”,
den resultierenden Stapelfehler, wenn man'as trotzdem tut, in Kauf nehmen). Partialversetzungen mit diesem
Burgersvektor heiRen allgemein auch Frank - Versetzungen.

Um das ganze noch etwas zu verkomplizieren, sei nur zur lllustration noch hinzugeftigt: Ein Stapelfehler kann auch
noch durch eine andere Sorte von Partialversetzungen berandet werden, durch sogenannte Shockley -
Versetzungen mit den Burgersvektor a/6<112>.

Wer das genauer wissen mochte, betéatigt den Link.

Stapelfehler und atomare Fehlstellen

’ Wir ahnen schon die nachste Beziehung: Stapelfehler in fcc - Kristallen (inkl. Berandung durch eine Franksche
Partialversetzung) kénnen durch Agglomeration von Leerstellen oder Eigenzwischengitteratomen auf {111} - Ebenen
entstehen.

Leerstellenagglomeration auf einer {111} - Ebene entspricht dem Herausnehmen einer Ebene, es wird ein
intrinsischer Stapelfehler erzeugt.

Die Agglomeration von Zwischengitteratomen auf einer {111} - Ebene schiebt eine zusétzliche Ebene ein, es
entsteht ein extrinsischer Stapelfehler.

’ In der Realitat ist dieser Prozel3 nicht selten; es entsteht i.d.R. ein kleines Leerstellen- bzw.
Zwischengitteratomscheibchen; ein Querschnitt sieht so aus:

Links ein "Leerstellenring"; rechts ein Zwischengitteratomring.
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Versetzungen und atomare Fehlstellen

’ Die Beziehung zwischen Versetzungen und atomaren Fehlstellen ist die Grundlage der Metallurgie.
Aus relativ weichen reinen Metallen wird durch "Verunreinigen" oder Legierung das harte Gebrauchsmetall.

Weiches Schmiedeeisen und ein bil3chen Kohlenstoff macht harten Stahl - allerdings mit noch tausend Tricks
drumherum; wenn man den alten Schmiedegeschichten glaubt.

’ Es ist ganz einfach - im Prinzip.

Versetzungsbewegung macht plastische Verformung, und das geht umso einfacher ("weiches Material), je leichter
es ist, die Versetzungen zu bewegen.

Atomare Fehlstellen aller Arten (und die von ihnen stammenden Ausscheidungen) behindern die
Versetzungsbewegung, das Material wird harter.
’ Allerdings sollte man die Versetzungsbewegung nicht ganz unméglich machen - denn dann ist das Material spréde, und
das ist auch nicht gut.

Denn ein Schwert sollte sich weder verbiegen ("weich"), noch brechen ("spréde"), sondern allenfalls ein bil3chen
elastisch biegen oder etwas eindellen.

’ Jetzt wollen wir es genug sein lassen. Wir ahnen, dal® es weitere Beziehungen gibt (z. B. zwischen Versetzungen und
Korngrenzen). Statt weitere Beispiele zu betrachten, nehmen wir nur einen Merksatz mit, der sehr grof3e Bedeutung hat

Defekte sind oft korreliert und treten gemeinsam auf.
Aus "kleinen" Defekten kénnen "gro3e" Defekte entstehen

’ Der letzte Satz wird und wurde in der Halbleitertechnik oft leidvoll erfahren: Aus einer Handvoll Fremdatome, die atomar
verteilt niemand stéren wiirden, entwickeln sich wenn man Pech hat, massive Defekte, die das Bauelement "killen".
Statt Umsatz produziert man Abfall. Einige Beispiele dazu im Link.

’ Zum Schluf? noch eine kleine lllustration gekoppelt mit einer Ubung

Ubung 4.2-3

Defekte finden, identifizieren und
Varianten diskutieren

’ Und dann selbstredend noch der "Multiple Choice test;

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 4.2
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4.2.2 Das Gefluge

’ Die Gesamtheit aller strukturellen Besonderheiten eines Materials bezeichnen wir als das Geflige des Materials.

Aussagen wie "polykristallin - einkristallin”, einphasig - mehrphasig", "grobkérnig - feinkdrnig" sind Aussagen Uber
das Geflige.

Einfach gesagt, interpretiert und beschreibt man das was man im Lichtmikroskop sieht, nachdem man alle
strukturellen Besonderheiten “irgendwie" (meist durch Anatzen) sichtbar gemacht hat. Das Geflige ist also nicht nur
eine Beschreibung dessen was man sieht, sondern eine durch Wissen um Defekte und Strukturen geleitete
Interpretation des Bildes. Es ist nicht ausreichend, zum unten gezeigten Bild zu sagen "irgendwas ist in parallelen
Streifen mit Dicken im x pm Bereich angeordnet"; wir interpretieren das Bild und sagen "Wir haben ein typisches
Eutektikum, und da wir Stahl anschauen damit ein typisches Perlit Geflige auf einer x um Skala!".

Da die Auflésung damit durch die Wellenlange des Lichts gegeben ist, sind nur Defekte gut sichtbar, die deutlich
gréRer sind als = 1 um

’ Damit ist das so definierte Gefiige zwar von elementarer Wichtigkeit fur die Eigenschaften des realen Werkstoffes,
insbesondere der Metallegierungen, aber nur von beschranktem Interesse im "akademischen" Zusammenhang der
elementaren Gitterdefekte

Bei atomaren Fehlestellen hat man keine Chance sie zu sehen, bei Versetzungen auch nicht - au3er man
"markiert" sie irgendwie mit etwas gréberem.

Kdrner, und damit auch Korngrenzen kann man naturlich sehen falls sie grol3 genug sind. Und naturlich auch grof3e
Ausscheidungen bzw. andere Phasen. Das nachfolgende Bild zeigt ein Beispiel.

J/?\%

Stahl: Perlit Gefuge

Wir sehen die beiden Phasen: (Ferrit und Zementit; im obigen Link nachschauen) und eine Korngrenze (links). Wir
sehen aber nicht die zweifellos vorhandenen Versetzungen, kleine Ausscheidungen usw.

’ Ein grolRer Teil der Materialwissenschaft beschéatftigt sich mit folgenden Fragen:
Welche Gefiige entstehen unter welchen Umstanden?
Wie lassen sich Gefiige bei gegebener Zusammensetzung einstellen oder andern?
Wie sind Materaleigenschaften und Gefuige gekoppelt?

’ In folgenden werden wir immer wieder auf das Gefiige eines Materials zurickkommen, auf die damit verbundenen
Eigenschaften, auf die Prozesse die das Geflige bestimmen und auf Methoden und Technologien um es zu &ndern.
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4.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 4.2: Beziehungen zwischen Defekten

’ Zwischen allen Defektarten bestehen enge
Beziehungen.

Atomare Fehlstellen lagern sich zu
zweidimensionalen (Stapelfehler) oder
dreidimensionalen Agglomeraten
(Ausscheidungen, Voids) zusammen.

Zweidimesionale Defekte sind von
eindimensionalen Defekten (= Versetzungen)
begrenzt.

Ausscheidungen sind von Phasengrenzen
umgeben.

Phasen- und Korngrenzen enthalten
spezielleVersetzungen.

’ Entascheidend fir die Bildung grof3erer Defekte ist
die Keimbildung.

Bei der Bildung einer Ausscheidungen mit
Radius r konkurrieren z.B. Energieabsenkung
durch Verringerung der
Punktfehleriiberséttigung («r3) mit der
Energieerh6hung durch die notwendige
Phasengrenze (ccr2).

Fur kleine Ausscheidungen (= Keime) ist die
Energiebilanz ungunstig; es existiert eine
Energiebarriere.

Durch Manipulation dieser Energiebarriere
kdnnen Ausscheidunge vermieden oder
bewul3t geférdert werden.

’ Die Gesamtheit der Kristallgitterdefekte in ihrer
spezifischen Anordnung heil3t das Geflige des
Materials.

Etwas eingeschrankter und basierend auf der
Historie, ist das Geflige das, was man im
Lichtmikroskop nach geeigneter Anatzung (=
Sichtbarmachung) von Gefligebestandteilen
sieht.

Im Bild sieht man beispielsweise die
langezogenen Fe3C Ausscheidungen in Stahl
(Zementit Lamellen) sowie eine Korngrenze.
Was man nicht sieht sind Versetzungen und
Punktdefekte im bcc Eisen (= Ferrit).

Defekte sind oft korreliert und treten gemeinsam
auf.
Aus "kleinen" Defekten konnen "grof3e" Defekte
entstehen

Grenztlichenenergie

Gesamtenergie

B
Volumenenergie
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4.3 Analytische Methoden

4.3.1 Defektatzen

’ Das Gefiige, d.h. die Art und Verteilung der Defekte und Phasen in einem Kristall, wird i.a. durch "Anatzen" sichtbar
gemacht.

’ Bis dazu ein eigener Modul verfigbar sein wird, bedienen wir uns des entsprechende Moduls des "Defects"”
Hyperscripts.

Diesen Modul gibt es in etwas veralteter Form auch auf Deutsch.

’ Dann gibt es nich diese Module zum Defektatzen in weitesten Sinn:
Etching Steel

Polishing surfaces

Etching silicon

(Japanese) sword polishing
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4.3.2 Transmissionselektronenmikroskopie (TEM)

TEM ist der Kdnig unter den strukturanalytischen Verfahren - aber schwierig in der Duchfiihrung und ziemlich teuer! Ein
Standard TEM kostet so um die 1,5 Mio €; bessere Gerate auch mal 7 Mio €

’ Bis dazu ein eigener Modul verfligbar sein wird, bedienen wir uns des entsprechenden Moduls des "Defects"”
Hyperscripts und eines speziellen Moduls in "Mawi II"

Diesen Modul gibt es in etwas veralteter Form auch auf Deutsch.
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4.4 Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 4. Reale Kristalle

’ Kristalle enthalten Kristallgitterdefekte, die man nach ihrer
Dimensionalitat einteilt

@ Nulldimensionale Defekte oder Punktdefekte, Punktfehler,
atomare Defekte.

@ EindimensionaleDefekte oder Versetzungen.
@ Zzweidimensionale Defekte oder Flachendefekte.

@ Dreidimensionale Defekte oder Volumendefekte.

’ Intrinsische nulldimensionale Defekte sind Leerstelle und
(Eigen)zwischengitteratom; sie mussen fur thermisches Gleichgewicht
mit einer Konzentraion nj vorhanden sein

’ Extrinsische nulldimensionale Defekte sind interstitielle und
substitutionelle Fremdatome; inre Konzentration ist "'fremdbestimmt".

’ Die Diffusion von atomaren Fehlstellen ist die Grundlage fast aller
Materialbearbeitung!

’ Versetzungen sind durch Linienvektor t und Burgersvektor b

gekennzeichnet

{1 Die geometrische Konfiguration kann am einfachsten durch eine
"Schneiden und Verschieben" Konstruktion veranschaulicht
werden

. Regeln: Burgersvektor b = kleinstmdglicher Translationsvektor
des Gitters; Linienvektor t im Prinzip beliebig, aber meist auf
dichtest gepackter Ebene.

) Stufenversetzung: Winkel(b, t) = 90°
Schraubenversetzung: Winkel(b, t) = 0°

’ Versetzungsdichte py = Gesamtlange aller Versetzungen pro cm

@ pv ~ (103-1012) cm-3
je nach Verformungszustand

Flachendefekte sind die Oberflache, Korn-und Phasengrenzen sowie
Stapelfehler; sie sind durch ihre Energie y pro cm—2 gekennzeichnet

& Inden Ublichen Polykristallen dominieren die dann immer reichlich
vorhandene Korngrenzen einige wichtige Eigenschaften.

. Phasengrenzen begrenzen notwendigerweise den
dreidimensionalen Defekt "Ausscheidung"; Stapelfehler sind durch
Versetzungen berandet.
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’ Volumendefekte sind in erster Linie Einschliisse von 2. Phasen
("Ausscheidungen™ oder "Prazipitate™) und "Voids", Hohlraume

Ausscheidungen sind extrem wichtig fiir z.B. Metallurgie. Sie
entstehen durch Zusammendiffundieren von Fremdatomen

Die erforderliche Keimbildung muf3 jedoch immer zuerst eine
Energiebarriere tberwinden

Die durch die Ausscheidungsbildung erzeugten mechanischen
Spannungen kdnnen durch Versetzungserzeugung abgebaut
werden

’ Zwischen allen Defektarten bestehen enge Beziehungen.

Atomare Fehlstellen lagern sich zu zweidimensionalen
(Stapelfehler) oder dreidimensionalen Agglomeraten
(Ausscheidungen, Voids) zusammen.

Zweidimesionale Defekte sind von eindimensionalen Defekten (=
Versetzungen) begrenzt.

Ausscheidungen sind von Phasengrenzen umgeben.

Phasen- und Korngrenzen enthalten spezielleVersetzungen.

’ Entascheidend fir die Bildung groRerer Defekte ist die Keimbildung.

Bei der Bildung einer Ausscheidungen mit Radius r konkurrieren
z.B. Energieabsenkung durch Verringerung der
Punktfehleriibersattigung («r3) mit der Energieerhéhung durch die
notwendige Phasengrenze («r2).

Fur kleine Ausscheidungen (= Keime) ist die Energiebilanz
ungiinstig; es existiert eine Energiebarriere.

Durch Manipulation dieser Energiebarriere kdnnen Ausscheidunge
vermieden oder bewul3t gefordert werden.

’ Die Gesamtheit der Kristallgitterdefekte in ihrer spezifischen
Anordnung heif3t das Geflige des Materials.

Etwas eingeschrankter und basierend auf der Historie, ist das
Geflige das, was man im Lichtmikroskop nach geeigneter
Anétzung (= Sichtbarmachung) von Gefligebestandteilen sieht.

Im Bild sieht man beispielsweise die langezogenen Fe3C
Ausscheidungen in Stahl (Zementit Lamellen) sowie eine
Korngrenze. Was man nicht sieht sind Versetzungen und
Punktdefekte im bcc Eisen (= Ferrit).

Defekte sind oft korreliert und
treten gemeinsam auf.
Aus "kleinen" Defekten kénnen
"grof3e" Defekte entstehen

4
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Fragebogen
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5. Thermodynamisches Gleichgewicht

5.1 Mechanisches, thermisches, chemisches und thermodynamisches Gleichgewicht

5.1.1 Allgemeine Bemerkungen

5.1.2 Mechanisches und thermisches Gleichgewicht

5.1.3 Chemisches Gleichgewicht

5.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 5.1: Mechanisches, thermisches, chemisches und thermodynamisches

Gleichgewicht

5.2 Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik

5.2.1 Grundlagen

5.2.2 Merkpunkte zu Kapitel 5.2: Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik

5.3 Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik

5.3.1 Entropie, freie Energie und freie Enthalpie

5.3.2 Definition der Entropie und erste Anwendung

5.3.3 Gleichgewichtskonzentration von atomaren Fehlstellen in Kristallen

5.3.4 Darstellungen der Konzentrationsfunktion

5.3.5 Merkpunkte zu Kapitel 5.3: Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik

5.4. Phasengleichgewichte und Phasendiagramme

5.4.1 Einfache Phasendiagramme

5.4.2 Vorgange beim Erstarren

5.4.3 Kompliziertere Phasendiagramme: Eutektika

5.4.4 Komplizierte Phasendiagramme: Fallbeispiel

5.4.5 Merkpunkte zu Kapitel 5.4: Phasenqgleichgewichte und Phasendiagramme

5.5 Mehr zu Phasendiagrammen

5.5.1 Phasendiagramme - Fortsetzung

5.6 Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 5: Thermodynamisches Gleichgewicht
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Der Politiker ist ein Akrobat.
Er halt das Gleichgewicht dadurch,
dal er das Gegenteil von dem sagt, was er tut.

Maurice Barrés

5. Thermodynamisches Gleichgewicht

5.1 Mechanisches, thermisches, chemisches und thermodynamisches Gleichgewicht

5.1.1 Allgemeine Bemerkungen

’ Reale kristalline Materialien, die in der Natur vorkommen, sind nie perfekte Kristalle, nie ganz rein und nie ganz
homogen. Fir nichtkristalline Materialien ist es &hnlich - nur schwieriger zu formulieren.

Aber auch kunstlich hergestellte Kristalle sind nie ganz perfekt - woran liegt das? Welches Prinzip verbietet
Perfektion nicht nur bei komplizierten lokalen Haufungen kohlenstoffbasierter Schleimbeutel, sondern auch bei
simplen Kristallen?

’ Man kénnte sich die Antwort einfach machen: Wenn Ausgangsmaterialien nicht ganz rein sind, wird ein Kristall der sich
beim Abkuhlen einer Schmelze bildet, eben auch nicht ganz rein sein kénnen.

Schon wahr - aber zumindest fur die Bereiche, die als erste kristallisieren, mufite das nicht so sein. Hier besteht ja
noch die Option, die "falschen"Atome einfach nicht in den Kristall einzubauen, sondern in der Schmelze zu lassen.
Der ganz zum Schluf} kristallisierende Teil mul3 dann den ganzen Dreck konzentriert enthalten, das ist klar.

So ahnlich lauft es auch beim Kristallisieren: Die in der Schmelze in irgendeiner Konzentration cg vorhandenen
Fremdatome werden zunachst nicht mit dieser Konzentration in den sich bildenden Kristall eingebaut, sondern mit
einer anderen, oft viel kleineren. Perfektion wéare also mdglich - aber nie ist die Konzentration im Kristall = Null!

’ Ein wachsender Kristall hat ganz eindeutig am Anfang des Kristallisationsprozesses die Mdglichkeit, sich seine
Fremdatomkonzentration auszusuchen, aber nie wahlt er die Konzentration Null, sondern immer eine ganz bestimmte,
fur ihn besonders "vorteilhafte” Konzentration. Welches Prinzip liegt dem offenbarem Hang zur gezielten Imperfektion, zu
einem definierten Grad an Unordentlichkeit zugrunde?

Die Antwort steckt in der Verknupfung des Bestrebens nach minimaler Energie - und das ist oft nur ein anderes
Wort fir das Bestreben nach maximaler Perfektion oder Ordnung - mit dem offenbar ebenfalls vorhandenen Trend
zur Unordnung. Fihrt man diesen Gedanken weiter aus, erhalt man folgende Verknipfungen:

Minimale Energie = maximale Perfektion = Maximale Ordnung = unwahrscheinlich.

’ Ein gewisses Mal3 an Unordnung in einem System ist einfach wahrscheinlicher; es gibt dann viel mehr Mdglichkeiten
die "Dinge", die das System bilden, irgendwie anzuordnen.

Als Beispiel fiir ein System kann man sich 1022 Si Atome vorstellen und iiber ihre Anordnung in einem gegebenen
Raum nachdenken - als Gas, als FluRigkeit, als Kristall. Aber man kann sich genau so gut sein Zimmer oder
seinen Schreibtisch vorstellen, mit all den Dingen - von Pullover Giber die einzelne Socke bis zur Biroklammer - die
im gegebenen Raum irgendwie angeordnet sind.

Bei maximaler Ordnung gibt es jedenfalls immer nur die eine Méglichkeit der Anordnung: Jedes Ding an seinem
Platz. Aber das Prinzip maximaler Ordnung greift offenbar nicht - es ist so gut wie nie verwirklicht!

’ Wir lernen damit ein fundamentales Naturgesetz kennen (auch bekannt als 2. Hauptsatz der Thermodynamik): Ein
gewisses Mafd an Unordnung ist "besser" fir ein System, als vollstandige Perfektion.

Wie kann man das quantifizieren? Wie mif3t man den Grad an Ordnung? Und welche Zusammenhé&nge gibt es
zwischen dem Grad an Ordnung und anderen Systemparametern; bei dem System "Si Atome" z.B. die leicht
mef3baren Parameter Temperatur und Druck?

Im Zimmer - Socken etc. System" sind die physikalische Temperatur und der Luftdruck nattrlich nicht die wichtigen
Parameter, sie werden den Ordnungsgrad nicht beeinflussen. Der von der Mutter ausgetbte Ordnungsdruck und die
Beziehungstemperatur waren dann bessere Parameter. Aber das ist da kein physikalisches System mehr und nicht
mehr durch simple Gleichungen eindeutig zu beschreiben.

’ Aber die beiden guten alten Systemparameter Temperatur und Druck reichen nicht mehr aus, um die jetzt gestellten
Fragen quantifizieren zu kénnen.

Um hier weiter zu kommen, mussen wir erst einige neue Begiffe einflihren, insbesondere den Zentalbegriff der
Entropie, und darauf aufbauende Begriffe wie die freie Energie bzw. freie Enthalpie, und insbesondere den
Begriff des thermodynamischen Gleichgewichts.
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’ Wir beginnen mit einer Préazisierung des altbekannten Zustands des Gleichgewichts. Jeder kennt das Wort; die
meisten denken sofort an eine Schaukel (Wippe), einen Seiltanzer, eben ans "Gleichgewicht halten" - und damit nur an

das sogenannte mechanische Gleichgewicht.
In anderen Worten: Wir denken zuerst an einen mechanischen Vorgang. Mechanisches Gleichgewicht ist
offenbar dann gegeben, wenn sich nichts mehr im Raum &ndert, sich nichts mehr bewegt.
Der Seiltanzer, der vom Seil fallt, ist sicher nicht im Gleichgewicht, ebensowenig die Wippe, die noch auf und ab
geht.
Wir werden den Begriff des Gleichgewichts im nachsten Unterkapitel naher anschauen und erweitern.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 5.1.1
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Runter kommen sie immer
1. Hauptsatz der Luftfahrt

5.1.2 Mechanisches und thermisches Gleichgewicht

Mechanisches Gleichgewicht

’ Ein Massenpunkt oder ein Korper ist nur dann im mechanischen Gleichgewicht, wenn er sich im gewahlten
Koordinatensytem nicht mehr bewegt; wenn also alle zeitlichen Ableitungen relevanter OrtsgréRen (z.B. Koordinaten
des Schwerpunkts, Winkel) = Null sind.

Das ist dann, und nur dann der Fall, wenn die Summe aller Krafte und Drehmomente = Null ist.

Denn solange noch eine Kraft oder ein Drehmoment auf einen Korper wirkt, wird er sich bewegen; er ist nicht im
Gleichgewicht.

Der Einwand, daf? man auf einen grof3en Stein eine kleine Kraft wirken lassen kann ohne daf3 er sich bewegt, gilt
nicht, denn in der klassischen Mechanik missen wir nattrlich auch die Reibungskréafte oder die Reaktionskrafte der
Unterlage mitzahlen - und dann ist die Summe der Krafte wieder Null.
Da in den uns interessierenden Fallen (ohne mechanische Reibung, die es atomar schlicht nicht gibt), die Kraft immer
durch die Ableitung des mechanischen Potentials, d. h. der potentiellen Energie U(X,y,z) , gegeben ist, muf3 im
mechanischen Gleichgewicht folgerichtig gelten

’ Das bedeutet, daf? in einer Darstellung des Potentials tber die Koordinaten (x,y,z), oder, was gleichbedeutend ist, den
Ortsvektor r, Gleichgewicht tiberall dort vorliegt, wo U(r) Extremwerte - Maxima oder Minima - hat.

Wenn man sich das mal aufmalt und kritisch anschaut, kann man noch einige sinnvolle Fallunterscheidungen
treffen.

Labiles

GG Indifferentes

GG

£
Stabiles Metastabiles
Gleichgewicht

’ Auf ein Koordinatensystem wurde verzichtet, da dies eine ganz allgemeine Darstellung sein soll. Die blaue Kurve
kennzeichnet den Verlauf eines Potentials im Raum - ganz symbolisch und allgemein.

Und ein Potential ist eine Energie; dargestellt ist also in diesem allgemeinen Fall eine Energie des Systems, hier ist
es die potentielle Energie.

Die beiden griinen Massenpunkte (oder, wenn wir die Darstellung symbolisch nehmen: Systeme), sind erkennbar
nicht im Gleichgewicht; sie wirden sich in Pfeilrichtung bewegen.

’ Die roten Punkte sitzen an Stellen, an denen die Ableitung der Potentialkurve = Null ist, d.h. per definitionem an
Gleichgewichtspositionen. Wir kdnnen aber noch verschiedene Gleichgewichtsarten unterscheiden, indem wir uns die
Frage stellen, was in einer gegeben Gleichgewichtsposition passieren wiirde, wenn man ein bi3chen stort.

Im tiefsten Minimum, dem stabilen Gleichgewicht, passiert im wesentlichen nichts. Eine Auslenkung des
Systems in jede Richtung fiihrt zu Kréften, die das System in die GG-Lage (ab jetzt kiirzen wir Gleichgewicht
gelegentlich mit GG ab) zurtcktreiben. Mit ein bilRchen Energiedissipation, d.h. Abgabe von Energie an andere
Teilchen des Systems, kommt das System wieder im stabilen GG zur Ruhe.
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Das stabile mechanische GG ist also gleichzeitig der Zustand mit der geringsten potentiellen Energie. Unser
System wird diesen Zustand anstreben; falls es in einem metastabilen Zustand "gefangen" ist, hilft ein bi3chen
"Schiitteln”, d.h. Energiezufuhr; um es auf den Weg zu schicken. Das ist die alte Aussage, dal3 Systeme zum
Zustand geringstmoglicher Energie streben; die wir aber in der weiteren Betrachtung relativieren missen.

Dasselbe gilt zun&chst im Nebenminum des metastabilen Gleichgewichts. Falls wir aber die Stérung zu grof3
machen, lauft uns das System davon ins stabile Gleichgewicht. Wir sehen auch, daf3 wir ein definiertes Mal3 an
Energie brauchen, um von einem metastabilen in ein stabiles Gleichgewicht zu kommen. Wir missen mindestens
soviel Energie zuflihren, daf? wir den linken Berg erklimmen kénnen.

Zwischen den beiden Talern liegt ein Maximum. Auch dort ist dU/dx = O; es ist die Position des labilen
Gleichgewichts. Bei der geringsten Stérung wird das System ins stabile oder metastabile GG umklappen.

In Bereichen, in denen das Potential Giberall konstant ist, ist dU/dx tberall = Null; bei jeder Position ist
indifferentes Gleichgewicht gegeben. Bei einer kleinen Stérung (immer mit Energiedispersion gedacht), bleibt
das System einfach in der neuen Position stehen.

’ Wir erkennen sofort, dal? diese Betrachtung komplett Gbertragbar ist auf das elektrische Potential und die damit
verbundene elektrostatische Energie sowie auf eine Kombination beider Energien. Das elektrostatisches GG ist also
mit der Betrachtung des mechanischen Gleichgewichts gleich miterledigt.

’ Eine wichtige weitere Erkenntnis kann damit gewonnen werden:

Hat ein System das mechanische stabile Gleichgewicht erreicht, und ist es von der Aul3enwelt abgeschlossen, wird
sich nie wieder etwas andern.

Denn es sind keine Kréfte mehr da und es kdnnen auch keine mehr auftreten (es ist kein Einflu3 von auf3en
erlaubt).
’ Wir verallgemeinern diese Erkennnis probeweise erst einmal und postulieren:

Gleichgewicht in einem System liegt dann vor, wenn sich ohne Eingriff von auf3en nie wieder "etwas" &ndert. Der
Begriff "Gleichgewicht" soll dabei auch Gleichgewichtsarten umfassen, die wir erst kennenlernen werden.

’ Systeme im Gleichgewicht sind quasi "tot"; und das Gleichgewicht ist das, was ein System anstrebt - dariiber kann
man mal ein biRchen nachdenken.

’ Betrachten wir nun nicht ein Massepunktchen oder ein durch einen Punkt symbolisiertes System, sondern ein System
mit vielen unabhéngigen Massepunkten - ein Gas, eine FlUssigkeit, einen Festkorper - dessen potentielle Energie
Uberall konstant ist, erhalten wir fir das mechanische GG folgende Aussage:

Im mechanischen GG eines Systems von Massepunkten in einem konstanten Potential liegt indifferentes GG vor;
als Konsequenz ist der Druck tberall gleich grol3. Schaun' mer mal warum:

Bei einem Gas oder einer FluRigkeit in einem nicht zu groRen Volumen sind die Massenpunkte - die Atome -
Uberall "gleich gern”, denn tUberall ist dU/dx = 0 (wenn man von dem im Vergleich zur kinetischen Energie sehr
kleinen Hohenabhéangigkeit der potentiellen Energie mal absieht, die in einem nicht zu groRen Volumen keine Rolle
spielt).

Sofern die Teilchen sich bewegen kdnnen - bei Gasen und Flussigkeiten also immer - werden sie dann den Raum
mit konstanter Dichte ausfillen.

Ihre potentielle Energie ist - immer im Mittel - konstant, die Gesamtenergie sowieso, also muf3 auch die kinetische
Energie (im Mittel) konstant sein.

’ Wir haben hier gegeniiber dem simplen Bild eines im GG ruhenden Massepunkt eine erste Modifikation des Begriffes
des mechanischen Gleichgewichts: Wir lassen fir das GG auch noch konstante mittlere kinetische Energien zu.

Wir beginnen also (zwangsweise) als wesentliche Parameter eines Systems vieler Teilchen irgendwelche
Mittelwerte anzuschauen; wir machen statistische Betrachtungen.

Zwangsweise deshalb, weil es weder méglich ist, den ca. 1023 Teilchen in ein paar Liter Luft einzeln zu folgen, noch
ware es sinnvoll falls man es koénnte.

’ Druck ist atomistisch nichts anderes, als die auf eine GefaRwand ausgeiibte Kraft.

Diese Kraft kommt von der Impulséanderung der auf die GefaBwand aufprallenden Teilchen, und ist damit proportional
ist zur Zahl der Teilchen (gegeben durch die Dichte) die pro Zeiteinheit auf die Wand aufprallen und zu der mittleren
kinetischen Energie der Teilchen.

Sowohl Dichte als auch kinetische Energie sind aber konstant - damit ist auch der Druck konstant. Und dies gilt fur
jede "Testflache", die wir gedanklich irgendwo im Behélter einbauen.

’ Bei groRen Gasvolumina, bei denen das Gravitationspotential "oben" und "unten" merklich verschieden ist - z.B. bei der
Luftsaule Gber unseren Képfen - stimmt das natirlich nicht mehr: der Druck nimmt mit der H6he langsam ab.

Eine merkwurdige Frage kommt hoch: Wieso fallen die Luftmolekile nicht alle "herunter"? Auch das hat was mit
Unordnung zu tun, wie wir spéater sehen werden.

’ Wie ist das nun bei Festkérpern, bei Kristallen? Was bedeutet Druck in einem Kristall?

Schauen wir uns das Potential an:
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’ Das Potential ist im oberen Teil der Zeichnung gezeigt, es ist periodisch. Unsere Potentialtdpfe vom Kapitel 2.2 und
Kapitel 2.3 Uberlagern sich, wie dort schon besprochen.

Die Atome Uben durch Bindungen Krafte auf ihre Nachbarn aus, kénnen also nicht ganz unabhangig voneinander in
ihren Potentialtdpfen vibrieren.

Das kann man besser sehen, wenn man statt Potentialtopfen symbolische "Federn" zwischen den Atomen einfiihrt
wie im unteren Teil der Zeichnung gemacht.

’ Die Atome werden alle irgendwie um das Potentialminimum schwingen, d.h. kinetische Energie besitzen, aber im Mittel
sich alle im Potentialminimum aufhalten.

Die Kraft pro Flache - das ist der Druck - den Atome auf ihre Nachbarn ausuben, ist also im Gleichgewicht tberall
gleich grof3; wie oben behauptet. Denn nur dann kénnen die Atome im Mittel im Potentialminimum sitzen.

Unter Normalbedingungen (Atmospharendruck), wird der Kristall solange zusammengedriickt - die
Bindungsabstande werden minimal kleiner - bis Druckausgleich erfolgt, d.h. im Kristallinnern der Druck gleichgroR3
ist wie der auf3ere Druck.

’ Wir verscharfen damit die Aussage von oben noch etwas uind merken uns:

Mechanisches Gleichgewicht in einem System vieler Teilchen ist gleichbedeutend mit Gberall gleichem, d.h.
konstantem Druck.

’ Mechanische Systeme in Ruhe sind aber zu einfach, um die Welt im Grol3en zu verstehen. Wir missen auf jeden Fall
noch Bewegung mitnehmen, und das auch noch bei Systemen die aus vielen Massenpunkten, d.h. aus Atomen oder
Molekulen bestehen.

Da wir aber nicht die individuellen Schicksale vieler Massepunkte verfolgen wollen (oder kdnnen), missen wir jetzt
geeignete Mittelwerte einfiihren, die das Systen hinreichend beschreiben.

Damit betrachten wir die Temperatur eines Systems - wir missen jetzt das thermische Gleichgewicht definieren
und einflhren.

Thermisches Gleichgewicht

’ Nehmen wir es als Erfahrungstatsache, dal3 abgeschlossene Systeme (ohne Energieabgabe an die "AuRenwelt", oder
Energiezufuhr von der "AuBenwelt") im thermischen GG nach ausreichend langer Zeit Gberall dieselbe Temperatur
haben. (Manchmal nennt man diesen Satz den "0. Hauptsatz der Thermodynamik").

Bringt man zwei Korper mit der Temperatur T1 bzw. T2 in "thermischen" Kontakt, wird sich die Temperatur
allméhlich ausgleichen; nach geniigend langer Zeit hat der Korper die Temperatur T3, die zwischen Tiund T2 liegen
wird.

T,

T,

’ Da Temperatur, wie wir wissen, nur ein Mal3 fur die mittlere ungeordnete kinetische Energie der Atome oder Molekiile
eines Gases, einer FluRRigkeit oder eines festen Korpers ist, heildt das, daf? die die mittlere Geschwindigkeit, mit der
sich die Teilchen in einem Gas oder einer FlURigkeit bewegen (oder um eine Achse rotieren, oder in einem Festkorper
um ihre Gleichgewichtspositionen schwingen), tberall (im Mittel) konstant ist.

Das "ungeordnet" ist zwar trivial, aber wichtig. Gibt man allen Atomen eines Kérpers, z.B eines Autos, zusatzlich
zu ihrer ungeordneten (Vibrations)bewegung noch eine Geschwindigliet die fiir alle Atome nach Betrag und Richtung
identisch ist, wird das Auto deswegen nicht heil3er - es fahrt nur und steht nicht still.

’ Wir nehmen diese Aussage als Bedingung fur das thermische Gleichgewicht. Wie beim mechanischen
Gleichgewicht interpretieren wir das thermische Gleichgewicht so, daf3 es von sich selbst Uiberlassenen Systemen
immer angestrebt wird.

Diese Aussage folgt nicht direkt aus dem mechanischen Gleichgewicht. Es kann sehr wohl der Druck tberall
konstant sein und die Temperatur ist verschieden, oder auch umgekehrt.

MaWi 1 Skript - Page 147


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_5/basics/t5_1_1.html
http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_5/basics/t5_1_1.html

’ Wir schlieRen daraus: Sich selbst Uiberlassene Systeme streben mechanisches und thermisches Gleichgewicht an.

’ Wir nehmen nun das bisher Gelernte und wenden es auf ein Gas mit zwei Teilchensorten an.

Nehmen wir an, wir haben Hz und O2 zusammengebracht indem wir ein Ventil zwischen zwei Gasbehaltern 6ffnen,
die vor dem Offnen den Druck po und py sowie die Temperaturen To und Ty hatten. Elektrische Felder sollen nicht
vorliegen.
Es wird sich mechanisches und thermisches Gleichgewicht einstellen, d.h. Druck und Temperatur werden sich
ausgleichen und tber kurz oder lang tberall konstant sein.
Aber ist dieser Zustand ein stabiles "globales"” Gleichgewicht im Sinne der friheren Definition? Gibt es jetzt keine
Mdoglichkeit mehr, daf3 sich irgendetwas andert?
Aber ja doch! Ein biBchen Energiezufuhr (eine kleine Stérung) genligt um einen groRen Knall auszulésen; denn wir
haben Knallgas hergestellt.
Eine Menge Energie geht "nach auRen", die dem System jetzt fehlt - d.h. es hat einen energetisch viel tieferen
Platz gefunden; es konnte in einer geeigneten Potentialdarstellung noch sehr viel tiefer sinken.
Denn es konnte noch eine chemische Reaktion stattfinden; und erst nachdem aus Knallgas Wasser entstanden ist,
wird sich nichts mehr &ndern; erst dann ist "globales" Gleichgewicht erreicht.
Wir missen also eine weitere Gleichgewichtsart einfihren, das chemische Gleichgewicht, um alle
Anderungsmaglichkeiten unseres Systems abzudecken.
Der Begriff "chemisch" muB3 in diesem Zusammenhang nicht stéren; wir werden jetzt keine Chemie treiben. Der
Begriff ist historisch entstanden, besser ware eigentlich der Ausdruck "Teilchenzahlengleichgewicht"; denn was sich
andert sind die Zahlen der Teilchen - in unserem Beispiel der Hz, O2 und H2O Molekiile.
Aber auch wenn sich zum Beispiel die Zahl der Elektronen in einem mikroelektronischen Bauelement andert, ist
das chemische Gleichgewicht gefragt - Elektronen sind Teilchen, und es heifl3t nun mal so.
Wenn wir Wasser unter 0°C abkuihlen, andern sich auch die Teilchenzahlen: Aus H2O Teilchen in der Dampfphase
werden H20 Teilchen in der Festphase - im Sinne der Gleichgewichtsthermodynamik sind das verschiedene
Teilchen.

’ Das chemische Gleichgewicht ist also das wirklich interessante Gleichgewicht. Denn der Weg eines Systems ins
chemische Gleichgewicht enthalt die nichtrivialen Systemanderungen, die Maglichkeiten, tiber Anderungen von
Teilchenzahlen die Eigenschaften von Materialien zu beeinflussen. Es enthélt weiterhin auch praktisch alle
Materialanderungen, die man mit dem Stichwort "Altern" beschreibt.

Grund genug, um sich das chemische Gleichgewicht im nachsten Kapitel genauer anzuschauen.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 5.1.2
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Das Optimum ist oft ein Gleichgewicht, selten ein Extrem.

5.1.3 Chemisches Gleichgewicht

Beobachtung

’ Wir mussen jetzt ein System von verschiedenen Teilchen betrachten, mindestens 2 Sorten, die irgendwie in Beziehung
zueinander stehen. Es missen nicht Atome oder Molekile sein - man kann auch Elektronen, Photonen oder andere
Elementarteilchen betrachten, und sogar sehr abstrakte "Quasiteilchen” wie zum Beispiel Phononen, den "Quanten" der
Gitterschwingungen, denen wir spater noch begegnen werden.

’ In diesem "Irgendwie" - und das ist wichtig - steckt viel mehr als das was man normalerweise mit chemischen
Reaktionen assoziiert. Es geht nicht nur darum, daf3 sich Molekiile bilden oder auflésen, d.h. Teilchen miteinander
reagieren (die "normale" Chemie), sondern dal3 beliebige Teilchen in ihrem Verhalten nicht unabhéngig voneinander sind.
Ein "nichtchemisches" Beispiel dazu:

Das "Mischen" zweier nicht miteinander reagierender Gase (z.B. He und Ar), z.B indem man aus getrennten aber
verbundenen Behéltern, in denen sie bei identischem Druck und Temperatur in perfektem stabilem Gleichgewicht
sind, einen "Schieber" herauszieht wie unten dargestellt.

Dabei findet keine chemische Reaktion statt, da Ar und He als Edelgase nicht mit anderen Stoffen reagiert.

Schieber T

i Ar 3 H(: . Ar-He
im GG im GG imiGe

Falls es nur mechanisches und thermisches Gleichgewicht gabe, miifdte jetzt gar nicht passieren. Wir haben aber
noch kein chemisches Gleichgewicht, obwohl gar keine chemische Reaktion stattfinden wird

J Chemisches" Gleichgewicht ist aber trotzdem definiert:

Es ist erreicht, wenn die zwei verschiedenen Teilchen (He und Ar Atome) komplett durchmischt sind, d.h. sich die
Teilchenzahlen pro Volumenelement - und das ist die Teilchenkonzentration - in jedem Volumenelement des
Behalters (im Mittel) nicht mehr andern.

Dazu missen sich aber die am Anfang vorliegenden Teilchenzahlen oder Konzentrationen &ndern - bis sie tberall
denselben konstanten Wert haben.

Die "Beziehung" zwischen den Teilchen besteht dabei lediglich aus den Std3en zwischen den Teilchen, durch die
aber Impuls und Energie tibertragen werden. Mechanisches und thermisches GG alleine verlangen keine komplette
Durchmischung!

’ Ein weiteres Beispiel fiir chemisches Gleichgewicht ganz ohne Chemie:

Das Gleichgewicht zwischen den Elektronen die sich in Halbleiterkristallen von ihrem Atom geltst haben und im
Kristallgitter jetzt frei beweglich sind und den "Lochern”, den unbesetzten Platzen, die sie zuriickgelassen haben
und die ebenfalls frei beweglich sind (das Atom mit dem Loch holt sich ein Elektron vom Nachbarn, der dann das
Loch hat, usw.) ist die Grundlage der gesamten Halbleitertechnologie.

Auch diese "Teilchen" stehen in Beziehung zueinander: Sie entstehen gemeinsam und kdnnen sich gegenseitig
vernichten. Im Gleichgewicht andert sich die jeweilige Zahl bzw. Konzentration nicht mehr. Auch das ist ein
"chemisches" Gleichgewicht.

Wer also Probleme mit dem Ausdruck "chemisches" GG hat, soll sich das einfach immer mit "Teilchenzahl - GG"
Ubersetzen, dann ist die Bedeutung klar. Aber jetzt zun&chst ein Beispiel, das noch "echte” (physikalische) Chemie
enthalt.

Betrachten wir das vertraute Verhalten von Salz (NaCl) in Wasser (H20). Versetzen wir uns in die Lage eines Na* -
lons, das auf der Oberflache eines NaCl - Kristéllchens sitzt und damit direkten Kontakt zu den HoO Molekilen hat.

Wir sind im mechanischen Gleichgewicht (das Kristallchen liegt am Glasboden) und im thermischen Gleichgewicht
(die Temperatur des Kristallchens ist gleich der des Wassers). Wenn das schon das "globale” Gleichgewicht wére,
durfte jetzt nichts mehr passieren.

Es passiert aber noch was: Das Salz I16st sich auf, "wir" gehen in Losung. Wenn wir nicht zu viele Kristéllchen sind
(es ist nicht zu stark gesalzen), verschwinden wir vollstandig (die Salzkristalle 16sen sich ganz auf); wenn viel Salz
ins Wasser gestreut wurde, verschwindet nur ein Teil.

’ Im allgemeinsten Fall haben wir als Na* lon im Kristall also zwei Optionen:
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1. Wir bleiben Teil des Kristalls.

2. Wir "gehen in Losung”, d.h. wir I6sen uns aus dem Kristallchen und "verschwinden" als Na™* lon in der
FlUssigkeit.

’ Haben wir den letzteren Weg gewahlt, d.h. sind wir jetzt im Wasser gel6st, haben wir wiederum zwei Optionen:
1. Wir bleiben im Wasser.

2. Wir scheiden uns auf der Oberflache eines noch vorhanden Kristalls ab und werden wieder Teil eines NaCl
Kristalls.

’ Offenbar ist das System nicht im chemischen Gleichgewicht, solange sich - netto, d.h. im Mittel - noch NaCl auflost
oder bildet. Anders herum betrachtet, liegt GG dann vor, wenn es "uns" egal ist, ob wir im Wasser gel6st sind oder noch
zum Kristall gehoren, denn dann werden im Mittel genausoviel Na* lonen in Losung gehen wie sich wieder abscheiden -
die mittlere Zahl der Teilchen, also der geldésten lonen und der im Kristall gebunden lonen bleibt konstant.

Wer Probleme mit dem Bildungsprozel3 hat, dem Umkehrvorgang der Auflésung, soll nur kurz daran denken, was
geschieht, wenn ein Glas mit Salzwasser verdunstet. Wasser verschwindet, die Konzentration an Na* und Cl=im
Restwasser steigt.

Sobald die zum chemischen Gleichgewicht gehdrende Gleichgewichtskonzentration - wir nennen sie Ldslichkeit -
fur Salz tberschritten wird (anders ausgedriickt: Das Restwasser mit Na* und Cl— Giberséttigt ist), bilden sich
Salzkristalle. Es wird genau soviel NaCl ausgeschieden, bis wieder die GG Konzentration erreicht ist.

Bei Zucker im Wasser, oder Weinstein im Wein oder ...., ist das ganz genau so - wir haben eine Methode zur
Kristallzucht entdeckt.
’ Chemisches Gleichgewicht liegt also vor, wenn sich bei den Teilchenzahlen pro Volumen (also der Konzentration) - im
Mittel - nichts mehr &ndert, d.h. gar nichts mehr passiert.

Es ist so wichtig sich klar zu machen, dal3 diese Bedingung auf zwei Arten erflllt werden kann, dass wir das in ein
Kéastchen schreiben:

1. Statisches Gleichgewicht: Die Teilchenzahlen @ndern sich nie mehr.

2. DynamischesGleichgewicht: Die Rate mit der eine Teilchensorte verschwindet
ist genau so grof3 wie die Rate, mit der sie gebildet wird - immer im Mittel,
naturlich.

’ Das ist exakt wie beim Bankkonto: Chemisches Gleichgewicht beziiglich der Teilchenzahl (mit € als Teilchen) liegt vor,
wenn sich der Kontostand nicht mehr &ndert. Das kann geschehen indem sich entweder die Zahl der € auf dem Konto
nie mehr andert, oder (im zeitlichen Mittel), genauso viel eingezahlt wie abgehoben wird.

Das Beispiel mit dem Kontostand macht ganz klar, daR® die beiden Félle zwar zum selbem Kontostand flihren, aber
Uberhaupt nicht identisch sind!

’ Ein Glas Wasser mit einer undefinierten Menge an Zucker, die sich vollstandig aufgeldst hat, ist also i.a. nicht im
globalen chemischen GG; denn hatte man mehr Zucker hinzugefiigt, hatte sich ja noch mehr aufgeldst - die
Zuckerteilchenzahl im Wasser hat also noch nicht den GG - oder Ldslichkeitswert.

Erst wenn sich durch Verdunsten oder Einkochen die Konzentration der Zuckermolekiile erhdht hat (weil weniger
Wasser da ist), wird irgendwann der GG - Wert erreicht. Bei weiterer Verdunstung beginnt jetzt die Bildung eines
Zuckerkristalls.

Zwischen der festen Phase und der geldsten Phase des Zuckers kann sich jetzt immer ein GG einstellen, die
jeweiligen Konzentrationen &ndern sich nicht mehr.

Verallgemeinerung

’ Wir wollen diese Erkenntnisse jetzt umsetzen um ein bil3chen quantitativer werden zu kénnen. Dazu machen wir einen
ungeheuer wichtigen Abstraktionsschritt und formulieren ein Postulat: In Analogie zum mechanischen GG verlangen wir:

Es muf3 eine Funktion F geben, die aul3er von der Temperatur, dem Druck (und evtl. noch anderen Parametern)
auch von der Teilchenzahl abhangt, d.h. F = F(p, Tng, n2, ng3, ...), und die im chemischen Gleichgewicht beziglich
der Teilchenzahlen nj ein energetisches Minimum hat. Damit muf3 F die Eigenschaften eines Potentials haben.

Zur Gleichgewichtskonzentration eines Teilchens gehdrt dann notwendigerweise folgende Eigenschaft dieser
Funktion F:

oF oF oF oF
AF = —.Ang + — -Anp + — - Anz + .-+ — =0
ony ony on2 oT

MaWi 1 Skript - Page 150


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/basics/b2_1_7.html

Im "...." Bereich steht vielleicht noch (0F/ dp)-Ap und entsprechende Glieder fir andere Parameter, die das System
beschreiben. Allerdings muss man ein bif3chen aufpassen: Die Parameter oder Zustandsvariablen, die einem zur
Systembeschreibung auf Anhieb so einfallen, sind nicht unbedingt immer unabhéngig. Beispielsweise kdnnte es ja
sein, dass der Druck in einem System festliegt, wenn die Temperatur und alle Teilchenkonzentrationen gegeben
sind. Dann wére der Druck nicht mehr eine Zustandsvariable von F.

’ AF ist naturlich nichts anderes als das totale Differential der Funktion F(xj). Das totale Differential von F im
Gleichgewicht ist also Null. Dies bedeutet, daf3 es egal ist, von welcher Teilchensorte man eine infinitesimale Menge
hinzufuigt oder weg nimmt - man kann keine Energie gewinnen, egal welche Teilchensorte (differentiell) ge&ndert wird.

Der Zusammenhang zwischen allgemeinen Potentialen der Thermodynamik und totalen Differentialen der
Mathematik ist fundamental, aber subitil. Hier ist das nicht so wichtig, mehr dazu findet sich in einem speziellen
Modul (im Hyperskript "Defekte™).

’ Man kann das alles postulieren und fordern, aber es nitzt noch nichts: Leider wissen wir noch nicht, wie dieses
Potential F beschaffen ist; wie es definiert sein muf3, damit die obige Aussage immer stimmt - im Gegensatz zum
mechanischen oder elektrostatischen Potential. Wir werden uns damit im néachsten Kapitel ausfuhrlich beschéftigen.

’ Eine Bemerkung noch zur groBeren Klarheit der Bezeichnungen: Wir haben vermieden, die postulierte Potentialfunktion
F chemisches Potential zu nennen, obwohl das eigentlich naheliegend ware. Das hat zwei Griinde:

1. Unser postuliertes Potential F ist nicht nur fur chemisches Gleichgewicht nutzbar, sondern fir alle
Gleichgewichte, und

2. Wird der Begriff "chemisches Potential" bereits fur andere Funktionen verwendet (namlich fur die partiellen
Ableitungen der Potentialfunktion F nach den Teilchenzahlen). Mehr dazu in einem eigenen Modul (im Hyperskript
"Defekte"). Hier halten wir nur fest:

Die partiellenAbleitungen der Potentialfunktion 0F(nj, , ...)/on; nach der
Teilchenzahl (oder -dichte) des Teilchens Nummer i heif3t das chemische
Potential pides Teilchens Nummer i.

Die Dimension des chemischen Potentials pist [p1] = eV,

d.h. das chemische Potential hat die Dimension einer Energie (oder
Energiedichte).

Das chemische Potential ist eine Schlusselgréf3e der Materialwissenschaft (von der Chemie ganz zu schweigen).
Allerdings wird es oft unter andern Namen "gehandelt" (z.B. als "Fermienergie".

’ Chemisches Gleichgewicht ist nicht erreicht, solange sich Teilchenzahlen noch andern, d.h. eine chemische Reaktion
(im weitesten Sinne, wie oben erlautert) stattfindet.

Dabei gibt es ebenfalls labile, indifferente und insbesondere metastabile Gleichgewichte, d.h. die zum Minimum
unseres Potentials F fiihrende Reaktion kann nur stattfinden, wenn das System etwas gesttrt wird, wenn von auf3en
etwas Energie zugefihrt wird. Gottseidank braucht es oft ziemlich heftige Stérungen, oder Energiezufuhren, um das
System aus dem metastabilen chemischen Gleichgewicht zum stabilen zu fuhren.Wir kennen das und sind sehr
froh daruber:

Man denke nur an Sprengstoff oder schlicht an das (Holz)haus, das erst in der abgebrannte Form - nach der
Reaktion mit dem Sauerstoff - im chemischen Gleichgewicht ware. Auch wenn wir uns selbst betrachten, sind wir
nicht im chemischen Gleichgewicht - das ist erst erreicht, wenn wir Kompost geworden sind ("Erde zu Erde").

’ Eine weitere Fallunterscheidung fiir das chemische GG wurde ebenfalls schon angedeutet: Wir kénnen statische und
dynamische Gleichgewichte unterscheiden.

Im statischen Fall wirde sich Giberhaupt nichts mehr andern - die Teilchen in Losung bleiben in Lésung; die Teilchen
im Kristall bleiben im Kristall.

Im dynamischen Fall &ndern sich die Zahlen beliebig, aber die "Bildungs- und Vernichtungsraten" sind (zumindest
im Mittel) genau gleichgro3. Dann bleibt die Konzentration (im Mittel) ebenfalls konstant.

’ Das dynamische Gleichgewicht ist ein fundamental wichtiges Konzept!

Wer das zu abstrakt findet, sollte nochmal an sein Girokonto denken. Die Teilchenzahl (= Zahl der Eurostiicke auf
dem Konto) bleibt konstant, wenn sich entweder gar nichts mehr tut (keine Uberweisungen und keine Abhebungen)
oder wenn (im Mittel) gleich viel iberwiesen wie abgehoben wird.

Der Netto Geldstrom ist dann - immer im Mittel - Null, aber dabei ist nichts Uber die beiden Teil-Geldstrome gesagt.
Ein Kontostand von € 550.- bleibt konstant, unabhéngig davon ob nun im Mittel pro Zeiteinheit € 10.- oder €
1.000.000.- Gberwiesen und abgehoben werden.
’ An dieser Stelle wollen wir aber nicht weiter klaren, wie nun das zum chemischen Gleichgewicht gehérende Potential F
genau definiert ist. Wir wissen jetzt aber, daf} zum "globalen”, d.h. allumfassenden Gleichgewicht, das simultane
Vorliegen von mechanischem (+ evtl. elektrostatischem), thermischem und chemischen Gleichgewicht gehort.

’ Dieses allumfassende Gleichgewicht heif3t:
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Thermodynamisches Gleichgewicht

’ Zu diesem Totalgleichgewicht gehért analog zu obigen Betrachtungen ein entsprechendes thermodynamisches
Potential mit folgenden Eigenschaften:

Es umfal3t all die mechanischen, elektrostatischen, "chemischen" und sonstigen Potentiale.

Es beriicksichtigt, daf3 nach aller Erfahrung auch ein MaRR an Unordnung zum Gleichgewicht gehort.

Seine Ableitungen nach Zustandsvariablen wie z.B. Druck p, Temperatur T, Teilchenzahlen oder Konzentrationen
n, usw., sind im Gleichgewicht = Null.

’ Im folgenden werden wir uns diesem thermodynamischen Potential widmen; es postulieren (fur eine komplette
Herleitung fehlen uns die Grundlagen und die Zeit), und dann damit arbeiten.

’ Vorher werden wir aber noch einige "HilfsgréRen" einfihren, die wir brauchen um das Ziel zu erreichen.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 5.1.3
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5.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 5.1: Mechanisches, thermisches, chemisches und thermodynamisches

Gleichgewicht

’ Ein Teilchen, oder auch ein ganzes System von
Teilchen, befindet sich im Gleichgewicht, falls sich
"nichts" mehr andert.

Bei einem klassischen "System" aus nur
einem Teilchen ("Massenpunkt") herrscht
Gleichgewicht, falls sich das Teilchen im
Minimum der potentiellen Energie befindet und
jede Bewegung durch Reibung beendet ist.

"Treibende Kraft" in Richtung Gleichgewicht
ist dabei die Minimierung der Energie.

’ Systeme vieler miteinander wechselwirkender
mikroskopischer Teilchen miissen durch
geeignete makroskopische (meRbare) GréRen
oder Zustandsvariablen beschrieben werden, die
das System hinreichend charakterisieren.

Im umfassenden thermodynamischen
Gleichgewicht andern sich diese
Zustandsvariablen nicht mehr.

Treibende Kraft in Richtung Gleichgewicht ist
nicht nur die Minimierung der Energie,
sondern auch die Maximierung von
"Unordnung".

’ Thermisches Gleichgewicht bedingt dieselbe
Temperatur T, mechanisches Gleichgewicht
denselben Druck p Gberall im System.

’ Chemisches Gleichgewicht bedeutet, dass sich
die Teilchenzahlen nj nicht mehr &ndern.

Beispiele:

* Zwei Gase mischen sich bis die
(mittlere) Teilchenzahl tberall dieselbe
ist.

* Salz I6st sich in Wasser - bis
"Sattigung”, d.h. chemisches
Gleichgewicht erreicht ist. Die Zahl der
geldsten lonen andert sich nicht mehr.

Ein "Teilchen" kann dabei vielerlei sein, z.B.
ein Atom, lon oder Molekiil; aber auch ein
Elektron, Photonen, Phonon, Defektelektron
(= "Loch"), usw.

’ Der Begriff chemisches Gleichgewicht ist deshalb
etwas mif3deutig; besser ware
"Teilchenzahlgleichgewicht".

’ Was wir brauchen ist ein thermodynamisches
Potential F = F(Zustandsvariablen) in Analogie
zum rein mechanischen Potential.

Thermodynamisches Gleichgewicht liegt dann
vor, falls F ein Minimum hat

Zustandsvariable sind beispielsweise:

e Temperatur
¢ Druck
e Teilchenzahl

Mechanisches und thermisches
und chemisches Gleichgewicht

= thermodynamisches Gleichgewicht

Hehicher T

A Ml Ar - He
i o (30 im GG

Gleichgewichtsbedingung fur thermodynamisches
Gleichgewicht:

oF oF oF
AF = — - Any + — - Anp + — - Anz + ..... =
on1 onz onz
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¥ Das Gleichgewicht in einem Systeme vieler
Teilchen ist ein dynamisches Gleichgewicht.

) Nur makroskopisch andert sich nichts,
mikroskopisch kann es trotzdem grof3e
Anderungen geben, die sich aber (im Mittel)
exakt kompensieren.

) Beispiele:
* Salzauflésung: Zahl der Na* lonen die —_—
in Losung gehen = Zahl der Na* lonen, A4 ‘%8-\-.
die sich am Kristall binden.
* Girokonto: Abhebungen = O?’ L 85,_’\0
Einzahlungen. —

e Strom: Elektronenflul® nach rechts =

Elektronenflul nach links.

Fragebogen
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5.2 Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik
5.2.1 Grundlagen

Allgemeine Vorbemerkungen

’ Bevor wir das thermodynamische Gleichgewicht ndher behandeln, miissen wir einige Grundelemente der
Thermodynamik néher betrachten oder uns ins Gedéchtnis zurtickrufen. Wir wollen dazu nicht, wie tiblich und
durchaus nutzlich, die historische Entwicklung nachvollziehen, sondern gleich die wichtigsten Aussagen der "modernen”
statistischen Betrachtung der Thermodynamik verwenden - auf immer verbunden mit dem Namen Ludwig Boltzmann
(siehe auch Thermodynamik Skript).

Dem einen oder der anderen mag es bei dem Begriff "statistische" Thermodynamik grausen. Dieser Teil der Physik
gilt als schwer und mit langlichen Formeln und merkwirdigen Begriffen wie "groBkanonische Gesamtheit" oder
"Ergodenhypothese " befrachtet.

Das ist schon richtig - aber nicht fiir uns bei dieser Vorlesung. Hier gilt das genaue Gegenteil: Die Grundlagen der
statistischen Thermodynamik sind (bei Verzicht auf einige trickreiche Herleitungen wesentlicher Formeln) viel
einfacher zu verstehen, als die Grundlagen der klassischen Thermodynamik!

’ Zunachst brauchen wir den ersten und zweiten Haupsatz der Thermodynamik.

’ Der erste Hauptsatz ist im Grund nichts anderes als der altbekannte Energieerhaltungssatz, aber erganzt durch die
monumentale Entdeckung Robert Mayers, dalR Warme eine Energieform ist.

Uber das "mechanische Aquivalent": 1 cal=4,18 J IaRt sich Arbeit (gemessen in Joule, J ) in Warme (gemessen
in Kalorien, cal) umrechnen und umgekehrt.

’ Zum zweiten Haupsatz kommt man, wenn man beriicksichtigt, dal3 zwar mechanische Arbeit oder Energie sich immer
zu 100 % in Warme umsetzen laft, Warmeenergie aber nie zu 100 % in mechanische Arbeit.

Der zweite Hauptsatz berlcksichtigt damit, daf3 viele Prozesse im Universum irreversibel sind; sie kdnnen nicht
umgekehrt werden.

Hier steckt ein tiefes Ratsel der Natur: Riickwartslaufende Filme der menschliche Welt sind sofort als mit der
Erfahrung unvereinbar zu erkennen, wahrend in der Zeit riickwartslaufende "Filme" aller Vorgange auf der Ebene der
Elementarteilchen nicht von den in der Zeit vorwéartslaufenden zu unterscheiden sind.

Woher kommt diese offenbar vorgegebene Richtung der Zeit von der Vergangenheit in die Zukunft in
makroskopischen Dimensionen? Denn in mikroskopischen Dimensionen gibt es keine Richtung der Zeit! In allen
Formeln kann t durch —t ersetzt werden, ohne daf3 etwas falsch wird.

Der 2. Haupsatz postuliert als einziges physikalische Grundgesetz eine Richtung der Zeit. Er hat damit etwas
Geheimnisvolles, denn eine Richtung der Zeit ist aus den anderen pysikalischen Grundgesetzen nicht zu erkennen.
Der 2. Haupsatz war und ist einer der zentralen Satze mit dem sich philosophierende Naturwissenschaftler
beschéaftigen. Mehr dazu im Link.

’ Die Thermodynamik mit all ihren Veréstelungen, Warmekraftmaschinen und Perpetuum Mobiles war lange Zeit eine
phanomenologische Theorie - und zwar eine sehr erfolgreiche.

Warme war eine Form von Energie, soviel war klar, aber was genau einen warmen von einem kalten Kérper im
Inneren unterscheidet, war nicht klar (die Atome waren noch nicht "erfunden” ). Im Ubrigen beschéftigt sich die
klassische Thermodynamik vorzugsweise mit Gasen, die uns in der Materialwissenschaft weniger interessieren.

Wir ersparen uns hier weitgehend die phdnomenologischen Grundlagen und konzentrieren uns auf einige wenige
Schlusselaussagen der statistischen Theorie der Warme, in der alle Begriffe der phanomenologischen
klassischen Thermodynamik auf das Verhalten der Atome zurtickgefuhrt sind.

’ Trotzdem sollte der Materialwissenschaftler die Grundziige der klassischen Theorie kennen. Dazu kann man bei dem
entsprechenden Basisbegriff nachschauen (im Hyperscript "Defects"), oder Bicher zur Thermodynamik zu Rate ziehen.

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik

’ Doch nun zum ersten Hauptsatz der TD (so kirzen wir Thermodynamik gelegentlich ab).

Wir betrachten ihn, abweichend vom normalem Vorgehen, zunéchst in einer mehr modernen Form. Wir wissen
namlich schon, dal? Warme eine Form von Energie darstellt, dal3 es Atome gibt und dal’3 Energie immer als
kinetische und/oder potentielle Energie der Atome oder Molekile (in den entsprechenden elektrischen-,
magnetischen- oder Gravitationsfelder) aufgefal3t werden kann.

Als Ausgangspunkt betrachten wir die innere Energie eines Teilchensystems. "Innere" heif3t, daf3 wir nur die dem
System innewohnenden wichtigen Energiebeitrage mitnehmen, die zum Teil schon durch die Wahl eines "inneren"
Koordinatensystems bestimmt sind.
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Wenn wir z.B. einen Si - Kristall betrachten, der auf einem Tisch liegt und den wir vielleicht hei3 oder kalt machen
und evtl. noch irgendwelchen Driicken aussetzen wollen, interessiert uns nicht die kinetische Energie, die im
Kristall steckt weil sich die Erde um die Sonne bewegt usw.; diese Beitrage sind auch automatisch weg wenn wir
unser Koordinatensystem am Kristall (oder, in dem Beispiel, am Tisch) "festmachen". In diesem Beispiel
interessiert uns aber auch nicht unbedingt die potentielle Energie des Si - Kristalls im Schwerefeld der Erde, weil
sie im Vergleich zur kinetischen und elektrostatischen Energie der Atome klein ist und sich vor allem bei unseren
geplanten Manipulationen nicht andert.

Uns interessieren nur Energiebeitrdge auf die wir Einflu@ nehmen kénnen, die sich &ndern kdnnen; z.B. indem man
dem System Warmeenergie zufihrt. Damit fallen (fast immer) auch die Energien der inneren Elektronen weg; denn
die kénnen wir nur beeinflussen, wenn wir (per Kernspaltung) die Atome &ndern.

Da bei einem Stiick Si das nur so rumliegt auch keine chemischen Reaktionen stattfinden (im wortlichen oder im
erweiterten Sinn), kdnnen wir die Energien der Elektronen auch weitgehend ignorieren.

’ Was fir unseren Si - Kristall (oder jeden anderen festen Korper) bleibt, ist also nur noch die ungeordnete kinetische
Energie der um ihre Gleichgewichtslage im Gitter schwingenden Atome zusammen mit der aus dem Bindungspotential
kommenden potentiellen Energie.

Wenn wir ein Gas betrachten, ist es die nur die kinetische Energie der im vorgegebenen Volumen ungeordnet
(="statistisch") herumsausenden Atome und Molekiile. Bei Molekilen muf? man evtl auch noch die Energie
mitbetrachten, die in Rotationen und Schwingungen steckt.

’ Betrachten wir, was geschieht wenn man einem solchen System Energie in Form von Wéarme zufuihrt. Wir wollen dies
im direkten Vergleich Festkorper (= Kristall) und Gas tun

Festkorper

Die Atome schwingen in ihrem Potentialtopf Die Atome (oder auch Molekiile) fliegen mit konst.

(symbolisiert durch Federn) um die Gleichgewichtslage
(angedeutet durch blaue Doppelpfeile). Dies ist eine
Momentaufnahme mit Bezug auf die Geschwindigkeiten
mit ganz kurzer Belichtungszeit. Wenige Picosekunden
spater sehen die Doppelpfeile tberall anders aus; die in
der Bewegung steckende innere Energie (=Summe aus
der mittleren kinetischen und potentiellen Energie der
Schwingungen) bleibt aber konstant.

Erh6hung der mittleren kinetischen Energie der
Schwingung und Erhéhung der mittleren potentiellen
Energie durch Abweichungen von der Ruhelage im
Potentialtopf des Atoms in seiner Bindungsumgebung

Da die potentielle Energie und die Schwingungsenergie
im Prinzip unabhangig voneinander sind (man kdnnte
gedanklich einem Atom nur potentielle Energie zufiihren,
d.h. den Abstand zum Nachbarn &ndern ohne die
momentane Geschwindigkeit zu &ndern und umgekehrt),
hat ein Atom im Kristall 6 Freiheitsgrade um Energie
aufzunehmen: 3 flr potentielle Energie und 3 fir
kinetische Energie - je ein Freiheitsgrad pro
Raumrichtung.

Geschwindigkeit (angedeutet durch braune Pfeile) durch
den verfugbaren Raum. Dies ist eine Momentaufnahme
mit ganz kurzer Belichtungszeit. Wenige Nanosekunden
spater sehen die Pfeile Uberall anders aus, da sich durch
StoRe die Vektoren standig andern. Die in der Bewegung
steckende innere Energie (=Summe der kinetischen
Energie der Teilchen) bleibt aber konstant.

Wir fuhren jetzt Warme zu (d.h. erhéhen die Temperatur)

Damit erhéht sich die innere Energie durch:

AusschlieBliche Erhdhung der kinetischen Energie der
Gasteilchen (mit mdglichen Energieanteilen in
Translation, Rotation und Schwingungen).

Ein 1-atomiges Gas hat 3 Freiheitsgrade, es kann
Energie nur durch Bewegung in jede der drei
Raumrichtungen aufnehmen.

Bei einem 2-atomigen Gas wird es komplizierter: Zu den
3 Freiheitsgraden der Translation kommen im Prinzip
noch 2 Freiheitsgrade der Rotation (es kann um zwei
Achsen senkrecht zur Bindungsrichtung rotieren) und
Freiheitsgrade mdglicher Schwingungen .
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’ Wir haben schon mehrfach den einfachen Zusammenhang benutzt, daf3 die Temperatur ein Maf3 fir die dem System
innewohnende innere Energie ist. Der quantitative Zusammenhang ist durch eine einfache Proportionalitat gegeben, die
Proportionalitatskonstante ist die Boltzmannkonstante k.

Wir miussen aber beachten, daf3 es je nach System unterschiedlich viele Méglichkeiten gibt Energie aufzunehmen;
die Zahl der unabhangigen Mdglichkeiten heif3en die Freiheitsgrade f des Systems.

Ein zweiatomiges Molekil kénnte beispielsweise Energie aufnehmen, indem es seine Geschwindigkeit in eine der
drei Raumrichtungen erhdht, schneller um eine Achse rotiert, oder mit gréRerer Amplitude schwingt. Jede
Mdglichkeit ist ein Freiheitsgrad. Wieviele es jeweils gibt mag schwer zu beurteilen sein, jedenfalls sind es aber
immer nur endlich viele.

Aus der statistischen Thermodynamik ergibt sich ein einfacher Zusammenhang zwischen der Temperatur T und der
Energie E (wer will, darf das auch als Definition der Temperatur betrachten).

Dieser Zusammenhang heif3t Gleichverteilungsatz; er ist so elementar einfach und gleichzeitig so ungeheuer
wichtig, dass die Formel herausgehoben werden soll:

E=%-f- KT

Das bedeutet in Worten, dal3 pro Freiheitsgrad und Teilchen im Mittel 1/2 - kT thermische Energie im System
steckt. Ein Ansatz zu einer Herleitung findet sich im Link.

’ Die Energie E ist dabei die innere Energie wie oben definiert; zukinftig wollen wir sie als spezielle Energie mit einer
anderen Abkulrzung versehen namlich mit dem Buchstaben U.

Dazu nachen wir jetzt eine Ubung

Ubung 5.2-1

Gleichverteilungssatz und Zahlen

’ Diese simple Beziehung ist zwar (noch) nicht der erste Haupsatz, enthélt aber seinen Kernpunkt, ndmlich den Verbleib
der in einen Kdrper hineingesteckten Warmeenergie.

Die Formel kann (mit einigem Aufwand) zwar ganz sauber aus der statistischen Mechanik hergeleitet werden, hat
aber groRe Probleme aufgeworfen, denn sie ist gelegentlichen ganz eindeutig falsch, wenn sie man experimentell
Uberpriift. Reale Systeme scheinen manchmal weniger Freiheitsgrade zu haben als definitiv da sein mussen. In
dieser Beobachtung steckte einer der Stolpersteine der Physik zu Beginn des 20. Jahrhunderts, der erst (von
Albert Einstein ) mit der Quantentheorie Gberwunden wurde.

Das Problem war, daf3 nicht alle vorhandenen Freiheitsgrade eines Systems beobachtet wurden. Zum Beispiel kann
in einem 2-atomigen Molekul Energie auch in einer Schwingung der Atome gegeneinander aufgenommen werden;
diese Schwingung ist ein gultiger Freiheitsgrad des Systems. Klassisch kann diese Schwingung mit beliebig kleiner
Amplitude stattfinden, und damit auch beliebig kleine Energiebeitrage aufnehmen - sie sollte immer beobachtbar
sein.

Quantenmechanisch geht das nicht, die Energie ist gequantelt, Bei kleinen Temperaturen reicht die thermische
Eergie nicht aus um die Schwingung anzuregen, der Freiheitsgrad ist "eingefroren”.

’ Woran erkennt man das Problem? Wie beobachtet man die Zahl der Freiheitsgrade experimentell?

’ Um das zu verstehen formulieren wir zunéchst den ersten Haupsatz der Thermodynamik in der tblichen
mathematischen Form:

du=dQ — dw

Mit dU=Anderung der inneren Energie U des betrachteten Systems, dQ=zugefiihrte (differentiell kleine)
Warmeenergie, dW=nach auf3en geleistete (differentiell kleine) Arbeit

’ Das ist der Energieerhaltungssatz unter Einschlu® der Warmeenergie. In Worten besagt obige Gleichung
Die (differentiell kleine) Anderung der im System vorhandenen inneren Energie ist gleich der (differentiell kleinen)
zugefihrten Warmeenergie minus der nach auf3en geleisteten (differentiell kleinen) Arbeit.

Statt dem differentiellen "d" hatten wir auch das "Anderungs" A nehmen kénnen, aber in der gewéhlten Form wird
klar, daf? die dU, dQ usw. mit Ableitungen der eigentliche Funktionen nach den Variablen zusammenhé&ngen.

Die nach auf3en geleistete Arbeit resultiert in der Regel aus einer Volumenanderung - der paradigmatische Kolben
bewegt sich in einem Zylinder, z.B. in der Warmekraftmaschine Benzin- oder Dieselmotor.
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Fliche A,

Wiitme 4Q
Q Volunen V

rein

Arbeit dW AW = F-dx = p-A-dx = p-aV
rams

Hier ist die lllustration zum 1. Hauptsatz. Links ganz allgemein, rechts in der tblichen technischen Ausfiihrung mit
einem Kolben, der sich in x -Richtung bewegen kann.

Diese Formulierung (in etwas anderer Weise im Jahre 1842) war eine monumentale Leistung, verbunden mit den Namen
Robert Mayer und J. P. Joule; auBerdem noch mit einer interessanten Geschichte.

’ Schauen wir uns ein einfaches Beispiel an: Einem (perfekten) Kristall wird ein biRchen (d Q) Warme zugefihrt.

Die nach au3en geleistete Arbeit ist immer Kraft mal Weg, oder umgeschrieben, Druck p mal Volumen V . Da wir
unseren Kristall nur "rumliegen” lassen, andert sich der Druck nicht, der Kristall wird sich aber etwas ausdehnen,
d.h. das Volumen andert sich

In differentieller Form erhalten wir fir die geleistete Arbeit dW

dw= p -dVv

’ Daf hier wirklich Arbeit geleistet wird kann man sofort sehen, wenn man gedanklich versucht den Kristall an der
Volumenausdehnung zu hindern. Man mif3te dazu beachtliche Kréfte aufwenden und den Kristall dann unter sehr
hohem Druck halten. Oder, andersherum, der sich ausdehnende Kristall kann eine grof3e Kraft auf einem sehr kleinen
Weg wirken lassen, d.h. etwas Arbeit leisten.

Noch einfacher wird es, wenn wir statt einem Kristall ein Gas nehmen: Alle Warmekraftmaschinen - von der alten
Dampfmaschine tUber den Ottomoter zum Diisentriebwerk - beziehen die nach aul3en geleistete Arbeit aus der
Ausdehnung von Gasen bei Erwarmung.

Lart man Ausdehnung nicht zu, geht der Druck hoch. Dabei wird aber keine Arbeit nach auf3en geleistet. In diesem
Fall gilt dW=0 und der erste Hauptsatz reduziert sich fur den Fall konstanten Volumens auf

dU |v=const = dQ

Die gesamte zugefiihrte Warme geht in die Erhéhung (oder, bei Vorzeichenwechsel, Erniedrigung) der inneren
Energie.
’ Fur unseren Kristall jedoch, den wir i.a. bei konstantem Druck belassen und daflr eine Volumenausdehnung
akzeptieren, schreibt sich der erste Haupsatz wie folgt:

dU | p=const=dQ — p -dV

In Worten: Die (differentiell kleine) Anderung der im System vorhandenen inneren Energie ist gleich der (differentiell
kleinen) zugefuihrten Warmeenergie minus Druck mal der (differentiell kleinen) Anderung des Volumens.

Die Enthalpie als neues Energiemal}

’ Bei sehr vielem was wir mit festen Kdrpern so treiben, bleibt der Druck konstant - ganz im Gegensatz zu Gasen! Um in
vielen Beziehungen den Term — pdV nicht immer mitschleppen zu mussen, fiihrt man eine neue Grél3e ein, die aus
schreibtechnischen Griinden unter diesen Bedingungen anstelle der (inneren) Energie verwendet wird, namlich die
Enthalpie H.

Das Wort "Enthalpie " hat Kammerling-Onnes (der Entdecker der Supraletung) 1909 gepragt; es stammt wie
Ublich aus dem Altgriechischen und bedeutet in etwa "Erwarmung"”.

Die Enthalpie ist damit eine Energieform - so wie die kinetische, potentielle oder innere Energie auch; ihre Einheit
ist [J]. Sie hangt mit der inneren Energie Uber eine einfache Definitionsgleichung zusammen:

H=U=+p-V

Formulieren wir den ersten Hauptsatz nun mit der Enthalpie , missen wir als erstes dH bilden; das ist in diesem Fall
das totale Differential der Enthalpie H. Wir erhalten
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dH=dU + p-dV + V-dp

’ Mit V - dp=0, weil wir ja konstanten Druck annehmen, und dem ersten Hauptsatz (dU=dQ — p - dV) ergibt sich dann

dH = dQ

Die gesamte zugefiihrte Warme geht jetzt also in die Erhéhung (oder, bei Vorzeichenwechsel, Erniedrigung) der
(inneren) Enthalpie des Materials.

Wir kénnen die Enthalpie also als die um die Warmeausdehnung korrigierte innere Energie betrachten.
’ Das fuihrt sofort auf eine wichtige Konsequenz:

Da die Warmeausdehnung bei Festkorpern i.a. klein ist, sind Enthalpie und (innere) Energie dann fast identisch.
Man sagt im Sprachgebrauch deshalb oft "Energie " wenn man eigentlich "Enthalpie” meint und macht dabei auch
keinen grofRen Fehler. Fur Gase gilt dies aber nicht!

Spezifische Warmekapzitaten

Aus dem 1. Hauptsatz ergeben sich sofort die Warmekapazitaten C aller Materialien. Sie sind definiert als der
(Differential)quotient aus der (differentiellen) Zunahme der Warmenergie und der (differentiellen) Anderung der
Temperatur, in anderen Worten

fur den jeweiligen Kdrper mit der Masse M .
’ Die Warmekapazitét 1aR3t sich leicht messen; was wir erhalten wird davon abhangen, ob wir bei Zufuhr der Warme das
Volumen konstant halten (durch entsprechenden Aufbau aueren Drucks) oder den Druck konstant halten.

Die entsprechenden Werte (mit Index V oder p fiir die jeweils konstant gehaltene Zustandsvariable) fiir einen Kérper
der Masse M sind dann unter Verwendung des 1. Hauptsatzes und der innerer Energie U bzw. Enthalpie H gegeben

durch
du
Cv = —
dT
dH
Cp = -
dT

’ Irgendwelche Messwerte fiir irgendwelche Massen M sind natirlich keine sinnvollen Materialparameter.

Wir brauchen spezifischen Warmen c, also zum Beispiel die Warmekapazitat pro Masseneinheit M . Das ist
dann einfach

1 du
cy = — - —
M daT
1 dH
Cp = — - —
M dT

’ Die innere Energie oder besser Enthalpie fiir einen Kristall kennen wir aber schon; es galt
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UAtom = % . f.kT

Ukristall = N-%-f-KkT

Mit N= Zahl der Atome im Kristall.

’ Mit Ay=Avogadro konstante=Zahl der Teilchen (=Atome oder Molekiile) in einem Mol einer Substanz =6.022 - 1023,
definiert man die sog. Gaskonstante R=k - Ay. Damit ergibt sich noch eine spezifische Warmekapazitat, namlich die
aulerst sinnvolle molare Waéarmekapazitét von 1 moleines beliebigen Kristalls, unabhé&ngig von der Temperatur. Wir
erhalten immer

:Cp, % -6-

Ckri
Krist, mol mol = R = 3R

’ Das ist die lange vor der Rechnung experimentell gefundene Dulong - Petitsche Regel.

Die simple statistische Behandlung der Warme gab die Formel dazu. Sie ist bemerkenswert, sagt sie doch, daf3
alle Kristalle - ob mit einfachem oder kompliziertem Gitter, ob mit einfacher oder komplizierter Basis, ob mit mit
leichten oder schweren Atomen in der Basis - dieselbe spezifische Warmekapazitat haben wenn man sie auf 1 mol
bezieht.

’ Ob diese Regel immer stimmt, kann man experimentell prifen. Im 19. Jahrhundert lag man bei der "Nachprifung” nicht
so schlecht (so wurde die Dulong-Petitsche Regel ja gefunden), aber im 20. Jahrhundert konnte man zum ersten Mal
richtig tiefe Temperaturen machen.

Und siehe, es stellt sich heraus, dal3 die molaren Warmekapazitaten fir alle festen Stoffe mit abnehmender
Temperatur nicht mehr konstant bei 3 R lagen, sondern kleiner wurden und sogar gegen Null tendierten - im Link ist
eine lllustration dazu

Erst Albert Einstein hat, wie oben schon gesagt, dieses Ratsel als erster erklart, (quantitativ, mit einer Formel),
indem er die Quantenmechanik ins Spiel brachte.

’ Zusammenfassend halten wir fest:

Der erste Hauptsatz stellt fest, daf3 nur thermodynamische Prozesse, bei denen die Energie erhalten bleibt, in der
Natur vorkommen kénnen. Er verbietet aber beispielsweise nicht, dal} aus einem Warmereservoir (z.B. den
Meeren), mechanische Arbeit entnommen werden kann, wobei sich das Reservoir abkuhlt. Auch die Umkehrung
des Gedankenversuchs zum thermischen Gleichgewicht ware prinzipiell méglich: Ein lauwarmer Kérper wird an
einem Ende heil3, am anderen kalt.

Mit dem 1. Hauptsatz allein kdnnen wir noch keine Gleichgewichte bekommen. Wir brauchen weitere Prinzipien, wir
brauchen den 2. Hauptsatz !

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 5.2.1
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5.2.2 Merkpunkte zu Kapitel 5.2: Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik ist der
Energieerhaltungssatz inklusive der Warme Q als
Energieform.

In differentieller Form besagt er, dass die
Anderung der inneren Energie U des
betrachteten Systems gleich ist der
(differentiellen) zugefuhrten Warme Q
abzuglich der nach auf3en geleisteten
(differentiellen) Arbeit W.

’ Atomistisch betrachtet bestehen alle Systeme aus
Teilchen; thermodynamische Parameter oder
Zustandsvariable wie Druck und Temperatur
entstehen aus statistischen Betrachtungen von
Teilcheneigenschaften.

Die innere Energie ist nichts weiter als die in
den energetischen Freiheitsgraden f
residierende kinetische und potentielle
Energie.

Freiheitsgrade flr kinetische Energie sind z.B.
die Translation, Vibrationen, Rotationen.

’ Die Fundamentalformel, die die Temperatur T auf

ein Mal3 fur die innere Energie U zurtckfahrt lautet:

’ Fuhrt man bei konstantem Druck nur Warme dQ
zu, wird trotzdem Arbeit durch die
Volumenausdehnung dV geleistet.

’ Da bei Festkorpern i.d.R. die Bedingung
konstanter Druck vorliegt, und die Effekte der
Warmeausdehnug meist nicht interessieren, fihrt
man als MaR fir die innere Energie eine neue
Grole ein, die Enthalpie H.

Damit gilt sehr einfach dH = dQ.

Eine erste sehr weitreichende Konsequenz ergibt
sich fur die spezifischen Warmen c aller
Materialien.

Insbesondere flr Festkorper / Kristalle muf3
gelten, dass sie alle dieselbe konstante
molare spezifische Warme R (=
Gaskonstante) haben mussen.

Experimentell ist das nur fur "hohe"
Temperaturen erfillt. Dieses, in der
klassischen Physik unlésbare Dilemma, wird
erst durch die Quantentheorie beseitigt.

’ Der 1. Hauptsatz verlangt nur die Erhaltung der
Energie, d.h. verbietet ein Perpetuum mobile 1.
Art.
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du = dQ — dwW

U=%-f kT

dw = p -dVv

H=U+p-V

1 du

cy = — . —

M dT

1 dH

Cp = — -

M dT

CKrist, mol = Cp, mol = %2 -

6-R

3R




) Er verbietet aber z.B. nicht, dass Arbeit nach
aul3en geleistet wird, indem sich das System
abkihlt (—dQ); d.h. erlaubt ein Perpetuum
mobile 2. Art.

{0 Das ist nicht in Einklang mit dem Experiment -
wir brauchen einen 2. Haupsatz, der ein
Perpetuum mobile 2. Art ausschlief3t.

Fragebogen
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Alles was entsteht, ist wert, dal3 es zugrunde geht.

5.3 Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik

5.3.1 Entropie, freie Energie und freie Enthalpie

J. W. von Goethe, Faust |

Makrozustande, Wahrscheinlichkeit eines Makrozustandes und Entropie

’ Der erste Hauptsatz verlangt nur, dal® die Energie eines Systems ohne Einwirkung von auf3en konstant bleibt. Er macht
aber keine Aussage dartber, welcher von vielen méglichen Zustanden, die alle dieselbe Energie haben, wirklich
vorliegt, d. h. welcher Zustand der wahrscheinlichste ist (Siehe auch Thermodynamik-Skript).

Wir haben wieder das Wort "Zustand" - wir hatten es schon einmal als: "Der Zustand beschreibt die eine
spezifische Losung (der Schrddingergleichung) von den vielen méglichen, die beim betrachteten Elektron greift".

Hier ist das nicht ganz so griffig zu definieren, aber im Grunde ist es dasselbe: Ein Zustand des Systems ist eine
der moglichen konkreten Ausformungen des Systems, die mit den Randbedingungen vertraglich ist.

Das laf3t sich aber noch etwas scharfer fassen und differenzieren:

’ Jeden denkbaren Zustand, der durch dieselben statistischen Werte fir das Gesamtsystem beschrieben werden kann -
z.B. durch ein und dieselbe innere Energie, dieselbe Temperatur oder dieselbe Dichte - nennen wir einen
Makrozustand. Spéater lernen wir dann noch den Mikrozustand kennen.

Zwei einfache Beispiele dazu:

e«
% 5

ﬁ I 7e0?

Drei mdgliche Makrozustande mit derselben kinetische
Energie in einem Gas

Die beiden linken Makrozusténde, in der alle
vier (oder in einer etwas komplexeren
Zeichnung alle ca. 1024) Gasmolekiile mit
gleicher Geschwindigkeit parallel fliegen, oder
sich nur ein Molekil bewegt, kénnen alle
dieselbe Energie haben wie der rechte
Makrozustand - aber sie sind offenkundig
unwahrscheinlich.

Wahrscheinlich ist offensichtlich der rechte
Zustand. Auch wenn man mit einem
unwahrscheinlichen Zustand startet, wird nach
kurzer Zeit der rechte Zustand vorliegen: Die
ungeordnete Bewegung aller Molekiile. Daf3
aus einem solchen Zustand von selbst einer
der ordentlichen rechten Zustande entsteht, ist
sehr unwahrscheinlich.

i Y.v i v.v 2
it +.+ +.+.+ 4
OO

e
PO
OBOBOB

Zwei mogliche Makrozustande mit derselben
Bindungsenergie in einem zweiatomigen Kristall mit
identischen Bindungsenergien zwischen allen Atomen

Der linke Kristall aus zwei Atomsorten ist in
perfekter Ordnung. Falls die Bindungskrafte
zwischen den beiden Atomsorten wie
vorausgesetzt gleich grof3 sind, ist dies wohl
ein sehr unwahrscheinlich Zustand.

Wahrscheinlich ist der rechte Zustand der
zufalligenVerteilung der Atome.

Falls die Bindungkrafte aber verschieden sind,
ist die Sache nicht so einfach. Dann kann auch
mal der ordentliche Zustand der
wahrscheinlichere sein.
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’ Wieviele Beispiele man sich auch anschaut, die eher unordentlichen, chaotischen Zustande sind meist die
wahrscheinlicheren - besonders bei htherer Temperatur. Um aus vielen denkbaren Makrozustanden den
wabhrscheinlichsten auswahlen zu kénnen, brauchen wir ein neues Axiom oder Naturgesetz; der 1. Hauptsatz ist dazu
offenbar nicht ausreichend.

Als Mal fur die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Makrozustandes zur selben Energie (= Temperatur)
definieren wir eine neue fundamentale Gr6R3e, die Entropie S des Zustands.

Das Wort "Entropie" stammt von Clausius, er hat es aus dem Altgriechischen komponiert mit der Bedeutung
"Verwandlung, Transformation, Wendung, Anderung".

Der wahrscheinlichste Makrozustand, die wahrscheinlichste Konfiguration, oder schlicht der Zustand, den wir
tatsachlich finden wenn wir nachschauen, ist dann per definitionem derjenige Makrozustand, der die grof3te Entropie
hat, die unter Beachtung der Randbedingungen (z.B konstante Temperatur) moglich ist.

Der wahrscheinlichste Makrozustand ist, bezogen auf unsere Beispiele, auch der unordentlichste Zustand. Wir
vermuten damit schon, daR die Entropie auch ein Maf3 fir den Ordnungsgrad eines Zustands ist und postulieren:

Je unordentlicher ein Zustand, desto
groRRer ist seine Entropie

’ Auch ohne zu wissen, wie Entropie in Formeln, d. h. in meBbaren Parametern definiert ist, kbnnen wir damit doch
schon eine erste (qualitative) Fassung des 2. Hauptsatzes prasentieren:

Im thermodynamischen Gleichgewicht hat ein
System eine moéglichst grof3e Entropie
und
Die Entropie eines abgeschlossenen Systems wird
nie von alleine kleiner

’ Der erste Satz ist klar, der zweite Satz hat es in sich und muf3 erklart werden.

Der 2. Hauptsatz definiert irreversible Prozesse: Denn ein Prozel3, bei dem die Entropie zunimmt kann offenbar
geschehen, der Rickwartsprozel jedoch nicht (siehe obige Gasbilder). Die Konsequenz daraus ist:

Der 2. Hauptsatz definiert eine Richtung der Zeitachse: Auf der Zeitachse kann man sich nur in Richtung hoherer
Entropie bewegen. Der 2. Hauptsatz ist im tUbrigen das einzige Naturgesetz oder Axiom, das eine Zeitrichtung
kennt. Wenn man bedenkt, wie fundamental es fiir uns ist, daf3 die Zeit immer nur in eine Richtung flief3t, ist das
schon sehr erstaunlich!

Der 2. Hauptsatz definiert den Warmetod des Universums: Irgendwann wird universelles Gleichgewicht im
wabhrsten Sinne des Wortes, und damit maximale Unordnung erreicht sein. Nichts wird sich mehr &ndern - das
Universum hat den Warmetod erlitten.

’ Wir haben nun eine neue Bedingung um Gleichgewichte zu bestimmen. Nach wie vor gilt, dal3 die Energie, also die
innere Energie U oder die Enthalpie H, minimal sein sollte - unser altes Prinzip aus der klassischen Mechanik des
Massenpunkts. Aber fur viele Massenpunkte - fir Materialien - gilt gleichzeitig, daf3 die Entropie S des Systems
maximal sein soll.

Das ist eine komplizierte Bedingung, denn eine Verkleinerung von U kann durchaus eine Verkleinerung von S zur
Folge haben; man kann also beide Bedingungen i.d.R. nicht unabhéngig voneinander erfiillen.

Um beiden Bedingungen gleichzeitig zu erfullen, definiert man am besten zwei neue Funktion, die Energie bzw.
Enthalpie und Entropie eines Zustandes so verknupfen, dal? diese neuen Funktionen fir die bestmdgliche
Kombination von U (bzw. H) und S ein Minimum haben .

’ Diese neuen Funktionen beschreiben damit den Zustand, d.h. den wirklich realisierten Makrozustand aus der Menge
der vielen moglichen Makrozusténde des Systems; sie sind Zustandsfunktionen. Wir wollen diesen neuen
Zustandsfunktionen folgende Namen geben:

Die freie Energie F verknlpft Uund S

Die freie Enthalpie G verknupft Hund S

’ Aus historischen Grunden heif3t die freie Energie auch Helmholtz Energie, nach Hermann von Helmholtz, einem der
grofRen Thermodynamiker und Physiker des 19. Jahrhunderts; die freie Enthalpie hei3t auch Gibbsche Energie, nach
Gibbs, einem beriihmten amerikanischen Physiker.
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Freie Energie und freie Enthalpie

’ Die Thermodynamik - in der klasssischen phdnomenologischen oder in der statistischen Form - lehrt wie man zu
sinnvollen Definitionen der freien Energie und Enthalpie kommt. Im Link wird darauf eingegangen, hier machen wir uns
die Sache einfach und lberlegen qualitativ, wie man diese Funktionen sinnvoll definieren kénnte.

Ein erster naheliegender, aber (falscher!) Ansatz wére z.B.:

falsch F =U-S5S falsch

Zunachst sieht das nicht so schlecht aus: F wird, wie gefordert, minimal falls U mdglichst klein und S mdglichst
grof} ist.

’ Aber nach kirzerem oder langerem Nachdenken kommt man unweigerlich zu dem Schlul3: Hier fehlt noch was, namlich
die Temperatur T.

Wir wissen namlich, daf3 mit fallender Temperatur die Tendenz fir Ordnung zunimmt - auch wenn wir das bislang
nicht angesprochen haben!

’ Es genugt vollstandig, sich ein x-beliebiges Material vorzustellen, und zu Giberlegen was mit seinem Zustand passiert
wenn man die Temperatur andert; z.B. von hohen Temperaturen herkommend abkuhlt.

Aus einem unordentlichen Gas wird eine FluRigkeit, dann ein Festkorper; i. d. R. ein Kristall. Eine FluRigkeit ist
aber ordentlicher als ein Gas; ein (perfekter) Kristall hatte perfekte Ordnung; und selbst ein Realkristall ist ja wohl
ein viel ordentlicheres System von Atomen als ein Gas.

Es gilt ganz allgemein: Mit abnehmender Temperatur steigt die Tendenz fur Ordnung, mit zunehmender Temperatur
steigt die Tendenz fir Unordnung; und das missen wir berticksichtigen!

’ Offenbar spielt der Grad an Unordnung, d. h. der Zahlenwert der Entropie, bei tiefen Temperaturen keine so grof3e Rolle
mehr, wéhrend die Minimierung der Energie bei allen Temperaturen gleich wichtig ist: Heil3e und kalte Objekte fallen
z.B. immer gleichschnell nach "unten®.

Wir missen die Entropie also mit einem Faktor gewichten, der mit der Temperatur ansteigt. Am einfachsten ist es,
schlicht die Temperatur selbst zu nehmen, also T - S statt nur S. Damit kommen wir zur richtigen Definition der
freien Energie und Enthalpie:

F=U-T-S

G=H-T-S

’ Das sind unsere gesuchten Zustandsfunktionen, aber sie sind mehr als das: Es sind die thermodynamischen
Potentiale, die wir bei Betrachtung des chemischen Gleichgewichts postuliert haben.

Nebenbei bekommen wir die Dimension der Entropie. Da T - S eine Energie sein muR, haben wir [S] = J - K-1.

’ Damit haben wir vollstandig allgemeine Bedingungen fur thermodynamisches Gleichgewicht, die dartiberhinaus noch
extrem einfach sind (gegeben die Uberaus komplexe Fragestellung!!). Wir unterscheiden aus Bequemlichkeitsgriinden
wie zuvor die beiden Falle mit konstantem Volumen bzw. konstantem Druck. Wir bekommen folgende Aussagen:

’ Spontane Vorgange kdnnen dann, und nur dann ablaufen, wenn sich bei konstantem VVolumen und gegebener
Temperatur die freie Energie F verkleinert; bei konstantem Druck und gegebener Temperatur ist es die freie Enthalpie
G. Es gilt also fiur spontane Vorgange bei konstantem Volumen bzw. Druck:

dF <

A
o

dG

IA
o

Nach Atkins sind das die wichtigsten Gleichungen der (physikalischen) Chemie, und damit sind sie auch fir die
Materialwissenschaft von tiberragender Bedeutung.

Spontane Vorgange sind Vorgange, die von alleine, ohne &uReres Zutun ablaufen; damit sind gleichsam per
definitionem Vorgénge oder Reaktionen, die in Richtung thermodynamisches Gleichgewicht fuhren.

’ Thermodynamisches Gleichgewicht ist dann erreicht, wenn ein Zustand mit dF = 0 bzw. dH = 0 erreicht ist, und
zwar bezglich aller Variablen des Systems.

Wie das "funktioniert” sieht man sofort, wenn wir nun unser altes Beispiel von Salz inWasser neu betrachten.

Da H bei der Auflésung von Kochsalz von den Teilchenzahlen abhangt, z.B. von der Konzentration der Na* und CI—
lonen (nng und ncy), muld fur das chemische Gleichgewicht bei konst. Druck gelten:
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0G 0G 0G
dGchem = - ~dnna + —— ~dng) +
ONNa oncl ONNacl

-dnnacl = O

Fur komplettes thermodynamisches Gleichgewicht brauchten wir noch die partiellen Ableitungen nach allen andere
Variablen, z.B. (0G/ 0T) - dT. Wir kénnen aber im Gedankenversuch alle "uninteressanten" Variablen (oder
"verallgemeinerte Koordinaten") von G konstant halten, sie tauchen dann in dG nicht mehr auf. Allerdings muf3
man aufpassen, denn selbst im Gedankenversuch kann man nicht immer alles konstant halten was man nicht mag!
Ein Wort zur Nomenklatur: dF bezeichnet das totale Differential von F; 0F/0(...) die partielle Ableitung nach einer
Variablen. Zwischen totalen Differentialen und Potentialen besteht ein enger mathematischer Zusammenhang; dies
ist im obigen Link néher ausgefuhrt.

’ Die partiellen Ableitungen sind melRbare G6Ren und damit kénnte man die Gleichgewichtskonzentrationen ausrechnen -

aber wir miissen noch etwas aufpassen: Unsere Variabeln sind nicht automatisch unabhangig!

Geht eine kleine Menge (dnng) der Na lonen in Losung, wird eine gleichgrof3e Menge (dnc| = dnna) an Cl lonen
ebenfalls in Losung gehen mussen, sie kdnnen nicht anders. Gleichzeitig wird der NaCl Anteil, d.h.dnnac|, um den
gleichen Betrag kleiner; wir haben

NaCl e Na* +ClI-

dnNnacl = — dnna = — dng

’ Denn die Teilchenzahlen in einem geschlossenen System sind nicht unabhangig voneinander.

In unserem Beispiel muR immer ein Na* und ein CI~ lon in Losung gehen (sonst wiirde der verbleibende Kristall sich
elektrisch aufladen), dafiir gibt es dann aber ein NaCl Molekul weniger.
Eine allgemeine Beziehung zwischen den Teilchenzahlen a3t sich zwar formulieren, ist aber etwas trickreich, wenn
man alle Arten von Reaktionen zulaf3t. Fir die Atome hatten wir zwar immer X dnj = 0, da sich die Zahl der Atome
nicht andert, das gilt aber nicht wenn wir als Teilchen Atome und/oder Molekiile zulassen, wie sich schon aus
obigem einfachen Beispiel ergibt.
An dieser Stelle miissen wir das aber gar nicht so genau wissen, sondern nur zur Kenntnis nehmen, dass aus der
Reaktionsgleichung noch eine wie auch immer geartete Gleichung fiir die dnj resultiert. Wer's genau wissen will,
betatigt den Link.

’ Damit haben wir als Gleichgewichtsbedingung fur das chemische oder Teilchengleichgewicht zwei gekoppelte

Gleichungen

0G
2i— -dnj =
on;j

|
o

— dngy

dnnacl = — dnna

’ Wir werden auf diese Formeln noch zuriickkommen; sie fuhren im tbrigen direkt zum (hoffentlich) allseits bekannten
Massenwirkungsgsesetz der "Chemie".

In Prosa sagen obige Gleichungen genau das, was wir im Unterkapitel 5.3 fiir das chemische Gleichgewicht
postuliert hatten:

"GG liegt dann vor, wenn es "uns" (den Na* lonen) egal ist, ob wir im Wasser gelost sind oder noch zum Kristall
gehdren, denn dann werden im Mittel genausoviel Na* lonen in Losung gehen wie sich wieder abscheiden - die
mittlere Zahl der gel6sten und im Kristall gebunden lonen bleibt konstant"

In anderen Worten: Fligt man zu einem System, das chemisches Gleichgewicht erreicht hat, bei konstantem
Volumen oder Druck eine infinitesimale Menge Teilchen (dn) zu, &ndert sich seine freie Energie bzw. Enthalpie
nicht, denn falls chemisches Gleichgewicht vorliegt gilt
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oF

dF = 3j— -dnj =0
on;j
0G

dG = 3— -dnj =0
onj

Damit kdnnen wir auch das schon angesprochene chemische Potential etwas genauer definieren:

’ Das chemische Potential eines Teilchens in einem gegebenen System (Ublicherweise abgekiirzt mit ) ist die partielle
Ableitung der freien Enthalpie (bei konst. Druck) oder der freien Energie (bei konst. Temperatur) nach der Teilchenzahl
(oder Konzentration) des betrachteten Teilchens

0G
Hi|p=const = —
onj
oF
Hi|v=const = —
onj
[u] = Energie = eV

Im chemischen Gleichgewicht muR’ das chemische Potential eines Teilchen Uberall gleich grol3 sein (aber nicht
unbedingt = Null!) und dG ist beziiglich Anderungen der Teilchenzahlen = Null.

’ Ein Wort zum Verstandnis der Nomenklatur:
Man nennt u chemisches Potential, obwohl chemisches Gleichgewicht nicht ein Minimum der einzelnen

chemischen Potentiale bedingt (wie beim mechanischen Gleichgewicht), sondern nur eine Art "Kraftegleichgewicht",
d.h.

0G
2i— -dnj = 2 yj-dnj =0
on;j

Das chemische Potential ist damit eine Art Gewichtsfaktor auf der Balkenwaage der freien Enthalpie: Falls die
Summe der chemischen Potentiale der Ausgangsstoffe (z.B. NaCl) gleich der Summe der chem. Potentiale der
gebildeten Stoffe (Na™ und CI7) ist, ist die "Waage" im Gleichgewicht. Ein Begriff wie "Teilchenzahlfaktor" oder
"Teilchenkraft" ware eigentlich besser. Aber es heifl3t nun mal "chemisches Potential" (es hat ja auch die Einheit
einer Energie, ndmlich eV), und wir miissen damit leben. Sehr viel mehr dazu im Link zum Hyperscript "Defects".

Das eigentliche Potential, dessen Minimum Gleichgewicht bedingt, ist die freie Enthalpie bzw. Energie. Diese
Zustandsfunktionen heil3en deshalb auch thermodynamische Potentiale.

Erstes Beispiel zum Umgang mit freier Enthalpie

’ Betrachten wir ein erstes, rein qualitatives Beispiel fir die groRen Méglichkeiten, die im Arbeiten mit freien Energien
bzw. Enthalpien stecken. Wir vergleichen die freien Enthalpien eines beliebigen Materials im festem und fllissigem
Zustand, wobei wir zunachst mal annehmen, daf? beide Zustande bei allen Temperaturen existieren kénnten.

Wir haben konstanten Druck, die richtige Zustandfunktion ist also die freie Enthalpie H. Die einzige Variable, die wir
zulassen, ist die Temperatur T, wir haben also G = G(T).

In beiden Zustanden oder Phasen ist der Faktor T - S = O fur T = 0. Da die FluRigkeit aber der unordentlichere
Zustand ist, hat sie bei jeder endlichen Temperatur eine gro3ere Entropie als der feste Zustand; T - S wird von 0O
beginnend fir die Flussigkeit also schneller anwachsen missen als fiir den festen Zustand.

Die innere Energie U, oder besser die Enthalpie H, ist im flissigen Zustand ebenfalls immer gro3er als im festen
Zustand (Bindungen sind nicht abgesattigt; die Teilchen haben kinetische Energie); in beiden Fallen wachst H
irgendwie mit T. (Nicht vergessen: T ist ein MaR fur die im System steckende Energie!).

’ Man erhalt also folgendes prinzipielles Diagramm (die blauen Kurven sind die beiden freien Energien Grest und Giiissig-
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’ Der Einfachheit halber sind alle Kurven als Geraden gezeichnet und Schnittpunkte fir H(T) und T - S(T) eingezeichnet
(damit kennt man die Nullpunkte von G(T); angedeutet mit den gestrichelten Hilfslinien) und kann die G-Geraden leicht
zeichnen.

Das ist aber vollig irrelevant und vereinfacht nur die Schemazeichnung. Die Schlu3folgerung aus diesem Diagramm
gilt fiir alle monoton ansteigenden Funktionen, ob mit oder ohne Schnittpunkte:

’ Es existiert (fast) immer eine Temperatur T, die Schmelzpunktstemperatur, oberhalb der die freie Enthalpie Gyussig
der flissigen Phase kleiner ist als Gfest der festen Phase. Anders ausgedriickt:

Materialien schmelzen bzw. gefrieren, weil in der jeweilig stabilen Phase die freie Enthalpie im Vergleich zur
Alternative am kleinsten ist. Das ist eine ziemlich weitreichende Vorhersage, die wir hier zwanglos erhalten!

’ Wir kdnnen noch mehr erahnen: Falls die beiden G(T) Kurven sich so flach oder noch flacher schneiden, als in der
Zeichnung angedeutet, wird die quantitative Berechnung von Schmelzpunkten sehr schwierig sein. Denn die Lage des
Schnittpunkts zweier sich flach schneidender Geraden wird sehr stark davon abhangen, wie genau man die Geraden
kennt.

Das ist in der Tat so; Schmelzpunkte ergeben sich aus dem Vorzeichen der Differenz grof3er Zahlen. Kleinste
Anderungen haben groRRe Effekte, und die Berechnung von Schmelzpunkten aus Daten der Atome des Materials ist
nach wie vor schwierig und unbefriedigend.

’ Das Beispiel zeigt schon, daf3 wir das Minimierungsprinzip der freien Energie oder Enthalpie tatsachlich so
interpretieren konnen, dal3 eine moglichst kleine Energie bei moglichst grof3er Entropie angestrebt wird.

Wir erkennen auch, da3 mit den thermodynamischen Potentialen weitreichende allgemeine SchluR3folgerungen
mdglich sind, ohne dal’ wir diese Potentiale genau kennen.

’ Wir wollen mit dem 2. Hauptsatz und den darauf beruhenden Zustandsfunktionen freie Energie und freie Enthalpie aber
auch quantitativ rechnen!

Dazu miissen wir aber wissen, wie Entropie definiert ist, wie sie gemessen wird, wie sie mit einer Formel,
ausgedriickt in meRRbaren GroRen des Systems, berechnet werden kann. Dies wird im nachsten Unterkapitels
behandelt.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 5.3.1
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Unordnung heil3t, dafd nichts am rechten Platz ist;
Ordnung heif3t, dal3 am rechten Platz nichts ist

Alfred Grosser

Es gibt tausend Krankheiten aber nur eine Gesundheit.

Deutsches Sprichwort

5.3.2 Definition der Entropie und erste Anwendung

Ein quantitatives MaR fur Unordnung

’ In der klassischen phanomenologischen Thermodynamik ist die Entropie Gber die Warme definiert. Warme ist immer
eine sehr "unordentliche" Energieform mit hoher Entropie.
Fuhrt man einem System das schon die Entropie S hat, noch etwas Warme dQ zu, wird man seine Entropie,
d.h.seinen Unordnungsgrad, um einen Betrag dS vergofern (Siehe auch Thermodynamik-Skript).
Dabei ist aber die Temperatur zu berlicksichtigen: Bei kleinen Temperaturen steigt der Unordnungsgrad bei Zufuhr
von dQ viel mehr als bei hohen Temperaturen. Dies wird berticksichtigt in der klassischen Definition der Entropie:

erev

ds

T

Der Index "rev" berticksichtigt, daR dies in voller Strenge nur fiir reversible Prozesse gilt, das sind Prozesse die
man salopp gesagt,ganz langsam laufen laRt.

Das ist im ubrigen jedem klar bei Betrachtung seines Zimmers. Fihrt man einem relativ aufgerdumten (= "kaltem")
Zimmer ein gewisses Maf3 an Unordnung zu (5 Paar Socken willkirlich verteilt), wachst der Grad an Unordnung
sehr viel mehr als wenn man das in einem unaufgerdumten Zimmer tut, in dem schon 20 Paar Socken irgendwo
herumliegen.

’ Wir wollen hier aber nur die aus der statistischen Theorie der Warme stammende Definition der Entropie betrachten.
Hier ist S direkt ein Mal fiir die Unordnung im System.

Wie mil3t man den Grad an Ordnung oder Unordnung in einem System? Eine fur die iberwiegend ménnlichen
Materialwissenschaftler schwere Frage, obwohl ihre Mutter mit hoher Wahrscheinlicheit sehr oft versucht haben,
ihnen beizubringen was Ordnung ist. Eigentlich ist es ganz einfach:

Ordnung heif3t:
Jedes Ding ist an seinem Platz.
Es gibt nur einen Platz fur jedes Ding.

Man denke an das perfekt aufgerdumte Zimmer, und man erkennt, daf3 einerseits die Definition ganz sinnvoll ist,
andererseits perfekte Ordnung einen eher unwahrscheinlichen Zustand darstellt.

Im Umkehrschlufd bedeutet dies: Es gibt nur eine einzige Mdglichkeit, perfekte Ordnung einzustellen! Im
aufgeraumten Zimmer ist jedes Ding an seinem Platz, im perfekten Kristall ist jedes Atom an seinem Platz.

’ Es gibt aber viele Mdglichkeiten, ein unordentliches Zimmer, einen unordentlichen Schreibtisch oder einen
unordentlichen Kristall zu produzieren. Es gibt sehr viele Mdglichkeiten, 10 ungewaschene Socken auf die vorhandenen
Platze in Zimmer zu verstreuen - einer auf dem Schreibtisch, einer unter dem Bett, einer hinter der Tlr, usw. - aber nur
einen einzigen richtigen Platz. (Hinweis fir die M&nner: Den Waschekorb).

Das kann man quantifizieren, wir wollen das in einer kleinen Ubungsaufgabe tun.

Ubung 5.3-1

Anordnungsmaéglichkeiten
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Die Boltzmannsche Formel

’ Es gibt viele grundsatzlich aquivalente Maglichkeiten, Unordnung in einem Zimmer zu erzeugen. Quantifizieren wir mal
das Sockenbeispiel: Wir haben n Socken und N Platze, auf die wir Socken verteilen kbnnen. Damit kann man anfangen
zu rechnen.

Makroskopisch sind das die beiden einzigen Grol3en, die das Zimmer-Sockensystem charakterisieren. Jedes
maogliche Wertepaar von n und N definiert einen anderen makroskopischen Unordnungszustand, kurz einen
Makrozustand (n, N) des ZS-Systems.

Aber zu jedem mdglichen Makrozustand gibt es viele Mikrozustande oder Realisierungsmdglichkeiten, zum
Beispiel:

Zu dem ZS Makrozustand (5,23) gehort z.B der Mikrozustand Socken Nr. 1 auf Platz 21, Socken Nr. 2 auf Platz 13,

usw; aber auch Socken Nr. 1 auf Platz 9, Socken Nr. 2 auf Platz 3 usw. sowie viele andere mdgliche
Kombinationen, die wir mit etwas Kombinatorik exakt beziffern kbnnen. Es entsteht dann eine Tabelle wie unten

gezeigt:
Platznr. Sockennummer
1 - 23 -
2 ) . . usw.
3 5 i 1234 Es gibt viele,
4 ) 1 ) en?jtl)i?:;nvui(rele
5 1-3 45 5 unterschiedliche Spalten
23 4 - -

’ Aber bevor wir nun kombinatorisch weitermachen, missen wir einige grundsatzliche Entscheidungen fallen:

1. Durfen mehrere Socken auf einem Platz sein (Socken Nr. 1 und Nr. 9 auf Platz 21?) oder jeweils nur einer? Bei
Socken ist es klar: Ja, ich kann beliebig viele Socken auf einen Platz legen und in der obigen Tabelle habe wir das
auch getan. Bei den Systemen die uns interessieren ist das oft nicht so klar und mufd gesondert untersucht
werden. (In der Regel interessieren sich nur Mtter oder, etwas verallgemeinert, Frauen, fir das Socken - Zimmer
System).

2. Kénnen wir die Socken unterscheiden (wie mit der Numerierung bereits getan), oder betrachten wir sie als als
ununterscheidbar? Bei unterscheidbaren Socken mussen wir anders zéhlen: Socken 4 auf Platz 21, Socken 7 auf
Platz 13, usw..

3. Um die Lage total unubersichtlichzu machen, miissen wir uns auch noch fragen: Kénnen (oder wollen) wir
Anordnungen unterscheiden. Zahlen wir die Anordnung "Socken 3 auf Platz 10 und Socken 4 auf Platz 7" als
unterscheidbar oder ununterscheidbar von "Socken 4 auf Platz 10 und Socken 3 auf Platz 7" falls die Socken
unterscheidbar sind?

’ Allgemein und gleich erweitert miissen wir uns jetzt aber einige Fragen stellen, von denen die Lésung jeder
Kombinatorikaufgabe entscheidend abhangen wird:

Sind unsere Teilchen

Unterscheidbar oder Ununterscheidbar

Sind unsere Anordnungen

Unterscheidbar oder Ununterscheidbar

Zugegeben: Wer bei einer konkreten Fragestellung jetzt nicht etwas ins Schleudern geréat, ist entweder ein Roboter,
ein Mathelehrer, oder anderweitig nicht ganz von dieser Welt.

Da wir aber die Kombinatorik und ihre Anwendung auf die Materialwissenschaft nicht von Anfang an neu erfinden
wollen oder miussen (das ist im Link schon getan) , schauen wir nur eine konkrete Fragestellung n&her an, und
verallgemeinern dann gleich auf's gro3e Ganze - in der Gewil3heit, dass schlaue Physiker dazu schon richtig
gedacht haben werden.
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’ Da wir es aulRerhalb der Socken-und-unaufgeraumten-Zimmer-Welt mit Atomen, Elektronen und anderen Teilchen zu tun
haben, die meistens grundsatzlich ununterscheidbar sind und haufig nicht auf demselben "Platz" sitzen dirfen (Pauli
Prinzip fur Fermionen), wahlen wir die (sowieso einfachere) Alternative: Wir unterscheiden die Socken nicht und
erlauben nur einen Socken pro Platz.

Das ist naturlich mit Bezug auf reale Socken nicht richtig. Vielleicht wére es beim dem einem oder der anderen
schwierig, die dreckigen Socken zu unterscheiden, aber im Prinzip ist es bei makroskopischen Objekten immer
moglich (wir kbnnen namlich immer eine Nummer einnéhen oder sonst ein - im Zweifel winzig kleines - Etikett
anbringen).

Wir kdnnen jetzt mit Hilfe der Kombinatorik ausrechnen, wieviele Mikrozustéande zu einem der méglichen
Makrozustande (n, N) im Socken-und-unaufgeraumten-Zimmer-System gehéren. Und wir machen uns nochmals
klar, dal3 aus makroskopischer Sicht Mikrozustande nicht unterscheidbar sind, wir nehmen nur den Makrozustand
wabhr.

Das ist eine andere Art von Ununterscheidbarkeit als oben diskutiert; sie beruht nicht auf grundséatzlichen
Prinzipien, sondern darauf, daf3 wir nicht so genau hinschauen, d.h. daf3 wir das System nur durch irgendwie
gemittelte Parameter beschreiben ("25, oder 11, oder, n Socken im Zimmer, Obergeschof3, ganzem Haus, ...
verstreut).

’ Aber genug der Socken. Alles, was wir mit Socken und Zimmern diskutiert haben. laf3t sich sofort 1 : 1 auf ein
physikalisches System Ubertragen:
Nehmen wir Leerstellen statt Socken und einen Kristall statt einem Zimmer, dann ist der Makrozustand durch die
Zahl n der Leerstellen und die Zahl N der verfiigbaren Platze im Kristall gegeben.

Die makroskopischen Eigenschaften des Kristalls hangen nur vom Makrozustand , d.h. von der Konzentration der
Leerstellen, cy = n/N ab. Welcher der vielen méglichen Mikrozustande zu einer gegebenen Konzentration realisiert
ist, spielt, wie es sein muf3, keine Rolle.

’ Schauen wir uns mal qualitativ an, was fiir Moglichkeiten wir haben:
Zum Makrozustand "Alle Atome auf ihren Platzen”; d.h es gibt keine Leerstellen, oder (n, N) = (0, N) gibt es nur
einen Mikrozustand, eben alle Atome auf ihren Platzen - perfekte Ordnung!

Zum Makrozustand "Eine Leerstelle irgendwo"; oder (n, N) = (1, N) gibt es genau N Mikrozusténde, die Leerstelle
kann auf jedem der N Platze sitzen.

Zum Makrozustand "Zwei Leerstellen irgendwo"; oder (n, N) = (2, N) gibt es erstmal auf jeden Fall mehr als N
Maoglichkeiten - wieviel genau werden wir noch ausrechnen.

Und so weiter. Fir drei Leerstellen gibt es mehr Mikrozustande als fur zwei - die Zahl der Mikrozustéande steigt
jedenfalls mit n. Gleichzeitig wird der Kristall immer unordentlicher, so wie ein Zimmer mit 30 verstreuten Socken
noch unordentlicher ist, als eines mit nur 5.

’ Wir erkennen:

Die Zahl der mdglichen Mikrozustande zu
einem Makrozustand
ist ein quantitatives Mal3 fir den Grad der
Unordnung dieses Zustands.

’ Da bei gegebener Energie / Enthalpie U / H , das Minimum der freien Energie / freien Enthalpie F=U—-T - S bzw. G =
H—T - S fur das jeweils grol3tmogliche S vorliegt, und S ebenfalls den Grad der Unordnung mif3t, erkennen wir weiterhin

Der wahrscheinlichste Makrozustand (den wir
dann finden werden)
ist derjenige mit der grol3tmoglichen Entropie S,
d.h. der gré3tmoglichen Unordnung.

Damit kann man die Entropie auch als MaR fur die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Makrozustandes
verstehen, wenn nicht sogar definieren!

’ Wir geben den méglichen Makrozustanden jetzt eine Nummer, einen Index i. Zum Beispiel kénnte der Makrozustand (1,
N) den Index i = 1 bekommen, der Makrozustand (2, N) hati = 2, usw.

Zu dem Makrozustand Nr. i gibt es dann pj Mikrozustande, die wir im Prinzip berechnen kdnnen, falls die
Kombinatorikaufgabe dazu eindeutig definiert ist.

’ Damit kénnen wir jetzt ein quantitatives Maf? fir Unordnung und damit fiir die Entropie definieren: Das ist die berihmte
Formel von Boltzmann:
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S =k:-In —
Po

Und niemals werden wir die pj, o mit dem Druck p verwechseln!!
’ AuBer pj tauchen zwei weitere Grof3en auf:

’ 1. Die Boltzmannkonstante k, eine Proportionalitdtskonstante, mit dem Zahlenwert

k = 1,3805-1023J-K1 = 86178 - 102 eV - K1

Die Boltzmannkonstante sorgt dafiir, daf diese Definition der Entropie mit der Definition aus der klassischen
Thermodynamik identisch ist. Wir sind der Boltzmannkonstanten schon einmal begegnet.

’ 2. Ein Normierungsfaktor po, der aus der Zahl der mdglichen Mikrozusténde pj zu einem der mdglichen Makrozustéande
i eine Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten dieses Makrozustands macht. Damit muf3 po wie folgt definiert sein:

po = Zj pj

Denn die Wahrscheinlichkeit w fiir das Auftreten eines Ereignisses ist definiert als der Quotient aus der Zahl aller
fur das Ereignis glnstigen Félle zu der Gesamtzahl aller mdglichen Félle. Die Zahl der méglichen Féalle pg ist dabei
eine Konstante; sie hangt nicht von den Variablen des betrachteten Systems ab.

’ Der Normierungsterm pg erscheint zunachst ziemlich argerlich - wir miissen mehr wissen und mehr rechnen!
Deshalb schon hier die gute Nachricht: Wir kbnnen ihn (spater) schlicht vergessen. Denn in praktisch allen

Rechnungen wird die Ableitung von S nach irgendeiner Variablen vorkommen, und dann fallt pg schlicht weg (mal
kurz dariiber nachdenken warum).

’ Damit erhalt man die Kurzform der Boltzmannformel, die den
Grabstein von Ludwig Boltzmann schmuickt: .

| Ssakilog W

S=k-Inw

Der In hat sich als bequemer als der auf dem Grabstein
aufgefiihrte log erwiesen. Da sie durch eine Konstante
gekoppelt sind [In x = (log x)/log €] ist es wie beim pg von
oben,egal was man nimmt.

Die Bedeutung dieser Formel ist durchaus vergleichbar mit
den bekannten Beziehungen F=m - a, E = m - c2 oder
E = h - v; wir werden noch sehen warum.

Ein Beispiel

’ Am einfachsten verdeutlicht man sich den Umgang mit der Entropieformel indem man ein Wiirfelspiel betrachtet. Wir
beginnen mit zwei Wiirfeln, wobei wir wie oben besprochen noch unterscheiden, ob die Wirfel mathematisch identisch
(= ununterscheidbar) sind, oder ob man sie auseinanderhalten (= unterscheiden) kann, z. B. weil sie verschiedene
Farben haben. Wir wissen schon, dald makroskopische Wirfel im Prinzip immer unterscheidbar sind.

Was fiir Makrozustéande gibt es? Einfach: Die moglichen Makrozustande i entsprechen den moglichen
Augenzahlen, die man wurfeln kann. Die kleinste Augenzahl ist 2, die gréf3te 12; i lauft von 1 bis 11.

’ Die pj sind die Zahl der Mdglichkeiten, den Makrozustand i zu realisieren.

Nehmen wir ein Beispiel: Es sei i = 2, d.h. Gesamtzahl der Augen = 3. Dann gibt es bei ununterscheidbaren
Wirfeln nur eine Mdglichkeit diesen Makrozustand zu generieren (ein Wirfel = 1, der andere = 2); bei
unterscheidbaren Wurfeln gibt es zwei Moglichkeiten (roter Wirfel = 1, griner Wurfel = 2 und umgekehrt).

Fur alle vorkommenden Mdglichkeiten erhalten wir die folgende Tabelle:
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Augenzahl Makrozustand o

’ i Wiirfel ununterscheidbar
’ ! 1 1+1
’ 2 1 1+2
1+3
4 i 2 2+2
1+4
5 ) 2 2+3
1+5
° > 3 2+4
3+3
1+6
! ° 3 2+5
3+4
2+6
° ! 3 3+5
4+ 4
3+6
9 i ? 4+5
4+6
: i ? 5+5
11 10 L .
- 1 1 6+6
Zpi=po=21

Pi
Wiirfel unterscheidbar

1+1

1+2
2+1

1+3
2+ 2
3+1

1+4
2+3
3+2
4+ 1

1+5
2+4
3+3
4+ 2
5+1

1+6
2+5
3+4
4+ 3
5+2
6+1

2+6
3+5
4+ 4
5+ 3
6+ 2

3+6
4+5
5+4
6+3

4+6
5+5
6+ 4

5+6
6+5

6+6

2 pi=po =36

’ Die Wahrscheinlichkeit w1, eine 11 zu wiirfeln, (aufpassen, der Index i ist nicht dieselbe Zahl wie die mdgliche

Augenzahl!) ist also:
Mit ununterscheidbaren Wiirfeln:

w10 = Wahrscheinlichkeit eine 11 zu wiirfeln = 1/21 = 0,0476 oder 4,76 %

mit unterscheidbaren Wiirfeln.

w10 = Wahrscheinlichkeit eine 11 zu wirfeln = 2/36 = 0,055 oder 5,55%

’ Warum sind die Wahrscheinlichkeiten unterschiedlich, bei einem realen Wirfelspiel kann es ja immer nur eine
Wahrscheinlichkeit geben? Oder gehen Wiurfelspiele mit roten und griinen Wurfeln wirklich anders aus als solche mit

zwei gleichaussehenden Wirfeln?

Nein, natlrlich nicht. Reale Wirfel, wie schon oben betont, sind immer unterscheidbar. Auch wenn sie nicht rot und
grun markiert sind und fiir uns identisch aussehen, zahlen wir doch die Kombination 3 + 4 als verschieden von der

Kombination 4 + 3 - es sind zwei Mdglichkeiten, eine7 zu wirfeln!
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’ Unterscheidbarkeit bezieht sich also nicht auf das unmittelbare Aussehen der Wiirfel, Socken, Atome oder
Leerstellen, die wir anordnen, sondern welche Anordnungen wir mathematisch als unterscheidbar zulassen und welche
nicht.

Wenn wir beispielsweise statt zweier Wiirfel 2 Elektronen nehmen, und fragen auf welchen von 5 Platzen wir sie
finden werden wenn wir sie in das 5-Platz System hinein"wirfeln”, dann mussen wir die Elektronen als
ununterscheidbar nehmen, denn es gibt auch im Prinzip keine wie auch immer geartete Moglichkeit zwei Elektronen
auseinander zu halten.

Das ist schwierig! Der Begriff "ununterscheidbar" ist zwar aus dem Alltagsleben véllig gelaufig; es gibt viele
scheinbar ununterscheidbare Dinge: zwei Eurostiicke, zwei Tageszeitungen, Sandkdrner, Zwillinge, ... zwei Eier, die
sich wie eben dieselben gleiche, ... usw. Nur ist das alles in der strengen Physik einfach falsch: Makroskopische
Objekte sind immer im Prinzip unterscheidbar; echte Ununterscheidbarkeit gibt es nur im Elementaren - und dann
ist es eine extrem seltsame Eigenschaft.

’ Wie auch immer - die Entropien der verschiedenen Makrozustande sind nun leicht zu berechnen.

Fir den Makrozustand Nr. 10, also die Augenzahl 11, erhalten wir
S10=k - In(0,0476) =— 3,04 - k
oder
S'10=k - In(0,055) =-2,9 - k
je nachdem ob wir Ununterscheidbarkeit oder Unterscheidbarkeit unterstellen.
’ Das "Minus"zeichen ist jetzt etwas verwirrend. In der "Herleitung" der freien Enthalpie haben wir T - S subtrahiert um G
Zu minimieren - jetzt scheint sich S zu addieren???.

Die Antwort ist "Don't worry - be happy". Wir sehen nur wieder mal eine Konsequenz des nicht eindeutig definierten
Nullpunkts der Energie. Am besten macht man sich das klar, indem man die Entropie wie folgt schreibt:

Pi
S =k:Inw=K:-In— =k-Inpj — k-Inpo
po

Nur der Anteil k - In pj ist interessant (und immer positiv), k - In pg ist nur eine Normierungskonstante die den
Nullpunkt definiert. Fir die freie Enthalpie G erhalten wir jetzt

G = H-KT-Inpj + KkT-Inpg

Der letzte Term KT - In pg ist fur die gegebene Temperatur eine Konstante, die nur den Nullpunkt der Energieskala
fur G verschiebt. Da wir den Nullpunkt aber beliebig legen kdnnen, hat das keine Bedeutung. Der spannende Teil, KT
- In pj, ist immer positiv (allenfalls mal = Null) und verringert deshalb immer die freie Enthalpie oder freie Energie.

’ Reale Entropien fur sinnvolle Fragestellungen in der Materialwissenschaft berechnen sich ganz &@hnlich. Statt zu fragen
"auf wieviele Weisen kann ich mit N Wiirfeln die Zahl n wirfeln?" fragen wir zum Beispiel "Auf wieviele Weisen kann ich
n Leerstellen auf N Gitterplatze verteilen? - und schon stecken wir mitten in einer ersten sehr wichtigen Anwendung der
Entropieformel!

Bevor wir aber uns dieser Frage im n&chsten Unterkapitel ndher widmen, noch einige Hinweise zu weiterfiihrenden
Betrachtungen der Entropie nach der Boltzmannformel in einigen Links.

Es gibt etliche Varianten der Entropieformel, die zunéchst zu krass unterschiedlichen Zahlenwerten flihren, aber
letztlich doch alle aquivalent sind. Mehr dazu im Link auf das Hyperscript "Defects".

Weiter kann man die bekannte (und absolut lebenswichtige) Tatsache, daf3 in einem gegebenem Volumenelement
V eines Raumes mit dem Volumen V, die Zahl der Luftteilchen sehr konstant ist - wir haben nicht pl6tzlich keine
Luft mehr zum Atmen, und danach einen Uberdruck - auf ein Wiirfelspiel zuriickfiihren.

Dabei wird sich zeigen, dafl3 aus Wahrscheinlichkeiten, aus Unbestimmtheiten, eine Gewil3heit werden kann, wenn
nur genidgend grof3e Ensembles betrachtet werden. Alles was wir tun missen, ist den N Luftteilchen die gleiche
Wahrscheinlichkeit zuzumessen sich in irgendeinem der m = Vo/V Volumenelemente aufzuhalten.

Dann soll (fur Interessenten) noch kurz gezeigt werden was Entropie mit Information zu tun hat. Auch dazu
Details im Link

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 5.3.2
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5.3.3 Gleichgewichtskonzentration von atomaren Fehlstellen in Kristallen

Herleitung der Gleichgewichtskonzentration von Leerstellen

Mit dem Grundsatz der Minmierung der freien Enthalpie fur thermodynamisches Gleichgewicht und der Boltzmannschen
Entropieformel kdnnen wir:

Verstehen, warum Kristalle immer einige atomare Fehlstellen enthalten.
Exakt ausrechnen, wieviele es bei gegebenen dul3eren Parametern sein werden.

’ Dazu vergleichen wir einen perfekten Kristall mit einem Kristall, der einige Leerstellen enthalt

+Hay
+ 83y

’ Links ein perfekter Kristall, rechts ein Kristall mit 3 Leerstellen. Im Vergleich zu dem perfekten Kristall enthélt er sowonhl
mehr Enthalpie als auch mehr Entropie.
Da wir den Vergeich bei beliebigen Temperaturen machen, kann auch unser "perfekter" Kristall Entropie =
Unordnung enthalten: Die Atome sitzen dann nicht still, sondern vibrieren mit statistisch wechselnder Frequenz und
Amplitude, d.h. unordentlich, um ihre Gleichgewichtsposition. Wir ignorieren aber diesen Beitrag und betrachten nur
die Entropie Sy die von n Leerstellen erzeugt wird.

’ Die freie Enthalpie des perfekten Kristalls ist also ganz allgemein

Gperfekt =Ho - T-So

’ Die freie Enthalpie des Kristalls mit drei Leerstellen nennen wir G3y.

Wir erhalten Gzy aus der freien Enthalpie des perfekten Kristalls indem wir die zusétzliche Enthalpie Hzy, die in
den Leerstellen steckt zu Hp addieren und die zusatzliche Entropie S3v die durch die jetzt gréRerer Unordung
entsteht zu Sg. Wir erhalten

Gav = (Ho +Hav) — T-(So+ S3v)

Es ist jetzt gut moglich, dal fiir eine bestimmte Zahl an Leerstellen die freie Enthalpie kleiner ist als fir den
perfekten Kristall, da der Zuwachs an T - S, Entropie mal Temperatur, den Zuwachs an Enthalpie berwiegen kann.

’ Wie grol3 sind die Enthalpie- und Entropiebeitrage der Leerstellen? Zunéchst zu der zusatzlichen Enthalpie, die benétigt
wird um eine Leerstelle zu erzeugen.

Formal muf3 man, um ein Atom zu entfernen, alle Bindungen des Atoms l6sen. Dazu muf3 eine Energie, oder
besser Enthalpie, aufgebracht werden, die ungefahr der gesamten Bindungsenergie entspricht. Die ungesattigten
Bindungen der Nachbaratome der Leerstelle werden sich evtl. etwas umkonfgurieren, dabei wird dann wieder etwas
Energie gewonnen.
Insgesamt muR} immer eine definierte Energiemenge, die Bildungsenthalpie HF(V) einer Leerstelle, aufgebracht
werden (der Index "F" steht fur "formation”).
Theoretisch ist HF(V) nur mit gréRter Mithe, und auch dann nur in nicht besonders guter Naherung errechenbar. Die
Bildungsenthalpie einer Leerstelle in einem gegebenen Kristall ist aber trotzdem eine wohldefinierte Groflze und im
Zweifelsfall experimentell bestimmbar; wir setzen sie einfach als gegeben voraus.

Man kann die Bildungsenthalpie auch mit dem (negativen) Energiegewinn identifizieren, der anfallt wenn wir die
Leerstelle (gedanklich) wieder mit dem passenden Atom auffiillen.

’ Damit kénnen wir den Vergleich perfekter Kristall - Kristall mit n Leerstellen weiter quantifizieren, da wir zur Erzeugung
von n Leerstellen die zusatzliche Enthalpie n - HF(V) brauchen. Hier der unmittelbare Vergleich
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Perfekter Kristall
0 Leerstellen

Es gibt nur eine Anordnungsmaglichkeit
der O Leerstellen bzw. der N Atome

So=0

Damit ist

Go=Hop-T-0
Ho

Kristall mit n Leerstellen
n Leerstellen

Es gibt viele Anordnungsmoglichkeiten
der n Leerstellen.

Sh=S(n) =0

Gn enthalt die zusatzlichenEnthalpie um
n Leerstellen zu bilden und die
zusatzliche Entropie:
Gn=Ho+n-HF(V)-T:S(n)

Das Minimum der freien Enthalpie wird bei einer bestimmten Zahl von Leerstellen
erreicht sein, diese Gleichgewichtszahl bestimmt sich aus

dG(n) ds(n)
=HF(V) -T - =0
dn dn

’ Wir miissen nun nur noch S(n) berechnen. Mit der Entropieformel S =k - In (pi/Zp!) von Boltzmann ist das leicht (haha)
moglich.

’ Die Frage ist zunachst, wieviel Mikrozustiande p' es zum Makrozustand "i = n Leerstellen verteilt auf N Platze" gibt,
wobei Leerstellen - im Gegensatz zu Wirfeln - ununterscheidbar sind. AuRerdem kann naturlich nur immer eine
Leerstelle auf einem Platz sitzen. Die Zahl der Mikrozustande ergibt dann das p!' fir die Formel.

Das ist eine Standardaufgabe aus der elementaren Kombinatorik. Die Formel dazu ist leicht herleitbar; wir
betrachten dazu eine Tabelle der Mdglichkeiten beginnend bein = 0.

n (=i Pn = Kommentar

0 1 Es gibt genau eine Mdglichkeit keine
Leerstelle zu haben: Alle Atome auf ihren
Platzen.

Es gibt N Platze fur die 1. Leerstelle und
damit N Mikrozustande

Es gibt N Platze fur die 1. Leerstelle und
noch N — 1 Platze fir die 2. Leerstelle.

Auch wenn wir die Leerstellen unterscheiden
konnten, bringt vertauschen jedoch nichts
neues - die Anordnugen sind
ununterscheidbar. Wir miissen also noch
durch 2 dividieren

2 N - (N-1)

Vertauschen aller 3 Leerstellen bringt nichts
neues da die moglichen Anordnungen auch

ununterscheidbar sind, wir missen deshalb
durch 6 = 2 - 3 dividieren

3 N.-(N-1)-(N-2)

usw.

Wir haben ein offenkundiges Bildungsgesetz.
Der Nenner ist per definitionem n! gesprochen
"Enn Fakultat"

n N-(N=1) - (N=2) - ... - (N= (n—1))

Kleiner Trick:
Wir erweitern mit (N — n)! und erhalten

n N-(N=1) - (N=2) - ... . (N=(n=1)) (N—n)!

n! (N —n)!
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n N! Das ist eine so haufige Formel, dass sie
— N) einen eigenen Namen und Symbol hat:

n
nl . (N—n) r':‘ = Binomialkoeffizient

’ Zur Berechnung von S(n) brauchten wir noch pg =% pj.

In aller Regel, wie schon ausgefiihrt, kann man sich aber die explizite Berechnung ersparen, wir werden gleich
sehen warum. Die Entropieformel lautet jetzt

Pn
Sh=k:-In— = k-Inpn — k-Inpg

Po

Der zweite Term ist eine Konstante; wir kdnnen sie mit S ' bezeichnen. Die Entropieformel hei3t dann Sp =k - In
pn — S', oder mit der Formel fir pn

N!
Sn:k-ln(—) - S' = k-(InN!—Inn!—In(N-n)! ) - S'

n! - (N-n)!

’ Damit ist die Errechnung der Gleichgewichtszahl an Leerstellen Giber dG(n)/dn = 0 jetzt eine mathematische Aufgabe
geworden.

Im wesentlichen ist dS(n)/dn zu bilden, also

dSh d

— = k-—(ln N!' —[Inn! +1In (N=n)!] )— S’
dn dn

Wir sehen sofort, dal3 der Term S' herausfallt, wir missen ihn zur Berechnung von Gleichgewichten also gar nicht
kennen - und das gilt ganz generell, wie schon gleich zu Beginn bemerkt!

’ Die mathematische Aufgabe reduziert sich auf die Berechnung von

d [Inn!] d[In(N—-n)!]

dn dn

’ Da man Funktionen mit Fakultaten nicht so recht differenzieren kann (sie sind ja gar nicht stetig) ist es jetzt notwendig,
einige Naherungen zu machen:

’ Mathematische Naherung: Anwendung der einfachsten Version der Stirlingschen Formel fur Fakultaten

Inx! =~ x-Inx

Diese simple Formel generiert nicht nur einen ganz gut passenden Zahlenwert fir nicht zu kleine x, z.B. x = 17,
sondern produziert auch eine stetige Funktion, d.h. sie liefert auch Werte fiir z.B. x = 17, 31. Was 17, 31! bedeuten
mag lassen wir mal offen - aber auf jeden Fall kdnnen wir mit dieser Naherung jetzt differenzieren.

’ Physikalische Naherung:

N-n = N

Das ist gerechtfertigt, da die Zahl der Leerstellen immer viel kleiner sein wird als die Zahl der Atome.

’ Weiterhin benutzen wir eine einfache Definition:
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n
absolute Konzentration

an Leerstellen.

—=cy =
N

Konzentrationen wie oben definiert haben keine MaReinheit; die Konzentration 0,01 entspricht 1 % Leerstellen
bezogen auf die Zahl der Atome. Statt Prozent benutzt man aber gerne folgende Abkurzungen:

e ppm = parts per million = 10~ 6

» ppb = parts per billion = 10~ °
(DaR die amerikanische Billion der deutschen Milliarde (= 109) und NICht der deutschen Billion (= 1012
entspricht ist ein Quell standiger Irrtimer in allen deutschen Zeitungen.
Gebrauchlich ist auch noch

* ppt = parts per trillion = 10~ 12 (nicht mit "parts per thousand" zu verwechseln; das gibt es nicht als
Abkurzung!!!).

» ppaqt = parts per quatrillion = 10~ 15
Kleinere Konzentrationen sind i.a. nicht meRRbar; deshalb gibt es keine gebréauchlichen Abkirzungen nach ppqt -
wohl aber fir Vorsilben!
Man kann Konzentrationen natiirlich auch auf ein bestimmtes Volumen beziehen (dann ist die Einheit cm~3), auf 1
mol einer Substanz oder auf Partialdriicke. Man muR3 héllisch aufpassen, da3 man hier keine Fehler macht - im
Link gibt es dazu viele Details.

’ Die nun recht einfache Mathematik tiberlassen wir einer Ubungsaufgabe.

Ubung 5.3-2

Berechnung der
Gleichgewichtskonzentration an
Leerstellen

’ Als Ergebnis erhalten wir fiir die Leerstellenkonzentration im thermodynamischen Gleichgewicht

HF(V)
Cv = exp— ——
kT

Das ist die in einem vorhergehenden Kapitel bereits postulierte Formel. Aber jetzt haben wir sie aus "first
principles” hergeleitet!

’ Dies bedeutet, daf? fur thermodynamisches Gleichgewicht eine ganz bestimmte Konzentration cy(T) an Leerstellen
bendotigt wird.

Kristalle ganz ohne Leerstellen bei endlicher Temperatur oder mit der falschen Anzahl, sind nicht im chemischen
GG! Uber chemisches GG reden wir deshalb, weil wir GG beziiglich einer Teilchenzahléanderung ausgerechnet
haben. Die "Teilchen" in diesem Fall waren Leerstellen.

Der jeweilige Wert der Gleichgewichtskonzentration sinkt exponentiell (Minuszeichen im Exponenten beachten!) mit
der Bildungsenthalpie und steigt exponentiell mit der Temperatur. Wer Probleme mit der Visualisierung von
Exponentialfunktionen hat, betétigt den Link

Wir kénnen diese ausfiihrliche Betrachtung jetzt sofort verallgemeinern, denn sie gilt analog auch fur andere atomare
Fehlstellen:

Nehmen wir die Bildungsenthalpie der Eigenzwischengitteratome HF(i) , haben wir die Gleichung fiir die
Gleichgewichtskonzentration an Eigenzwischengitteratomen.

Nehmen wir eine spezifische Enthalpie zur Beschreibung des Einbaus eines Fremdatoms, H-(FA), beschreiben wir
die Léslichkeit eines Fremdatoms, d. h. die optimale Konzentration bei einer bestimmten Temperatur. H-(FA)
beschreibt dabei die Energie die am aufbringen muf3, um ein Fremdatom ins Gitter einzubauen.

Hier mul3 man allerdings ein biRchen aufpassen. Wahrend man zur Erzeugung, d.h. zum Einbau einer Lehrstelle
oder eines ZGA immer Energie aufwenden muR, kann HL(FA) auch mal negativ sein, d.h. man gewinnt Energie
durch Einbau eines Fremdatoms (Kristallatome haben lieber ein Fremdatom als Nachbar, als eines der eigenen
Sorte). Auch kann HL(FA) sehr klein sein (d.h. es ist dem Kristall dann ziemlich egal, wer auf den Gitterplatzen
sitzt).
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’ Solange die Konzentrationen klein sind, d.h. die diversen atomaren Fehlstellenarten sich gegenseitig "nicht sehen", sind
alle Konzentrationen einfach additiv - GG verlangt nach der jeweils richtigen Konzentration aller im System machbaren
atomaren Fehlstellen.

’ In jedem Fall erfordert das Minimum der freien Enthalpie, daf3 eine bestimmte Konzentration an atomaren Fehlstellen
vorhanden sein muf3. Fur hohe Bildungs- oder Loslichkeitsenthalpien oder niedrige Temperaturen kann diese
Konzentration beliebig klein werden, mathematisch Null wird sie jedoch nie!

Physikalisch Null ist eine Konzentration aber spatestens dann, wenn weniger als ein atomarer Defekt auf alle
Atome des betrachteten Kristalls kommen. Dies ist bei makroskopischen (mit dem bloRen Auge sichtbaren)
Kristallen rund und roh bei Konzentrationen von ¢ ~ 10~ 21 der Fall.

MeRtechnisch sind allerdings schon Konzentrationen von ¢ < 10~ 10 meist nicht mehr direkt erfabar. Das schlieft
aber nicht aus, daf atomare Defekte in derart kleinen Konzentrationen trotzdem noch die Eigenschaften eines
Materials beeinflussen kdnnen.

Entstehung und Vernichtung von intrinsischen atomaren Fehlstellen

’ Die Thermodynamik schreibt einem Kristall zwingend vor, wieviele Leerstellen und Eigenzwischengitteratome er im
thermodynamischen Gleichgewicht und einer gegebenen Temperatur haben muf3. Bei einem Wechsel der Temperatur
andert sich die Gleichgewichtskonzentration, und das bedeutet, dass atomare Fehlstellen entweder erzeugt oder
vernichtet oder werden missen - je nachdem ob wir die Temperatur erh6hen bzw, erniedrigen

Wie kann ein Kristall in der Realitat AF's erzeugen oder vernichten? Ein Atom kann ja nicht einfach so verschwinden
(und an der Oberflache wieder auftauchen) wie wir das mit der Mathematik postulieren.

Umgekehrt, wie kann eine vorhandene Leerstelle verschwinden? Indem sie mit einem Eigen-ZGA rekombiniert,
OK; aber da es in der Regel sehr viel weniger ZGA's als Leerstellen gibt, wird das nicht viel nitzen.

’ Die Antwort ist einfach im Prinzip und komplex in der Praxis:

Erzeugung und Vernichtung von AF's geschieht mit Hilfe anderer Defekte; insbesondere Versetzungen und
Korngrenzen. Beide Defektsorten kdnnen AF's emittieren oder absorbieren.

In Kapitel 10 werden wir lernen wie das geht (und was dabei mit den Korngrenzen und Versetzungen geschieht). Die
Links fuhren auf Unterkapitel mit relevanten Bildern, die aber auch schon in dem hier diskutierten Zusammenhang
sofort verstandlich sind:

¢ AF's und Versetzungen
¢ AF's und Korngrenzen

Daruberhinaus kénnen AF's formal verschwinden, indem sie sich zu gréReren Defekten, z.B. "Voids" oder
Versetzungsringen zusammenlagern - das hatten wir schon friher angesprochen.

’ .Wenn man ein bi3chen weiterdenkt, wird jedoch sofort klar, dass fir alle diese Prozesse Zeit benétigt wird, da die AF's
erstmal die "Partner finden (oder verlassen) miissen. Dazu miissen sie diffundieren.

Die Einstellung eines neuen Gleichgewichts wird also schnell erfolgen kdnnen, falls die AF's sehr beweglich sind.
Falls sie aber nur langsam und trage im Gitter herumdiffundieren, kann es auch sehr lange dauern - Stunden, ein
Menschenalter, ein Millenium, ein Alter des Universums.

’ Was wir hier betrachten ist der Weg ins Gleichgewicht - die Kinetik. Sie wird uns ein eigenes Kapiutel wert sein!

Einige Zahlen

’ Wie grof3 sind reale Bildungsenergien und Konzentrationen?

Zunéchst qilt (fast) immer

HF(@) > HF(V)

d.h. die Konzentration an Leerstellen wird i.d.R. viel gréRer sein als die Konzentration an
Eigenzwischengitteratomen. Die grof3e Ausnahme hier, wie auch bei vielen anderen Eigenschaften, ist Silizium. Im
Link sind einige der bemerkenswerten speziellen Eigenschaften von Si zusammengefalit.

Typische Werte fiir die Bildungsenthalpien der Leerstellen sind:
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Kristall HF (V) [eV]
Ag 1,1
Al 0,76
Au 0,98
Cu 1,0
Si ?20-45
nicht eindeutig geklart

Damit erhalt man als groben Richtwert fir die maximale Leerstellenkonzentration am Schmelzpunkt der gebrauchlichen
Metalle, cV(max) ~~ 10~ 4
Bei Si, anderen Halbleitern und kovalent gebundenen Kristallen ist die maximale Konzentration aber viel kleiner und
nicht direkt mef3bar - und trotzdem von Gberragender Wichtigkeit, wie wir noch sehen werden.
’ In nachsten Unterkapitel wollen wir uns noch etwas detaillierter mit der Konzentration atomarer Fehlstellen beschéftigen,
wie sie durch die hier abgeleitete Formel beschrieben wird.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 5.3.3
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5.3.4 Darstellungen der Konzentrationsfunktion

Direkte- und Arrheniusdarstellung

’ Die simple Exponentialfunktion, wie sie bei der Berechnung der Leerstellenkonzentration auftrat, wird uns in &hnlicher
Form noch oft begegnen. Es lohnt sich, einige Eigenschaften und Darstellungsarten kurz zu betrachten.

Zunachst soll die Formel genauer betrachtet werden:

HF(V)
Cv = exp ———
kT

Die wesentliche Variable ist die Temperatur T; die Bildungsenergie HF ist dagegen ein Materialparameter; fir einen
gegebenen Kristall und Leerstellensorte steht sie fest.

Mathematisch gesehen missen wir also folgende Funktionen betrachten

1 1
y = exp —=
T exp (1/T)
1
y =exp—-H =/
exp H

Wer vergessen hat, wie Exponentialfunktionen aussehen und wie man damit rechnet, tut gut daran, den
entprechenden Basismodul zu konsultieren

Es ist unmittelbar klar, daR fir gegebenes H, y mit T exponentiell ansteigt und fir gegebenes T mit ansteigendem H
exponentiell fallt. Fir T=c oder H=0 erhalt man y=1, oder, falls wir den etwas allgemeineren Fall y=A - exp — (H/T)
betrachten, den Vorfaktor A.

Im Link kann man mit diesen Funktionen etwas "spielen"”, wobei realistische Werte fur Bildungsenthalpien und
Temperaturen verwendet werden.

’ Jedenfalls wird die Leerstellenkonzentration mit zunehmender Temperatur dramatisch ansteigen und mit abnehmender
Temperatur stark zuriickgehen. Wir fragen uns naturlich, wo all die Leerstellen herkommen, die bei héherer Temperatur
fur das Gleichgewicht bendtigt werden, bzw. wohin sie verschwinden.

Das ist die Frage nach dem Weg ins Gleichgewicht, der Kinetik - sie wird uns in Kapitel 6 ausfiihrlich beschaftigen.
Hier akzeptieren wir erstmal, dass der Kristall Mittel und Wege dazu kennt.

Was wir hier schon sehen kénnen, ist dal3 die Leerstellen auf jeden Fall beweglich sein miissen - wenn sie nicht
diffundieren kénnen, kdnnen sie auch nicht ihre Konzentration verandern.

’ Die direkte graphische Darstellung der Leerstellenkonzentration ist aber nicht sehr aufschluf3reich - sie ist nur in einem
kleinen Temperaturbereich wesentlich von Null verschieden.

Falls man Leerstellenkonzentrationen experimentell mi3t, und die (mit experimentellen Fehlern behafteten)
MeRpunkte direkt Gber die Temperatur auftragt, wird man nicht leicht erkennen kénnen, ob die MeRpunkte einer
exp - Funktion folgen.

’ Es ist eine gute Praxis, die Darstellung von Mel3punkten so vorzunehmen, daf3 sie bezuglich der relevanten Theorie auf
einer Geraden liegen sollten. Wir kdnnen nicht nur sehr leicht ohne Rechnung erkennen, ob eine Menge von Punkten
eine Gerade definiert, wir kbnnen auch sehr leicht die Ausgleichsgerade errechnen und damit die Mef3punkte quantitativ
auswerten.

Man sollte aber bei der Wahl der Skalen nicht Gbertreiben. Experimentatoren wissen, da? man jede Kurve zu einer
Geraden verbiegen kann, wenn man die Mef3punkte lange genug doppelt logarithmisch auftragt. Was man alles
durch Skalenédnderungen machen kann ist im Link gezeigt.

’ Fur die Leerstellenkonzentration cy=A - exp — (HF/kT) (mit A= Vorfaktor ~ 1 um den allgemeinsten Fall zu haben)
erhalten wir eine Gerade, wenn wir folgende Substitutionen vornehmen.

y= Inc (oderlogc)

x = 1/T
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Damit erhalten wir die sog. Arrhenius Darstellung der Leerstellenkonzentration als Geradengleichung.

Die Steigung der Arrheniusgeraden enthdlt direkt die Bildungsenthalpie, der y - Achsenabschnitt fir 1/kT=0, d.h.
fiir T=c0, den Vorfaktor A). Ublich ist die Auftragung als log ¢, und nicht als In ¢ - die Konzentrationen sind dann
direkt in den uns vertrauten Zehnerpotenzen ablesbar.

’ Wie das schematisch aussieht ist in der Figur gezeigt

Phasendiagrammdarstellung

’ Die abgeleiteten Formeln gelten, wie schon angemerkt, im Prinzip fiir jede Art von atomarer Fehlstelle, insbesondere
auch fur extrinsische Fehlstellen, also fur Fremdatome. Man sollte sich aber sehr klar dariiber sein, dass der Ausdruck
"im Prinzip" jetzt auch Falle einschlief3t, die bei intrinsishcen Fehlstellen zwar nicht verboten sind, aber in der Praxis
nicht vorkommen. Inshesondere kann passieren:

Die "Bildungenergie”, oder besser Loslichkeitsenergie, kann auch sehr klein sein. Dann bekommen wir schlicht sehr
hohe Gleichgewichtskonzentrationen.

Die Loslichkeitsenergie kann sogar negativ sein. Das heil3t schlicht, dass die Atome in einem gegebenen
Elementkristall, lieber ein fremdes Atom als Nachbarn haben, als ein Atom der eigenen Sorte. Unsere
Gleichgewichtskonzentrationen ergeben dann keinen Sinn mehr (wir haben die Naherung benutzt, dass die
Konzentration der Defekte viel kleienr ist als die der Kristallatome)- wir haben die schlichte Tatsache, dass jede
Konzentration an Fremdatomen gel6st werden kann.

’ Darliberhinaus gibt es einen weiteren grof3en Unterschied der extrinsischen zu den intrinsischen Fehlstellen:

Es gibt war fur jede Temperatur eine definierte Gleichgewichtskonzentration, die tatsachliche Konzentration ist aber
ziemlich unveranderlich, da Fremdatome ja nicht einfach entstehen oder verschwinden kdénnen - im Gegensatz zu
intrinsischen Fehlstellen. Trotzdem kénnen wir auch extrinische Fremdatome in die entstehende Systematik
einbeziehen.

’ Fur die Darstellung der Gleichgewichtskonzentration von substitutionellen oder interstitiellen Fremdatomen ist es jedoch
vorteilhaft, die Konzentration direkt tber die Temperatur aufzutragen; also nicht die Arrheniusdarstellung zu wéhlen.

AuRerdem wird das Diagramm auch noch um 90° gedreht; wir erhalten dann die sogenannte Phasendiagramm
Darstellung .

Das sieht dann zunachst so aus.

Tm Gleichgewicht

Troom > CFA(T)

Cp A( le)
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’ Betrachtet wird auch nur der interessante Temperaturbereich; in dem Beispiel das Intervall zwischen Raumtemperatur
(Troom=TR) und dem Schmelzpunkt (Tm).
Die durchgezogenen blaue Kurve gibt die Gleichgewichtskonzentration cga(GG) irgendeines Fremdatoms in einer
Matrix an, z.B. Sn in Pb. Der exponentielle Verlauf der Gleichgewichtskonzentration ist angedeutet.
’ Im Gegensatz zu Leerstellen und Zwischengitteratomen, kdnnen Fremdatome aber ihre Konzentration so gut wie nicht

andern - was drin ist ist drin! Unser Stlick Blei hat eine bestimmte "Dreck"konzentration von seiner Vorgeschichte her
fest vorgegeben; sie kann sich beim Erhitzen oder Abkihlen eines Stiick Bleis nicht (wesentlich) andern.

Die blau gestrichelte Linie zeigt deshalb die feste Konzentration cra(fix) des Fremdatoms.
’ Wir kdnnen sofort eine ganze Reihe von Schliissen ziehen:

’ 1. Gleichgewicht kann fir die gegebene Konzentration nur bei einer einzigen Temperatur Ts vorliegen (oder auch gar
nicht), bei dieser Temperatur, sagt man in diesem Fall, ist der Kristall bezuglich des betrachteten Fremdatoms
gesattigt.

Bei jeder anderen Temperatur ist der Kristall beziiglich des betrachteten Fremdatoms entsprechend tber- oder
untersattigt - die freie Enthalpie ist nicht im Minimum.

’ 2. Die Gleichgewichtskonzentration oder, wie wir das jetzt nennen, die Loslichkeit nimmt generell fiir hohe
Temperaturen stark zu. Dies bedeutet, daf3 heil3e Kristalle eine starke Tendenz zur Verschmutzung haben.

Wird z.B. ein extrem sauberer Si - Wafer kraftig erwarmt (bei der Herstellung integrierter Schaltungen wird das oft
vorkommen), werden viele Atome, die z.B. Gber den Waferhalter in Kontakt zum Si kommen, in das Kristallgitter
eingebaut weil das die freie Enthalpie erniedrigt!
Beim Abkuhlen werden sie allerdings nicht wieder verschwinden und dann eben Ulberséttigt sein, Denn wohin sollen
sie gehen: die Oberflache ist weit, dort werden allenfalls einige wenige verschwinden kdonnen. Und unser Si Wafer
ist jetzt "dreckig"”.

’ 3. Die freie Enthalpie ist also so gut wie nie im méglichen absoluten Minimum bzgl. des betrachteten Fremdatoms. Es

ist auch nicht realistisch erreichbar, der Kristall kann jetzt nur noch die zweitbeste Losung anstreben:

Bei Untersattigung ist der Entropieanteil zu klein, jede Anderung einer statistischen Verteilung wiirde ihn noch
kleiner machen. Deshalb bleiben im Untersattigungsbereich die Fremdatome i.d.R. atomar gelost.

Im Ubersattigungsbereich ist jedoch der Energieanteil zu groRR. Hier ist es nicht grundsétzlich ausgeschlossen, daR
eine andere Konfiguration, z.B. die Bildung von Ausscheidungen der Fremdatome, eine insgesamt glinstigere freie
Enthalpie liefert als die statistische Verteilung

’ Wir erhalten beipielsweise folgenden Konfigurationen

* ) b
® .
* * L]
L L
L]
* * : 3 o ° *
Untersittigung Gleichgewicht
Phase p

*
L3 (3338e238er 5 ® ®
®
*
Srtssstivssess ®

[ ] * * L ] L J *

L] - L] L 5 [ ] by * 1

Ubersittigung Ausscheidung +
Gleichgewicht

’ Gleichgewicht bezlglich des Fremdatoms B in der Matrix mit Atomen der Sorte A liegt rechts oben vor (Hier ware 0G/
on=0, d.h. jede Anderung der Zahl der Fremdatome der Sorte B vergroRert die freie Enthalpie G des Systems).

Links oben ist das System unterséttigt. Das System mul3 damit leben; es gibt keine Mdglichkeit ohne Hilfe von
aul3en (d.h ein Fremdatomangebot) einen giinstigeren Zustand zu erreichen.
Links unten ist das System Uberséattigt. Damit mul3 es aber nicht leben, denn jetzt kann es was tun: Es bildet eine
Ausscheidung; rechts unten gezeigt
’ Rechts unten ist das System beziglich der atomar gelésten Fremdatome wieder im Gleichgewicht, da es alle
Uberschiissigen Fremdatome in einer Ausscheidung untergebracht hat. Da das absolute Minimum der freien Enthalpie
unter der Randbedingungen crremdatome =konstant nicht errreichbar ist, bleibt dem System nur dise zweitbeste
Losung, ein metastabiles Gleichgewicht mit Ausscheidungen.

Allerdings haben wir im rechten Bild jetzt eine Mischung von zwei Phasen:

» Die Phase «, bestehend aus einer GG-Losung der Atome B in dem Wirtskristall A.
» Die Phase B bestehend aus einer Ausscheidung gebildet aus B Atomen (und meist auch A-Atomen).
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’ Ob eine solche Mischphasen-Konfiguration, d.h. gleichzeitiges Vorliegen der & und B Phasen zur kleinstmdglichen
freien Enthalpie fuihrt, ist nicht von vorne herein klar. Vielleicht wére es insgesamt giinstiger, eine Uberséttigung
beizubehalten, oder Ausscheidungen in einer Mischform (einem Mischkristall), z.B. A2B3 oder A3zB4, zu formen.

Es ist klar was zu tun ist, um entscheiden zu kdnnen was geschieht: Fir jeden denkbaren Fall wird die freie
Enthalpie G berechnet; die Konfiguration mit dem kleinsten G gewinnt.

Leider ist das leicht gesagt, aber schwer getan. Die Berechnung von freien Enthalpien ist nicht immer so einfach wie
bei Leerstellen, auRerdem sind sich verschiedene Konfigurationen im Zahlenwert sehr &hnlich, so daf3 man schon
sehr genau rechnen muf3, um entscheiden zu kénnen, welche die kleinere freie Enthalpie besitzt. Heutzutage gibt
es aber Software, die das ganz gut beherrscht.

’ Hier kommt aber immer noch das Experiment zum Tragen: Welche von vielen méglichen Konfigurationen bei einer
gegebenen Zusammensetzung und Temperatur vorliegt wird experimentell bestimmt und in ein Phasendiagramm
eingetragen, das nichts anderes ist als die Erweiterung des obigen Bildes auf Konzentrationen des "Fremdatoms" von
0% bis 100%.

’ Damit wollen wir uns im néchsten Kapitel etwas genauer befassen.

Fragebogen
Multiple Choice Fragen zu 5.3.4
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5.3.5 Merkpunkte zu Kapitel 5.3: Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik

’ Naturgesetz: Von allen nach dem 1. Hauptsatz
erlaubten Makrozustanden sind im
thermodynamischen Gleichgewicht immer nur die
"unordentlichsten” realisiert.

Als quantitatives Maf3 fir die Unordnung in
einem System wird die Entropie S definiert.

Naturgesetz: Mit zunehmender Temperatur
nimmt die Unordnung und damit S zu.

’ Die beiden "Naturgesetze" lasssen sich durch die
Definition von thermodynamischen Potentialen
zusammenfassen und quantifizieren.
Gleichgewicht liegt vor, falls das passende
Potential ein Minimum hat.

Die freie Energie F beschreibt den Fall
konstanten Volumens.

Die freie Enthapie G beschreibt den Fall
konstanten Drucks und ist dshalb fir
Festkorper wichtig.

’ Fur spontan (= in Richtung Gleichgewicht vorwarts
in der Zeit) ablaufende Vorgénge gilt:

Im Gleichgewicht istdG = 0.

Dies ist die einzige Grundgleichung der
Physik, die eine Richtung der Zeit enthalt!

’ Fast immer gelten gleichzeitig Nebenbedingungen,
die beriicksichtigt werden miissen.

Beispiel: Die Auflésung von Salz in Wasser
hat als Nebenbedingung eine Verknipfung der
Zahl an Na*, Cl— und NaCl Teilchen.

’ Die partielle Ableitung 0G/ dnj eines
thermodyamischen Potentials nach einer
Teilchenzahl heif3t das chemische Potential pj des
betreffenden Teilchens Nr. i.

Die Gleichgewichtsbedingung mit Hilfe eines
thermodynamischen Potentials erlaubt sofort
ein tiefes Verstandnis von
temperaturgetriebenen Vorgangen (z,.B.
Gefrieren / Schmelzen); auch schon ohne
quantitative Defintion der Entropie.

’ Die Entropie eines Makrozustandes kann dann als
Wahrscheinlichkeit des Vorliegens dieses
Makrozustands angesehen bzw. sogar definiert
werden.

Zur Berechnung der Entropie S missen wir
"nur" die Zahl der der mdéglichen
Mikrozustande pj wissen, mit denen sich der
Makrozustand Nr. i realisieren laft.

Beispiel: n Leerstellen in Kristall mit N Atomen
definiert Makrozustand. Zahl
Anordnungsmaoglichkeiten = Zahl
Mikrozusténde.
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’ Die Entropie ist dann durch die nebenstehende
"Boltzmannformel" definiert. S = k-In pj

. Man kann statt pj auch dieWahrscheinlichkeit

wj = pi/ Zpj

eines Zustandes nehmen, das verschiebt
jedoch nur den unbestimmten Nullpunkt der
Skala.

Fragebogen
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5.4. Phasengleichgewichte und Phasendiagramme
5.4.1 Einfache Phasendiagramme

’ Ein Phasendiagramm eines binéren Systems (aus zwei Teilchensorten bestehend) ist ein Temperatur -
Zusammensetzungs Diagramm, bei dem die Konzentration beider Atomsorten (ca und ¢ g, dargestellt in Atom % oder
Gewichts % ( aufpassen!)) von 0 % bis 100 % lauft.

Fur jeden Punkt mit den Koordinaten (c a,T) oder (100 — cg,T) ist die Zusammensetzung, d.h. die Phase (oder die
Phasen) angegeben.
Ein Phasendiagramm ist also eine Art Landkarte im Kompositions -Temperatur Raum.

Dabei mul3 man sich aber stets vergegenwartigen, dal} Phasendiagramme ausschlieB3lich Gleichgewichtszustande
fur das System AB darstellen! Wir fragen also nicht mehr "Fir wieviel B in A ist A im GG mit etwas B, sondern
nach der kleinstmdglichen freien Enthalpie eines System (= GG) fur das die Zusammensetzung fest vorgeben ist.

Die schlechte Nachricht ist: Es gibt keine einfachen Phasendiagramme! Selbst der einfachste Fall zweier chemisch
ghnlicher Substanzen, die gut mischbar sind (d.h. H-(FA) ist klein) - z.B. im Cu und Ni oder Si und Ge System - fiihrt
zu einer Reihe von neuen Eigenschaften, die wir in diesem Kapitel kennenlernen werden.
Es gibt aber auch keine einfachen Landkarten interessanter Landschaften. Man muf3 auf3erhalb einer brettflachen
Wiste schon etwas Muhe investieren um die zugehdrige Landkarte zu machen, obwohl im Prinzip klar ist was man
tut.
Die gute Nachricht ist nun: Eine Landkarte zu lesen, zu verstehen was sie beschreibt, ist viel einfacher als sie zu
machen - man muf3 allerdings die Regeln kennen.
’ Genauso ist es mit Phasendiagrammen. Um einen Satz aus dem vorhergehenden Kapitel sinngemal3 zu wiederholen:

Es ist aber klar, wie ein Phasendiagramm zustande kommt: Fir jeden denkbaren Fall wird die freie Enthalpie G
berechnet; die Konfiguration mit dem kleinsten G bei der betrachteten Temperatur gewinnt.

’ Werfen wir zunéchst einen Blick auf ein vergleichsweise sehr einfaches Phasendiagramm, das Cu - Ni
Phasendiagramm, um einige Eigenschaften und Konventionen kennen zu lernen:

TCO)
o
£
1400
1200 @
8
0% Cu 50% 100% Cu
100% Ni 0% Ni

’ Schauen wir zuerst auf die reine Ni oder Cu Seite.

Das "Phasendiagramm” (im Grunde nur ein senkrechter Strich) zeigt zwei Phasen: das flissige und das feste
Metall (in einem fcc Gitter). Die Phasenumwandlung findet am Schmelzpunkt statt ( Ni: 1453 °C, Cu: 1083 °C).
Héatten wir die Temperaturachse in Richtung hohere Temperaturen weitergefuhrt, kdme als dritte Phase der jeweilige
Dampf dazu.

Das muf3 aber nicht immer so einfach sein. Hatten wir Fe oder Co genommen, hétten wir innerhalb der festen
Phase weitere Phasenibergange gefunden und eingetragen: Die Temperaturen, bei denen eine Umwandlung in
einen anderen Gittertyp stattfindet.

’ Schauen wir nun auf das komplette Phasendiagramm:

Zunéchst finden wir keine Linien, die in Anlehnung an das vorhergehende Kapitel die Loslichkeit des atomaren
Defekts Cu in Ni, oder umgekehrt, angibt. Dies bedeutet, dal3 beide Atome unbegrenzt im jeweils anderen Kristall
I6sbar sind, sie formen einen Mischkristall , (um genau zu sein, einen substitutionellen Austauschmischkristall ).
Das muf3 so sein, wenn wir ein einfaches Phasendiagramm haben mdchten!
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Wir finden nur zwei Linien , die verschiedene Phasen voneinander trennen: Die "Liquiduslinie ", kurz Liquidus,

oberhalb der nur eine flissige Phase existiert, und die " Soliduslinie", kurz Solidus , unterhalb der nur eine feste
Phase existiert.

Eine der oben angesprochenen Regeln ist nhun: Die flissige Phase wird dabei immer mit einem "L", die feste(n)
Phase(n) immer mit einem griechischen Buchstaben ( &, B, Y,...) gekennzeichnet.
’ Was flr eine Phase befindet sich zwischen Liquidus und Solidus? Sie ist mit @ + L gekennzeichnet, muf also eine
Mischung aus zwei Phasen, aus fest und fllissig sein.

Das ist in der Tat so: Fir Wertepaare von Konzentrationen ¢ und Temperatur T, die innerhalb der vom Solidus und
Liquidus geformten "Linse" liegen, wird ein flissig - fest Gemisch vorliegen - allerdings nicht mit der beim Mischen
von Cu und Ni eingestellten Konzentration c!!! .

Sehr merkwdurdig!!!

Wir kdnnen das dem Phasendiagramm aber nicht ganz direkt ansehen, sondern brauchen dazu eine der Regeln, die
man zur Interpretation; zum "Lesen” von Phasendiagrammen benétigt.

Die Regel ist: Gebiete, in denen eine Mischphase ausgewiesen ist, setzen sich aus den beiden Phasen zusammen,
die man bei der betrachteten Temperatur auf der linken und rechten Grenze zu einem Einphasengebiet findet.

’ Wir werden sofort sehen, daf3 alle Zustandspunkte innerhalb der o + L "Linse" instabil sind, das System wird sich in
zwei Teilsysteme zerlegen wie oben beschrieben. In unserem Beispiel haben wir;

Eine flissige Phase mit einer Konzentration die sich aus dem Schnittpunkt der Liquiduslinie mit der gewahlten
Isotherme (=Linie konstanter Temperatur, auch Verbindungslinie genannt (engl. "tie line")) ergibt.

Eine feste Phase mit einer Konzentration, die sich aus dem Schnittpunkt der Isotherme mit der Soliduslinie ergibt.

’ Um das besser zu verstehen bemiihen wir eine Graphik:

’ Der gelbe Kreis zeigt einen Ausschnitt aus einem Phasendiagramm mit einer Liquidus- und Soliduslinie. Die

Zusammensetzung unseres Substanzgemisches sei durch cg gegeben, die Temperatur durch die gezeigte Isotherme.
Wir sind mit diesen Parametern im &« + L Bereich des Phasendiagramms.

Vorliegen wird eine Mischung aus einer festen Phase mit der Zusammensetzung cs und einer flissigen Phase mit
der Zusammensetzung c| .

’ Wie sieht das nun aus? Darliber sagt das Phasendiagramm direkt gar nichts - aber wir kdnnen ja mal nachdenken.

Wir nehmen einen Behélter, einen "Tiegel", in dem wir eine Mischung aus Cu und Ni aufschmelzen. Fir hohe
Temperaturen ist alles flussig; fur tiefe Temperaturen ist alles fest - wie das "aussieht" ist hinreichend klar.
Spannend ist nur der L + o« Bereich. Was kénnen wir erwarten?

0o

? Eher nicht ? Eher nicht Das wird's sein!

Werden kleine x-Brockchen in der Flissigkeit herumschwimmen wie links gezeigt? Wohl kaum, denn das

spezifische Gewicht der festen Phase ist in der Regel hoher als das der fliissigen Phase (aul3er bei Wasser, Si und
einigen wenigen anderen Exoten).

Wir erwarten dann zumindest, dal? die x-Bréckchen am Boden liegen, wie in der Mitte gezeigt (oder wie die
Eiswirfel im Wasser oben schwimmen).
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Aber auch das ist nicht sehr realistisch, denn die feste Phase wird sich zuerst dort bilden, wo es beim Abkihlen am
kaltesten ist. Und das ist immer an der Wand des Tiegel - wo sonst? Schlie3lich kann die Abkuhlung nur "von
aul3en" kommen. Wir erwarten also, dal3 das ganze so aussieht wie rechts auf3en gezeigt.

Wie grof3 der jeweilige Anteil der festen und fliissigen Phase ist, und wie das Ganze weitergeht wenn man nun ein
bilichen weiter abkihlt, wird im nachsten Unterkapitel weiter ausgefuhrt. Hier wollen wir uns erstmal um den Grund
fur dieses Verhalten kimmern.

’ Damit haben wir das Phasendiagramm und erste Auswirkungen beschrieben - mit einer Menge von unbewiesenen
Behauptungen. Aber jetzt wollen wir zumindest qualitativ verstehen wie ein solches "einfaches" Phasendiagramm
zustandekommt. Die herausragende Eigenschatft ist offensichtlich, daR in bestimmten Temperatur -
Zusammensetzungsbereichen (innerhalb der "Linse"), zwei Phasen im Gleichgewicht koexistieren .

Im Umkehrschlul® bedeutet dies, dal3 eine einfache Phase , egal ob fest oder flissig, in diesem Bereich nicht stabil
ist. Die Behauptung ist dann, dal3 das Minimum der freien Enthalpie mit nur einer Phase nicht erreichbar ist. Falls
wir das beweisen kénnen, haben wir dieses einfache Phasendiagramm "verstanden”.

Wir schauen uns dazu die freien Enthalpien der jeweiligen Phasen als Funktion der Zusammensetzung und
Temperatur an. Dies ist im nachsten Diagramm schematisch dargestellt

CTS &

Ni Cu

’ Betrachen wir die drei rein schematischen Kurven. Es kommt Giberhaupt nicht darauf an, wie sie wirklich aussehen, die
generellen Trends und die SchluRfolgerungen, die wir daraus ziehen, sind immer richtig.

Die Enthalpie (oder, wer das lieber hat, die innere Energie U) wird von irgendeinem Wert beim Ni zu irgendeinem
Wert beim Cu verlaufen. Da die Atome in dem Cu - Ni Mischkristall austauschbar sind, wird das ein relativ
monotoner Verlauf sein.

Die Entropie wird auf jeden Fall mit zunehmender Konzentration von Ni in Cu und umgekehrt kréftig zunehmen,
denn wir bewegen uns von relativ perfekter Ordnung in Richtung grof3e Unordnung. Bei ca. 50 % wird die Entropie
ein Maximum haben. Im Diagramm ist — TS dargestellt; diese Funktion hat dann ein Minimum. Man nennt diesen
Beitrag zur Entropie einer Phase die Mischungsentropie.

Die freie Enthalpie ergibt sich aus der Addition beider Kurven; sie hat ein Minimum, aber nicht mehr
notwendigerweise in der Gegend von 50 %.

’ Diese Betrachtung gilt immer, sowohl fur die flissige Phase als auch fiir die feste Phase. Das Minimum in der freien
Enthalpie wird aber bei kleineren Temperaturen nicht so ausgepragt sein und vor allem kann der genaue Verlauf der
freien Enthalpie in der flissigen Phase anders sein als in der festen.

Im n&chsten Schritt vergleichen wir nun die freien Enthalpien der festen und flissigen Phase, wobei wir Verlaufe
unterstellen, die obiger Kurve ahneln. Wiederum ist der genaue Verlauf aller Kurven nicht wichtig fur die qualitativen
Aussagen.

Mehr ist nicht zu tun, dann wir "wissen" bereits, daf} die einzigen Phasen, die vorkommen, die flissige und die
Mischkristallphase sind. Wenn wir von "first principles" starten wiirden, miften wir auch andere prinzipiell mégliche
Phasen betrachten.

MaWi 1 Skript - Page 189



’ Wir erhalten folgendes Bild, mit aus Grinden der Klarheit stark verschiedenen G(c) - Kurven

G

Liquid

Solid

Cu

Bei hohen Temperaturen ist die freie Enthalpie des Festkorpers fir jede
Zusammensetzung héher als die der FliRigkeit. Damit wird nur die
flissige Phase vorliegen.

Bei etwas tieferen Temperaturen ist fur einige Konzentrationen die
FlaRBigkeit, fur alle anderen der Festkdrper die Phase mit der kleinsten
freien Enthalpie.

Ein absolutes Minimum des gesamten Systems wird erhalten, wenn
sich das System in zwei Phasen aufspaltet, mit Konzentrationen die
aus der Tangentenregel (siehe Graphik) resultieren

Bei weiter fallenden Temperaturen verschieben sich die
Konzentrationen in den beiden Gleichgewichtsphasen wie gezeigt.

Bei tieferen Temperaturen ist jetzt bei jeder Temperatur die feste Phase
beglinstigt; es wird nur eine feste Phase vorliegen.

Im Zwei-Phasengebiet definieren die jeweiligen
Gleichgewichtskonzentrationen die Liquidus- und Soliduskurve; wir
erhalten das "einfache" Phasendiagramm von Cu und Ni.

’ Die Tangentenregel , oben graphisch dargestellt, kbnnen wir mir Hilfe der chemischen Potentiale sofort verstehen. Da
wir nur Anderungen der Teilchenzahl betrachten gilt bei festen weiteren Parametern (z.B. die Temperatur) fir das
Gleichgewicht

dGSystem =

0G 0G
-dnflgssig + - d Nfest =0
aanUssig ONfest
und
d nflussig = —dn fest

Die letzte Gleichung halt nur fest, dass die Teilchen (hier immer die Summe von Ni und Cu oder, allgemeiner, A und
B) entweder in der flissigen oder festen Phase - die Gesamtzahl ist schlicht konstant.

’ In unserem einfachen Fall missen also die chemischen Potentiale gleichgrol3 sein, d.h.
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Mflussig = Mfest
oder

0G 0G

anfl[]s:;ig 0 Nfest

Beide Steigungen bei der jeweiligen Gleichgewichtskonzentration mussen gleich sein - das ist aber nichts als die
Tangentenregel.

Gibbsche Phasenregel

’ Wir haben im Prinzip verstanden, dal3 das Ni - Cu Phasendiagramm einphasige und zweiphasige Gebiete enthalten
muf3, die durch Linien getrennt werden. Da wir unter der Bedingung konstanten Drucks arbeiten (wir haben Enthalpien
benutzt!), kénnen wir im Prinzip die Temperatur und die Zusammensetzung noch frei wahlen (z.B. als Konzentration von
Ni in Cu).

Das funktioniert aber nur innerhalb eines einphasigen Gebiets in einem Phasendiagramm - in unserem Beispiel
unterhalb der Soliduslinie. Dort ist fur jede Temperatur und Konzentration eine Phase definiert, man sagt, das
System hat zwei Freiheitsgrade.

In der Mischphase dagegen, zwischen der Solidus- und Liquiduskurve, kann zwar die Temperatur noch
verschiedene Werte annehmen, aber nach erfolgter Wahl einer geeigneten Temperatur sind die Konzentrationen der
flissigen und festen Phase festgelegt und damit ist alles festgelegt. Das System (beschrieben durch die
Komposition cg) hat nur noch einen Freiheitsgrad.

Verallgemeinert ist unser System gekennzeichnet durch 2 Komponenten C (hier Cu und Ni), die Zahl der Phasen P
die vorliegen und die Zahl F der Freiheitsgrade, die noch méglich sind.

’ Der grof3e amerikanische Physiker Gibbs hat eine aul3erordentlich wichtige Beziehung zwischen diesen Grof3en
abgeleitet, die Gibbsche Phasenregel. Sie lautet (fur konstanten Druck)

F=C-P +1

’ Damit verstehen wir, warum im System Ni - Cu eine flissige und eine feste Phase bei verschiedenen Temperaturen
koexistieren kann, wahrend in dem uns wohlvertrauten System Wasser - Eis nur bei einer bestimmten Temperatur - 0
OC - die FluRigkeit und der Festkdrper im Gleichgewicht koexistieren kénnen. Vergleichen wir mal:

Wasser Cu - Ni
Cc=1
es gibt nur die Komponente H c=2
o 9 P 2 wir haben Cuund Ni
pP=2 pP=2
Flissig und fest Flissig und fest
F=1-2+1=0 F=2-2+1=1

Es gibt keinen Freiheitsgrad Es gibt einen Freiheitgrad.

mehr; bei fester Konzentration ist T
alle Werte sind festgelegt; variabel;
Koexistenz nur bei Tm=0°C und umgekehrt.

Damit gilt fir jedes zweiphasige Gebiet in einem Phasendiagramm, dal3 immer eine Aufspaltung in die zwei Phasen
stattfindet , die durch die Schnittpunkte einer Isotherme mit den Trennungslinien links und rechts von dem
Zweiphasengebiet definiert sind.

Die Phasenregel und ihre Anwendung auf Phasendiagramme wird im Rickagrat 2 weiter verfolgt, wir wollen uns jetzt
damit beschéaftigen was passiert, wenn wir eine Schmelze mit einem Phasendiagramm wie das Cu - Ni - System
bei gegebener Zusammensetzung abkuhlen.
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Fragebogen ?7??

No. No more "mudtiple choice" from
here on
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5.4.2 Vorgange beim Erstarren

Erstarren im Gleichgewicht

’ Es ist ziemlich schwierig und zeitraubend eine Landkarte zusammenzustellen, aber es ist recht einfach, sie zu
benutzen - nachdem man einige Regeln und Konventionen gelernt hat.
’ Bei Phasendiagrammen ist es sehr ahnlich. Es ist sehr schwer, Phasendiagramme zu berechnen, und sehr aufwendig
und zeitraubend, sie zu messen.
Aber wenn man sie erst mal hat, kbnnen Phasendiagramme wie Landkarten benutzt werden. Aber auch dazu muf3
man einige Regeln und Konventionen beachten bzw. beherrschen.

Wir werden hier aber nur die rudimentarsten Dinge behandeln!
Denn: In Phasendiagrammen steckt sehr viel stark aggregierte Information. Um
sie vollstandig auswerten zu kénnen, mifte man viele Wochen Zeit und Arbeit
investieren. Etwas weiterfihrende Information findet sich im Ruckgrat 2

’ Schauen wir uns an, was geschieht, wenn man in einem vollstandig mischbarem System, wie z.B. dem Ni - Cu
System, eine gegebene Zusammensetzung von A und B aufschmilzt, und dann erstarren |aft.
In anderen Worten: Wir giefR3en eine Legierung in eine GulR3form. Jedesmal, wenn ein Motorblock, eine
Turbinenschaufel oder eine Zahnplombe gegossen wird, laufen solche Erstarrungsvorgange ab. Allerdings ist nicht
gesagt, dalR wir zu jedem Zeitpunkt im Gleichgewicht sind. Um mit Sicherheit immer Gleichgewicht zu erreichen,
miften wir namlich extrem langsam abkiihlen.

’ Oder wir ziehen einen Kristall aus der Schmelze, z.B. einen Si - Ge Kristall.

In einem Tiegel, der die flissige Phase in der Zusammensetzung cq (z.B. X % Ge und (100 - x) % Si enthalt, wird
ein kleiner "Impfkristall* getaucht und dann vorsichtig abgekihlt; gleichzeitig wird der Impfkristall langsam
herausgezogen. Wenn man alles richtig macht, kristallisiert Si -Ge am Impfkristall und man erhéalt einen langsam
wachsenden Kristall. Das ist das Czochralski Kristallziehverfahren; es wurde durch einen Zufall "entdeckt".

Werfen wir zum Verstandnis der Vorgadnge beim lan gsam e n Abkihlen einen Blick auf das (halbwegs realistisch
gezeichnete) Si - Ge - Phasendiagramm

T (°C)
F 3

1412

T

940

Ge Co Si

Betrachten wir die Zusammensetzung cg und beginnen von einer (hohen) Temperatur T ausgehend, die Mischung
abzukuhlen.
Solange T = Ti(co) ist, d.h. goRRer als die Liquidustemperatur bei der Zusammensetzung co, wird die Mischung
komplett flissig sein.
Betrachten wir nun die eingezeichnete Temperatur T1. Das Phasendiagramm weist aus, daf3 bei T1 eine Mischung
aus einer flissigen Phase mit der Zusammensetzung c|1 und einer festen Phase mit der Zusammensetzung C« 1
vorliegt.
Die feste Phase (x - Phase) ist dabei Si - reicher als die Ausgangszusammensetzung co, die flissige Phase ist Ge
- reicher. Es ist aber nur ein Teil des Systems kristallisiert. Wenn wir komplette Kristallisation haben wollen,
mussen wir die Temperatur weiter erniedrigen.
Tun wir das, kénnen wir zunéchst erwarten, daf3 der Anteil der festen Phase gro3er wird, der Anteil der flissigen
Phase kleiner. Gleichzeitig wird die feste und die fliissige Phase jetzt Ge - reicher.
Dies bedeutet, daf3 bei einer Temperaturerniedrigung relativ zu T jetzt zwar etwas mehr Legierung erstarrt, aber
sich die Zusammensetzung des schon vorhandenen kristallisierten Teils &ndern muf3: Die Ge Konzentration muf3
steigen. In einem Festkorper wird das nicht so einfach sein; wir brauchen dazu die Diffusion von Ge Atomen und
zwangslaufig viel Zeit.
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Dieser Prozel? dauert an, bis bei T < Tgg|(cg) die Mischung komplett erstarrt ist mit der globalen
Zusammensetzung co.

’ Es ist aber klar, daf3 im realen Experiment unméglich immer Gleichgewicht vorliegen kann. Kurz bevor wir Tse|(Co)

erreichen, ist das bil3chen noch vorhandene Schmelze noch stark mit Ge angereichert; beim Erstarren mufite sich das
Uberschissige Ge im ganzen, bereits erstarrten Kristall gleichmafig verteilen.

Wir missen uns also klar machen, was passiert wenn wir nicht « langsam abkihlen, sondern in endlichen
Zeitraumen.

Bevor wir das aber tun, wollen wir kurz eine einfache Formel ableiten, die uns erlaubt den jeweiligen Anteil der
festen und flissigen Phase zu berechnen.

Das Hebelgesetz

Wie groR3 sind bei einer gegebenen Temperatur die jeweiligen Anteile der festen und fliissigen Phase? Auch diese
Zahlen erhalt man aus dem Phasendiagramm

Kennen wir fir eine gegebene Temperatur die Gleichgewichtskonzentrationen der flissigen und festen Phase,
kénnen wir ihre relativen Anteile f_ und fy leicht bestimmen

Da die Gesamtkonzentration der festen und fliissigen Phase immer cq sein muf3, gilt

Co = fL-cL +fo('Co(

Da das gesamte Material in einer der beiden Anteile enthalten sein muR3, gilt weiterhin .

f|_ + fo( =1
’ Damit erhalten wir da sogenannte "Hebelgesetz"
Co—CL Ca—Co
fO( = — fL =
Cx —CL Cx—CL

’ Warum die Bezeichnung "Hebelgesetz"? Weil obige Formeln eine einfache graphische Reprasentation in
Phasendiagramm haben, die an das Hebelgesetz der einfachen Mechanik erinnert.

Um das zu sehen bilden wir den Quotienten f/f|, d.h. das direkte Verhaltnis der beiden Konzentrationen:

fox co—CL CL—Co

fL Cx —Co Co—Cux

co — cL (oder ¢ — co, je nach "Neigung" der "Linse") ist aber genau die Strecke entlang der Isotherme von cg bis

CL, und cy — co (oder cg — C) ist die entsprechende Strecke bis c - siehe folgende Graphik - wir kdnnen diese
Strecken als "Hebel" einer Lange | interpretieren.

’ Damit gilt
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Das "Gewicht" der flissigen Phase mal dem "Hebelarm" der flissigen Phase muf3 gleich Gewicht mal Hebelarm der
festen Phase sein.

fo('lo(—fL'IL

’ Dazu missen wir einige Ubungen machen!

Ubung 5-4

Hebelgesetz

Erstarren im Nichtgleichgewicht

’ Was fur eine Zusammensetzung hat unser Guf3stiick oder unser Kristall, wenn wir nicht « langsam abkuhlen bzw. den
Kristall aus der Schmelze ziehen?

Nachdem die flissige Phase restlos verfestigt ist, ist die Zusammensetzung natirlich (im Mittel oder global)
diesselbe wie in der flissigen Phase. Aber ist das GuRstiick oder der Kristall homogen? Ist die Zusammensetzung
Uberall dieselbe?

’ Wenn wir nicht geniigend Zeit geben, um den zuerst erstarrten Bereichen zu erlauben, ihre Zusammsetzung durch
Diffusion in den neuen Gleichgewichtszustand zu bringen, werden wir einen Kristall (oder einen Gu3kdrper) bekommen,
bei dem die zuerst erstarrten Teile (der obere Teil des Kristalls oder die Aul3enseite des Gul3kdrpers) Si-reich sind, der
untere Teil des Kristalls oder das Innere des Gul3korpers) sind dafur Ge-reich. Fast nirgends hat der Festkorper die
Zusammensetzung co.

Denn jedesmal wenn wir jetzt die Temperatur etwas erniedrigen, starten wir mit einer anderen Zusammensetzung
der Schmelze, als es dem Gleichgewichtsfall entsprache; wir bleiben nicht auf einer Isoplethe im
Phasendiagramm.

’ Das bedeutet, daf3 wir gar nicht mehr die Zusammensetzung cg in der flissigen Phase haben.
Im néchsten Schritt miissen wir also untersuchen was passiert, wenn bei einer weiteren kleinen
Temperaturerniedrigung von T1 nach T2 jetzt eine Schmelze zur Zusammensetzung c| 1 kristallisiert.

Das Ergebnis ist klar: Beide Konzentrationen verschieben sich in Richtung Ge-reich. Unser Endprodukt sieht
schematisch so aus wie in der folgenden Graphik gezeigt.

Beginn Ende
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’ Die Konsequenzen dieses Verhaltens beim Erstarren sind weitreichend:

Auf der negativen Seite vermerken wir, daf3 es offensichtlich schwierig sein kann, eine homogene Legierung mit
einer festen und Uberall konstanten Zusammensetzung zu giel3en oder einen homogenen Kristall zu ziehen. Die

Guftechnik, nach wie vor das Arbeitspferd der gesamten Metallindustrie, ist nicht so simpel wie man glauben
kdnnte!

Auf der positiven Seite ist zu konstatieren, daf3 man durch diesen Effekt Materialien auch reinigen kann. Gerade bei
Si und Ge wird eine leicht verunreinigte Schmelze oft so erstarren, dafl zun&chst nur eine Si- bzw. Ge - reiche « -
Phase entsteht, d.h. ein saubereres Material. Die Verunreinigungsatome bleiben zunachst in der Schmelze.

Diese Technik ist unter dem Namen "Zonenreinigen" oder "Zonenschmelzen" bekannt und hat in den frihen
Jahren der Halbleiterindustrie eine wichtige Rolle gespielt.

’ Damit ist aber nur eine Komplikation zum Thema "Gief3en" angesprochen. Ein weiteres Beispiel dazu, wie kompliziert
das simple "Giel3en" sein kann findet sich in diesem (relativen) Link (mit Dank an Bob Rapp und "Materials Today" fur
die Genehmigung der Verwendung an dieser Stelle; hier der absolute Link zum Original).

’ Als nachstes wollen wir nun im folgenden Unterkapitel ein etwas komplizierteres Phasendiagramm betrachten.
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5.4.3 Kompliziertere Phasendiagramme: Eutektika

’ Betrachten wir zunachst das einfachste der "komplizierten" Phasendiagramme: Zwei Substanzen A und B mit einer
Mischungsliicke , die auch nicht miteinander reagieren, d.h. keine Verbindungen der Form Ay By formen. Ein gutes
Beispiel ist Lotzinn , das System Sn - Pb.

Mischungsliicke heif3t, dass in einem bestimmten Bereich der Zusammensetzung sich A und B nicht mischen, d.h.
keinen Mischkristall bilden. Wir haben dann eine Mischphase vorliegen, ein Gemenge aus den Phasen ¢ + B

Wir nennen die Phasen absichtlich &« und 8, und nicht etwa A und B . Denn o und B sind eben nicht z.B. Kérner
aus reinem A bzw. B, sondern Kérner aus hauptsachlich A, die aber noch bis zur Ldslichkeitsgrenze B enthalten
bzw. B mit geloéstem A, eben x + .

Grundsatzlich kann man das Phasendiagramm fiir diesen Fall genauso aus freien Enthalpiebetrachtungen ableiten
wie bereits geschehen; dies wird in einem "Advanced" Modul noch etwas néher erlautert.

’ Das Phasendiagramm ist im folgenden Bild gezeigt

Phasendiagramm
o
300 =~ N !
DE \ T L |(liquid)
® (Pb) \ L+o
o > Lo,
E eut E \ B
=
100
/ o+ 3
ol
4] 20 40 60 Cet R0 100
Pb Atom-% Sn Sn

’ Zunachst erkennnen wir die Phasen o« = [Pb mit einer relativ groBen Menge an geléstem Sn], maximal 19 Gewichts %
oder 30 Vol. %, und B = [Sn mit einer kleinen Menge am geléstem Pb], maximal 2,5 Gewichts %.

Die beiden Kurven, die diese Phasen bis zum Maximalwert von der anderen festen Phase o + B trennen, sind nichts
anderes als die Loslichkeitskurven der atomaren Fehlstellen ( Sn in Pb bzw. Pb in Sn) in der
Phasendiagrammdarstellung.

DaR die Léslichkeit der jeweiligen atomaren Fehlstelle oberhalb der charakteristischen Temperatur Teyt wieder
abzunehmen scheint, hat einen anderen Grund: Die Phase schmilzt, bevor die maximale Loslichkeit erreicht ist.

’ Auch der Bereich o + B ist klar. Wir haben ein instabiles Zweiphasengebiet. In diesem Bereich wird jede Mischung in
die nebeneinander und gleichzeitig vorliegenden Phasen o und  "zerfallen". Es gilt das Hebelgesetz fiir die relativen
Anteile der beiden Phasen. Dass jetzt beide Phasen fest sind, ist dabei unerheblich.

Wenn wir das Geflige des Festkorpers anschauen, finden wir & und B Bereiche, d.h. fast reines Sn und relativ
reines Pb, in irgendeiner Anordnung vermischt.

’ Die beiden "Horner" sind uns auch schon bekannt: Hier liegt eine Mischung fest - flissig vor, genau wie im Beispiel des
Si - Ge Systems des vorhergehenden Unterkapitels. Hier kdnnen wir auch verstehen, was ein fest - fliissig Gemisch in
der Realitat bedeutet.

Jeder, der schon mal gel6tet hat, weil3, daf? bei zu tiefen Temperaturen " kalte" Létstellen auftreten. Das Lotzinn

scheint nicht richtig flissig zu sein, sondern hat eine breiige Konsistenz. Das ist genau die L + o« Phase des
Phasendiagrammes.

In einer Sn - reichen FluRigkeit schwimmen Pb - reiche feste Kristalle, oder, mehr wahrscheinlich, die kéltere
AulRenseite ist fest und Pb - reich, die Innenseite ist flissig und Sn - reich.

’ Um zu sehen, was in diesem Phasendiagramm mdglich ist, betrachten wir, was geschieht, wenn wir von einer
gegebenen Zusammensetzung (z. B. einer Pb reichen Schmelze) ausgehen und abkihlen.

Solange wir oberhalb der durch die eutektischen Temperatur Teyt definierten Linie bleiben, wird sich das System
in eine feste , Pb - reiche, und eine flissige, Sn - reiche Phase aufspalten.

Starten wir von der Sn - reichen Seite aus, ist die Lage entsprechend.
’ Bei einer bestimmten Zusammensetzung, gegeben durch eutektische Konzentration ceyt (die Konzentration am

Punkt E), findet jedoch keine Aufspaltung statt. Hier erfolgt ein direkter Ubergang vom fliissigen in den festen Zustand,
es erfolgt die die eutektische Reaktion

L - o+ B
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Nochmals: Bei ceyt haben wir einen direkten Ubergang vom Liquidus zu zwei festen Phasen. Das hat, sofort
erkennbar, erhebliche technische Bedeutung!

Allein schon die Bedingung der Nichtmischbarkeit erfordert eine solche Reaktion, denn bei irgendeiner
Konzentration der FliRigphase missen sich die beiden fest - fliissig Phasengebiete L + o« und L + B ja mal treffen.

Am dadurch definierten und ziemlich haufig erscheinenden
eutektischen Punkt sind notwendigerweise 3 Phasen miteinander im T

Gleichgewicht: L, ocund B. e | 4

Die Phasenregel erlaubt damit keinen Freiheitsgrad mehr; Temperatur L @ T

>

und Zusammensetzung aller Phasen sind festgelegt; siehe die 3

Graphik / .......
Die zwei festen Phasen o und B in ihrer jeweiligen Zusammensetzung =\

.. . . . - . Diese drei Phasen sind
missen also notwendigerweise durch eine Linie mit konst. am eutektischen Punk
Temperatur verbunden sein, damit ist die allg. Struktur des im Gleichgewicht

Phasendiagramms klar.

Dal der eutektische " Punkt" im Phasendiagramm als "Linie "
erscheint, ist zwar etwas verwirrend, aber in Bezug auf die Temperatur
ist es trotzdem ein Punkt. Und nur darauf kommt es an

’ Was bedeutet das hibsche Wort " Eutektikum"? Es ist griechisch und heif3t " gut schmelzend" oder auch "schon
gefigt; wohl aufgebaut”. Denn die eutektische Zusammensetzung einer Zweistoffmischung oder Legierung hat zwei
bemerkenswerte Eigenschaften:

1. Die eutektische Zusammensetzung schmilzt komplett bei der
tiefstmoglichen Temperatur.

2. Die Schmelze erstarrt direkt , ohne sich vorher in zwei Phasen zu
zerlegen, wieder in die eutektische Zusammensetzung. Wir miissen i
also ein Eutektikum zweier Stoffe nichtganz langsam ]i
abkiihlen, um die Zusammensetzung halbwegs homogen zu halten, i il
sondern kénnen so schnell abkiihlen wie wir wollen. Wie so was Il ' 50 pm )
aussehen kann ist rechts gezeigt. Wir haben ziemlich ordentliche
"schon gefiigte" Lamellen aus abwechselnd Pb und Sn .

Sicherlich wird das Geflige von der Abkihltemperatur abhangen,

aber die zuletzt erstarrten Gebiete haben dieselbe generelle
Zusammensetzung wie die zuerst erstarrten.

’ Die eutektische Reaktion L - o + B ist eine der sogenannten invarianten Reaktionen die in Zweistoffsystemen
ablaufen koénnen. Dabei entsteht aus zwei Phasen eine dritte Phase bzw., in der Riickwartsreaktion wie oben notiert,
entstehen zwei Phasen aus einer Phase.

Invariant, hei3en diese Reaktionen deshalb, weil nach der Phasenregel keine Freiheitsgrade mehr existieren, d.h.
Temperatur und Zusammensetzung sind unveranderlich festgelegt, sie sind invariant, eben nicht mehr variant =
variabel

Dabei sind dann auch noch weitere Phasen, z.B Verbindungen der Form AxB y zugelassen.

Wir wollen hier aber nicht mehr weiter in die Systematik der Phasendiagramme eindringen, sondern zum Abschluf? und
zur lllustration des bisher Gelernten, noch ein wirklich kompliziertes Phasendiagramm diskutieren. Damit kommen wir
zum letzten Unterkapitel des Generalthemas "Gleichgewichte".

MaWi 1 Skript - Page 198



5.4.4 Komplizierte Phasendiagramme: Fallbeispiel

’ Hier ist ein etwas exotisches, aber schén kompliziertes Phasendiagramm (wie es auch im " Barrett" verwendet wird).
Die beiden Komponenten sind Ni und Mo, also zwei recht unéhnliche Metalle.

Ni -Mo Legierungen sind technisch nicht ganz unwichtig, da sie auch in reduzierender Atmosphére noch
korossionsfest sind.

1600 —} L
L + NiMa

« D
1200 — p -+ NiMo

0 + Nilo

800 —f

Ni NigMo  Ni;Mo NiMo Mo

’ Wir mischen mal 33 % Mo und 67 % Ni (nach Gewicht), schmelzen das Ganze, und kiihlen dann ab. Wir laufen dann
entlang der roten Linie im Phasendiagramm in der Temperatur nach unten

Im flussigen Zustand sind wir dann z.B. am obersten Punkt im Phasendiagramm - alles ist "L"
Mit beginnende Abkiihlung unterschreiten wir bei ca. 1390 °C die Liquiduslinie und haben jetzt einen zweiphasigen
Zustand mit Ni-reichem Feststoff in Mo-reicher Schmelze.
Beim zweiten Punkt ist alles fest, wir haben eine Phase; die a-Phase: Ni mit 33 % geléstem Mo.
’ Bei ca. 1070 °C geschieht etwas Neues: Wir passieren die Grenze zu einem Zweiphasengebiet bestehend aus der
stdéchiometrischen Verbindung NiMo und der x-Phase.

Und noch zweimal mussen wir neue Phasengemische produzieren: Beim dritten Punkt haben wir ¢ + NizMo und
beim vierten Punkt schlie3lich den Endzustand: Ein zweiphasiges Gemisch aus NisMo und NigMo.

’ Ganz schon kompliziert, aber mit der "Landkarte" Phasendiagramm leicht zu konstruieren.

’ Was geht nun eigentlich im Festkorper vor sich, der ja bis zur kompletten Erstarrung viermal sein Geflige andern muf3?
Auch das schauen wir uns schematisch an:
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(¢] =) v} FliiBigkeit + 0
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MoNi; + MolNiy

¥

’ Wir nehmen mal an, dal? die NixMo Teilchen oder Ausscheidungen an Korngrenzen oder anderen Defekten entstehen
oder nukleieren, aber der springende Punkt ist, dal3 die lokale Zusammensetzungung sich fortwahrend &ndern mufd
wahrend wir abkihlen.

Die Ausscheidungen, die gezeigt sind, missen beispielsweise sukzessive Ni-reicher werden.

Es fuhrt kein Weg an der Schluf3folgerung vorbei: Atome mussen sich im Festkorper bewegen, sie missen
diffundieren. Und das wird das grof3e Thema des nachsten Kapitels sein.
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5.4.5 Merkpunkte zu Kapitel 5.4: Phasengleichgewichte und Phasendiagramme

’ Ein Phasendiagramm gibt fiir jeden Punkt im Temperatur -
Zusammensetzungsdiagramm an, welche Phase oder Phasen

im Gleichgewicht vorliegen

Zwischen der Zahl der Komponenten C (hier Pb und Sn), die
Zahl der Phasen P die vorliegen, und der Zahl F der
Freiheitsgrade (hier Temperatur und Komposition) die
maoglich sind besteht eine fundamentale Beziehung, die
Gibbsche Phasenregel

F=C-P +1

Fur ein binares Phasendiagramm (d.h. C=2) und zwei
Freiheitsgrade f=2 gibt es dann nur eine mégliche Phase.

Phasendiagramm

[
o 300 = S . ! _
=] \ L [(liquid)
i Pb ]'_—e-c)’g A
M ezp~unTE
E Teut L E [j
* ol
100
[ ey
ol |
0 20 40 60 SewsO 100

Pb

Atom-% Sn

Sn

’ Zwei-Phasen Gebiete oder Mischphasen im Phasendiagramm
bestehen deshalb immer aus Phasen fester Komposition: o + B,

L + o, oder L + B).

Die beiden Kompositionen ergeben sich aus den
Schnittpunkten der Isothermemit den das
Mischphasengebiet begrenzenden Linien.

Der jeweilige Anteil f, und fg der beiden Phasen ergibt sich
aus dem Hebelgesetz

fo co—CL

fL Cx —Co

’ Phasendiagramme erhalt man durch Vergleich der freien
Enthalpien méglicher konkurrierende Phasen.

Qualitativ relativ einfach, quantitativ aber schwer.

Unmittelbare Konsequenz: Es gibt keine einfachen
Phasendiagramme - Mischphasen sind haufig.

’ Bei Eutektika gibt es einen Punkt (T, C, d.h. f=0), in dem drei
Phasen (L=flussig + feste o« und B) im Gleichgewicht stehen

Im obersten Bild gibt der Punkt "E" die eutektische
Komposition, die waagrechte Linie die eutektische
Temperatur.

Die zugehdrige invariante Reaktion
(invariant=keineFreiheitsgrade) lautet

L - x+ B

Weiter invariante Reaktionen fiihren zu peritektischen,
eutektoiden und peritektoiden Typen von
Phasendiagrammen.
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’ Bei gegebener Komposition und Phasendiagramm lassen sich
weitreichende Schliisse auf das zu erwartende Geflige ziehen.

Insbesondere wird unmittelbar klar, daf3 eine homogene
einphasige Schmelze nach dem Erstarren i.a. keine
homogene Zusammensetzung mehr haben wird.

Ausnahme: Invariante Reaktion, d.h. eutektische

Ende

Komposition.

’ Bei vermeintlich einfachen Techniken wie Giel3en, Schweil3en
oder Kristallziehen, laufen in Wahrheit komplexe Vorgange ab.

Die unmittlbare Anwendungen dieser Verfahren ist oft nicht
moglich oder bedarf erheblicher "Tricks".

Kein Fragebogen
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5.5 Mehr zu Phasendiagrammen
5.5.1 Phasendiagramme - Fortsetzung

Systematisierung und Reaktionen zwischen drei Phasen

’ Phasendiagramme sind ein unerschopfliches Thema,; hier wollen wir nur noch einige fundamentale Félle fur binare
Phasendiagramme kennenlernen.

Zunachst erinnern wir uns: Jedes (bindre) Phasendiagramm ist eine Art Landkarte im Zusammensetzungs -
Temperatur Raum fir zwei Komponenten A und B. Ein Phasendiagramm zeigt uns zwei Dinge:

’ 1. Was in einem bestimmten Gebiet vorliegt, d.h. welche Phase oder Phasen wir bei einer gegebenen Komposition und
Temperatur im Gleichgewicht finden werden.

Ein Gebiet sind die einheitlich gekennzeichneten Flachen im Phasendiagramm. Grundséatzlich kann in einem Gebiet
eine reine Phase vorliegen, oder ein Gemisch von zwei Phasen.

Drei Phasen kénnen nicht in einem Gebiet existieren, denn das verbietet die Phasenregel. Bei zwei Komponenten
C, und drei Phasen P, wird die Zahl der Freiheitsgrade F = C —P + 1 = 0. In Worten: Drei Phasen kénnen nur an
einem Punkt im Phasendiagramm vorliegen, nicht in einem Gebiet..

Beim Gleichgewicht von drei Phasen an einem Punkt finden wir deshalb immer eine horizontale Linie; eine
isotherme, auf der die drei Kompositionspunkte der drei Phasen liegen; wir haben das bei eutektischen
Umwandlungen gesehen.

Bei zwei Phasen existiert nur noch ein Freiheitsgrad, bei variabler Temperatur ist das die Zusammensetzung oder
Komposition der zwei Phasen

2. Was sich in was umwandelt - bei Temperatur- oder Kompositionsanderung. Das ist durch die Grenzlinien zwischen 2
Flachen gekennzeichnet.

Interessant sind die Umwandlungen als Folge von Temperaturanderungen; denn das ist flir ein gegebenes Material
leicht zu machen. Umwandlungen durch Anderungen der Zusammensetzung sind fiir ein gegebenes Material
normalerweise gar nicht, oder nur sehr eingeschrankt moglich.
’ Es gibt zwei grundsatzliche Umwandlungsarten falls man durch eine kleine Anderung der Temperatur eine
Phasentrennlinie tberquert

’ 1. Eine Phase wandelt sich in eine zweite Phase um; wir haben eine "Reaktion" zwischen zwei Phasen. Das ist einfach,
aber auch sehr eingeschrankt, denn alle Teilchenzahlen (der Atommix) missen erhalten bleiben. Die
Reaktionsgleichung fir diesen einfachen Fall ist

x e B

Ein Beispiel ist die Umwandlung von fcc Fe in bcc Fe - fiir reines Eisen. Aber schon mit minimalem Zusatz von
Kohlenstoff (C) klappt das nicht mehr, da die Ldslichkeit von C in bcc Fe sehr viel kleiner ist als in fcc Fe. Die
Phase "fcc Fe + 0,4% C" kann sich nicht in die Phase bcc Fe + 0,4% C umwandeln, da es diese Phase schlicht
nicht gibt. Bei der Umwandlung wiirde sich bcc Fe + 0,05% C und Fe3C bilden missen - und damit sind mehr als
zwei Phasen beteiligt.

’ 2. An der Umwandlungsreaktion sind drei Phasen beteiligt. Die eutektische Reaktion ist ein Beispiel; die allgemeine
Reaktionsgleichung lautet

x e B+y

Fur die uns schon bekannte eutektische Reaktion war &« die FliRigphase L. In diesem Unterkapitel wollen wir die
restlichen prinzipiell moglichen Reaktionen zwischen drei Phasen kennenlernen.

Noch ein (eigentlich Uberflissiges) Wort zur Klarheit: Eine Phase, z.B die FliRigphase L oder Mischkristalle, kann
ohne weiteres aus beiden Komponenten zusammengesetzt sein; und eine Mischphase kann nur eine Komponente
enthalten (z.B. eine Mischung zweier Kristallsorten). Man sollte Phasen und Komponenten nie verwechseln!

Im Gegensatz zu der "harten" Definition von Phasen bezeichnen wir als "Phase" jetzt das, was in einem flachigen
Gebiet des Phasendiagramms existiert. Eine Mischphase o« + [ ist in diesem Sinne nur eine Phase! Etwas
verwirrend, zugegeben, aber praktisch. Im Grunde braucht man nur die Bedingung "im Prinzip mechanisch
abtrennbar” der harten Definition etwas zu entspannen zu "mit einfachen Mitteln mechanisch abtrennbar”, und alles
ist klar. Denn aus Mischphasen, in denen z.B. mikrometergroRe Kdrner oder Lamellen aus o im  "hocken", kann
man zwar das « prinzipiell abtrennen, aber nicht auf einfache Art und Weise!

’ Das Schlusselwort jetzt ist Umwandlung.
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Phasendiagramme, in denen aul3er einem Ubergang fliissig - fest keine weiteren Phasenumwandlungen
vorkommen, die also nur aus den minimal erforderlichen zwei Phasen Liquidus und Solidus bestehen, sind einfach
und langweilig.

’ Eine bisher nur indirekt besprochene Umwandlung, die Bildung einer
stéchiometrischen Verbindung, also eine Umwandlung der Sorte XA +yB - T i DALYY
AxBy ist ebenfalls einfach und langweilig. / L+B
Damit wird ein Phasendiagramm nur in zwei Unterdiagramme aufgespalten, aﬂ" B
wie nebenstehend gezeigt: A bis AxBy, und AxBy bis B. A AB=1 E
’ Ganz so einfach ist es aber meistens dann doch nicht, wie wir noch sehen

werden, da die Verbindung AxBy mdglicherweise erhebliche Mengen andere
Phasen |6sen kann, und dann von einem vertikalem Strich im Phasendiagramm
zu einem mehr oder weniger dicken Bereich mutiert.

’ Spannender sind all die Beziehungen und Umwandlungsreaktionen, an denen drei Partner beteiligt sind; das ist wie im
richtigen Leben.

Eine davon haben wir bereits kennengelernt: Die eutektische Reaktion, bei der zwei Phasen ot und B aus einer
dritten Phase, nédmlich dem Liquidus L entstehen.

Nochmal, die eigentlich tberflissige Wiederholung: Die Phase « besteht aus der Komponente A plus geloster
Komponente B; wir bezeichnen sie als Mischkristall; die Phase B besteht aus der Komponente B plus geldster
Komponente A. Wieviel B oder A jeweils geldst werden kann sagt uns das Phasendiagramm. Die Phase L besteht
aus A und B in der jeweiligen Mixtur. Den denkbaren (und vorkommenden) Fall, dass A und B als FluRigkeiten
nicht, oder nicht vollstandig mischbar sind, betrachten wir hier nicht.

Wie all die nachfolgenden Phasendiagramme aus relativ simplen Betrachtungen des Verhaltens der freien Enthalpie
beim Mischen zweier Substanzen zustandekommen, ist in einem "Advanced" Modul noch etwas n&her ausgefiihrt.

’ Die eutektische Reaktion ist nur eine von vier Méglichkeiten, zwischen drei Phasen eine Umwandlungsbeziehung zu
haben. Wir betrachten zunéchst alle 4 Félle in einer Tabelle

Invariante . : Typisches Phasendiagramm
Reaktion Reaktionsgleichung (Ausschnitt)
L-x+pB
Eutektisch
1 Phase - 2 Phasen
L+B-vY
Peritektisch
2 Phasen - 1 Phase
@ ¥
Y- &+ B i LA
Eutektoid o
1 Phase - 2 Phasen B
A B
x+y-B
Peritektoid
2 Phasen - 1 Phase

Das war's. Mehr Méglichkeiten gibt es nicht fir Umwandlungen, die beim Abktihlen erfolgen

’ In allen vier Fallen stehen bei einer bestimmten Temperatur drei Phasen miteinander im Gleichgewicht. (Bei der
peritektoiden Reaktion darf jeder mal selbst versuchen, ob er sie findet; dabei kann man auch das komplette
Phasendiagramm zu Hilfe nehmen).
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Das sind nicht, wie man immer wieder versucht ist zu denken, die "Phasen"”,

die in den Flachen um den "Punkt" herum stehen; z.BL + o, L + B, x + B

. . ) . . . (v ?A/—( B
in der eutektischen Reaktion ganz oben. Denn das alles sind keine reinen

Phasen, sondern Mischphasen; bestehend aus zwei reinen Phasen.

Was in der eutektischen Reaktion bei der eutektischen Temperatur im QW
Gleichgewicht steht sind die Phasen links und rechts vom horizontalen

Strich und die "echte" Phase am "Punkt": L, & und B.

Deswegen haben alle diese invarianten Reaktionen im Phasendiagramm
einen horizontalen Strich - die beteiligten Phasen missen bei einer
Temperatur durch eine Linie verbunden sein, d.h. in Beziehung zueinander
stehen. Das ist nebenstehend fur die eutektische und peritektische Reaktion
hervorgehoben.

Peritektische Umwandlung

’ Was geschieht in den vier Féllen beim Abkuihlen? Das schauen wir uns fir einige Falle etwas ausfihrlicher an.

’ Im uns schon bekannten Fall des Eutektikums haben wir einen Liquidus, d.h. eine Schmelze, die genau die "richtige"
Zusammensetzung hat und bei (im Prinzip minimalster) Unterschreitung der eutektischen Temperatur komplett in eine
Mischphase aus o + B erstarrt.

Und nochmals: Dabei sind die reinen Phasen o« oder 3 aber bitte nicht mit den Ausgangsstoffen A oder B zu
verwechseln; sie sind viel mehr die méglichen Mischkristalle oder "solid solutions”, die bei der betrachten
Temperatur existieren (und die wir nicht mit "Mischphasen" verwechseln wollen!).

Wieviel o« und B dannn vorliegt, sagt uns das Hebelgesetz.
In anderen Worten: Die « - Phase ist die Zutat A (also eine bestimmte Atom- oder Molekulsorte), die eine

bestimmte Menge an B geldst hat. Das kdnnen nur einige ppm oder etliche Prozent sein - wieviel genau sagt das
Phasendiagramm, wenn man im reinen & Gebiet nachschaut. Fur die B Phase gilt entsprechend dasselbe.

’ Im uns neuen Fall des Peritektikums (das ist wie immer griechisch, und heif3t "das darum herum gebaute" ???) ist die
Sache ein wenig komplizierter:

In Worten haben wir jetzt: "FIURig" + "Fest 1" - "Fest 2" (statt: "FIURig" -~ "Fest 1" + "Fest 2").
Die schlichte Anderung der eutektische Reaktionsgleichung

L- o+ B

in die Form

L +a- B,

kann aber etwas irrefihrend sein (und eigentlich miiBte es jaauchL — o - B heiRen).

Um das zu sehen, muB man sich nur mal den Fall betrachten, dass die Mischkristallphasen o« und B fast reines A
oder B sind, d.h. die Ldslichkeit von A in B und andersherum ist praktisch = 0.

Eine Reaktionsgleichung der ArtL + o — P ware dann gleichbedeutend mitL + A - B - und das geht nicht!
L enthélt sowohl A als auch B; und man kann durch Zugabe von mehr A zu L schlicht und ergreifend nicht reines B
erzeugen.

’ Deswegen schreiben wir L + « - Yy und lassen zunachst mal offen was genau y sein soll.

Denn flr y ist vieles moglich. Aus L + o kann B entstehen - falls geniigend A in B l6slich ist.

Y kann aber auch eine Verbindung des Typs AxBy (mit noch geléstem A und/oder B sein), und schluBendlich kann
Y auch noch (etwas unprazise) fir eine Mischphase « + B stehen.
’ Was geschieht beim Abkuhlen eines Peritektikums? Bei der peritektischen Temperatur haben wir die die Phasen &, Y
und L ins Gleichgewicht zu setzen.

L+a \L Lip
<

y=oa+p B
A G C, B

’ Betrachten wir zunéchst die Zusammensetzung C1, d.h wir kilhlen ab entlang der roten Linie.
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Kurz oberhalb der peritektischen Temperatur enthalt die L + o« Mischphase feste o« Bréckchen mit einem relative
hohen A-Anteil (linker blau-roter Punkt), die in einer L-Phase schwimmen, die einen hohen B Anteil besitzt (rechter
blau-roter Punkt). Wie grof3 das Verhaltnis zwischen o und L genau ist, sagt uns das Hebelgesetz.

Kurz unterhalb der peritektischen Temperatur finden wir jetzt eine & + B Mischphase; unser y aus der peritektischen
Reaktionsgleichung.

Diese Mischphase bildet sich, indem die &« Brockchen wachsen oder schrumpfen, bis der « - Anteil stimmt fir das
was Y braucht; der Rest erstarrt zu . Beim weiteren Abkuihlen verschieben sich die relativen Anteile noch etwas,
das ist aber nicht anders als zuvor.

Falls wir beim Erstarren zu viel & haben, wird eine Anderung nur iiber Diffusionsprozesse maglich sein - und das
sind langsame Prozesse.

’ Spannender ist die Zusammensetzung Cp; hier geschieht die eigentliche peritektische Umwandlung.
Kurz oberhalb der peritektischen Temperatur haben wir die gleiche Zusammensetzung der L + « Mischphase wie
zuvor, nur die relativen Anteile sind anders - wir haben weniger .

Kurz unterhalb der peritektischen Temperatur finden wir jetzt aber eine neue Mischphase - bestehend aus L + B, in
der eine feste Phase B schwimmt. Die « Phase ist verschwunden!

’ Wie soll das geschehen? Es gibt nur eine Méglichkeit:
Die «-Phase kann nur verschwinden, indem sie sich in B umwandelt: Dazu muR A heraus- und B hineindiffundieren.
Um die sich umwandelnden - Brockchen wird sich gleichzeitig reines B bilden - und durch diese Schicht mu? A
und B dann hindurchdiffundieren.
Irgendwann erstarrt dann die restliche Schmelze mehr oder weniger dicht bei der richtigen B - Zusammensetzung.
’ Wie auch immer das im Einzelnen ablauft, die Rate der Umwandlung hangt an der Diffusion im festen Zustand - und das
ist ein langsamer Prozess wie wir im nachsten Kapitel lernen werden. Nur falls wir sehr lange knapp unterhalb der

peritektischen Temperatur warten, und dann sehr langsam abkuhlen, werden wir Uberhaupt den im Phasendiagramm
ausgewiesenen Gleichgewichtszustand erreichen.

Unter normalen Umstanden erwarten wir, dass noch Reste der « - Teilchen zu finden sind, die von einer Hiille aus
Uberzogen sein werden.

Ein solches Geflige ist dann der "Fingerabdruck" einer peritektischen Reaktion. Real sieht das beispielsweise im
Cu - Sn System so aus .

Eutektoide und Peritektoide Umwandlung

’ Der Rest ist verhaltnisméRig einfach

Ist einer der drei Partner keine FliRigkeit, sondern eine feste Phase, reden wir von eutektoider und peritektoider
Umwandlung, wie in der Ubersicht dargestellt.

Der Haupunterschied ist im wesentlichen, dass alle notwendigen Anderungen nur noch tiber Diffusion im festen
Zustand ablaufen kdnnen - Atome mussen durch die vorhandenen Kristalle wandern oder diffundieren, um die
notwendigen Anderungen der lokalen Konzentration zu bewerkstelligen.

’ Das sind grundséatzlich |an g s ame Prozesse, die mit abnehmender Temperatur exponentiell noch langsamer
werden.

Damit kdnnen wir grundséatzlich erwarten, dass die Abkuhlgeschwindigkeit eine groRe Rolle spielt; und dal’ beim
"Anlassen”, d.h. wieder erhitzen, noch so manches passieren kann.

Denn das Phasendiagramm gibt grundsatzlich immer nur die Gleichgewichtstruktur an, und Gleichgewicht erreicht
man bei langsamen Prozessen nur, indem mam sehr lange wartet. Beim Wiedererwéarmen laufen dann die durch zu
schnelles Abkuhlen vorzeitig "eingefrorenen” Diffusionsprozesse weiter, und das Gefiige andert sich.

’ Eutektoide und peritektoide Reaktionen sind keine Kuriositdt am Rande, sondern in der Praxis sehr wichtig.
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Stahl - d.h. Fe mit 0.1 % - ca. 1,5 % C "lebt" von einer eutektoiden Reaktion. Sie ist zentral fir die gesamte
Stahltechnologie. Nur deshalb kann man soviele verschiedene Stahlsorten durch alle Arten von Abkihl- und
AnlaBprozesse erzeugen.

’ Wir sehen: Peritektische, peritektoide und eutektoide Reaktionen nur fur Gleichgewicht zu diskutieren ist nicht sehr
sinnvoll. Ihre Existenz ist viel mehr der Schlussel zu einem Grof3teil der "Gefiigemanipulationstechnologie”, d.h. zu
einem essentiellen Teil der Materialwissenschaft und -technik

Wir werden uns also erst der Kinetik, der Lehre vom Weg ins Gleichgewicht zu widmen haben, bevor wir
Phasendiagramme richtig nutzen kénnen.
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5.6 Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 5: Thermodynamisches Gleichgewicht

’ Ein Teilchen, oder auch ein ganzes System von
Teilchen, befindet sich im Gleichgewicht, falls sich
"nichts" mehr andert.

Bei einem klassischen "System" aus nur
einem Teilchen ("Massenpunkt") herrscht
Gleichgewicht, falls sich das Teilchen im
Minimum der potentiellen Energie befindet
und jede Bewegung durch Reibung beendet
ist.

"Treibende Kraft" in Richtung Gleichgewicht
ist dabei die Minimierung der Energie.

’ Systeme vieler miteinander wechselwirkender
mikroskopischer Teilchen miissen durch
geeignete makroskopische (meRbare) GréRen
oder Zustandsvariablen beschrieben werden, die
das System hinreichend charakterisieren.

Im umfassenden thermodynamischen
Gleichgewicht andern sich diese
Zustandsvariablen nicht mehr.

Treibende Kraft in Richtung Gleichgewicht ist
nicht nur die Minimierung der Energie,
sondern auch die Maximierung von
"Unordnung".

’ Thermisches Gleichgewicht bedingt dieselbe
Temperatur T, mechanisches Gleichgewicht
denselben Druck p Gberall im System.

’ Chemisches Gleichgewicht bedeutet, dass sich
die Teilchenzahlen nj nicht mehr &ndern.

Beispiele:

* Zwei Gase mischen sich bis die
(mittlere) Teilchenzahl tberall dieselbe
ist.

* Salz I6st sich in Wasser - bis
"Sattigung”, d.h. chemisches
Gleichgewicht erreicht ist. Die Zahl der
geldsten lonen andert sich nicht mehr.

Ein "Teilchen" kann dabei vielerlei sein, z.B.
ein Atom, lon oder Molekiil; aber auch ein
Elektron, Photonen, Phonon, Defektelektron
(= "Loch"), usw.

’ Der Begriff chemisches Gleichgewicht ist deshalb
etwas mif3deutig; besser ware
"Teilchenzahlgleichgewicht".

’ Was wir brauchen ist ein thermodynamisches
Potential F = F(Zustandsvariablen) in Analogie
zum rein mechanischen Potential.

Thermodynamisches Gleichgewicht liegt dann
vor, falls F ein Minimum hat

Zustandsvariable sind beispielsweise:

e Temperatur
e Druck
e Teilchenzahl

Mechanisches und
thermisches und chemisches Gleichgewicht

= thermodynamisches Gleichgewicht

Hehicb o T

A He AroHe
im GG ian GG im GG

Gleichgewichtsbedingung fur thermodynamisches
Gleichgewicht:

oF oF oF
AF = — . Ang + — -Ano + — - An3 + ..... =
ong onz on2
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¥ Das Gleichgewicht in einem Systeme vieler
Teilchen ist ein dynamisches Gleichgewicht.

) Nur makroskopisch andert sich nichts,
mikroskopisch kann es trotzdem grof3e
Anderungen geben, die sich aber (im Mittel)
exakt kompensieren.

) Beispiele:

» Salzauflosung: Zahl der Na* lonen die
in Loésung gehen = Zahl der Na* lonen,
die sich am Kristall binden.

* Girokonto: Abhebungen =
Einzahlungen.

e Strom: Elektronenfluf® nach rechts =
Elektronenflul? nach links.

’ Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik ist der
Energieerhaltungssatz inklusive der Warme Q als du = dQ — dW
Energieform.

 In differentieller Form besagt er, dass die
Anderung der inneren Energie U des
betrachteten Systems gleich ist der
(differentiellen) zugefuhrten Warme Q
abzuglich der nach auf3en geleisteten
(differentiellen) Arbeit W.

’ Atomistisch betrachtet bestehen alle Systeme aus

v b i
Teilchen; thermodynamische Parameter oder ;WJWWTW?

Zustandsvariable wie Druck und Temperatur

entstehen aus statistischen Betrachtungen von
Teilcheneigenschaften. ﬁ.ﬂ.ﬁ,xfmwmé%w

. Die innere Energie ist nichts weiter als die in i’w‘*’i”m“’%_w'w"‘&

den energetischen Freiheitsgraden f

residierende kinetische und potentielle p Q’/@
Energie.
jg&,.‘ e

=
. Freiheitsgrade fur kinetische Energie sind z.B. Q Hlocé{
die Translation, Vibrationen, Rotationen. ‘IL\_O @:;f"
Gl © ?ﬁ)

¥ Die Fundamentalformel, die die Temperatur T auf
ein Maf fur die innere Energie U zurickfihrt lautet: U=%-f. kT

’ Fuhrt man bei konstantem Druck nur Warme dQ
zu, wird trotzdem Arbeit durch die dw = p -dVv

Volumenausdehnung dV geleistet.

’ Da bei Festkorpern i.d.R. die Bedingung

konstanter Druck vorliegt, und die Effekte der Hi=U+p-V

Warmeausdehnug meist nicht interessieren, fihrt
man als Mal fir die innere Energie eine neue
Grole ein, die Enthalpie H.

) Damit gilt sehr einfach dH = dQ.
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’ Eine erste sehr weitreichende Konsequenz ergibt

sich fur die spezifischen Warmen c aller 1 du
Materialien. cy = — . —
Insbesondere fiir Festkérper / Kristalle muRd M dT
gelten, dass sie alle dieselbe konstante
molare spezifische Warme R (=Gaskonstante) 1 dH
haben mussen. -
Cp = .
Experimentell ist das nur fur "hohe" M dT

Temperaturen erfillt. Dieses, in der
klassischen Physik unlésbare Dilemma, wird

CKri =c = %:-6-R =3R
erst durch die Quantentheorie beseitigt. Krist, mol p. mol

Der 1. Hauptsatz verlangt nur die Erhaltung der
Energie, d.h. verbietet ein Perpetuum mobile 1.
Art.

Er verbietet aber z.B. nicht, dass Arbeit nach
aul3en geleistet wird, indem sich das System
abkihlt (—dQ); d.h. erlaubt ein Perpetuum
mobile 2. Art.

Das ist nicht in Einklang mit dem Experiment -
wir brauchen einen 2. Haupsatz, der ein
Perpetuum mobile 2. Art ausschlief3t.

Naturgesetz: Von allen nach dem 1. Hauptsatz
erlaubten Makrozusténden sind im F=U-T-S8
thermodynamischen Gleichgewicht immer nur die
"unordentlichsten” realisiert.

Als quantitatives Mal3 fur die Unordnung in G=H-T-S

einem System wird die Entropie S definiert.

Naturgesetz: Mit zunehmender Temperatur
nimmt die Unordnung und damit S zu.

’ Die beiden "Naturgesetze" lasssen sich durch die
Definition von thermodynamischen Potentialen
zusammenfassen und quantifizieren.
Gleichgewicht liegt vor, falls das passende
Potential ein Minimum hat.

Die freie Energie F beschreibt den Fall
konstanten Volumens.

Die freie Enthapie G beschreibt den Fall
konstanten Drucks und ist dshalb fur
Festkorper wichtig.

’ Fur spontan (= in Richtung Gleichgewicht vorwarts
in der Zeit) ablaufende Vorgange gilt: dGm;, T,.) =

Im Gleichgewicht ist dG = 0. 0G 0G
> — -dnj + — -dT +...<0
Dies ist die einzige Grundgleichung der i on oT
Physik, die eine Richtung der Zeit enthalt! !

Fast immer gelten gleichzeitig Nebenbedingungen,
die beriicksichtigt werden miissen. NaCl & Nat +CI-

Beispiel: Die Auflésung von Salz in Wasser
hat als Nebenbedingung eine Verknipfung der dnNnacl = — dnna = — dng
Zahl an Na*, CI~ und NacCl Teilchen.
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’ Die partielle Ableitung 0G/ dnj eines
thermodyamischen Potentials nach einer
Teilchenzahl heil3t das chemische Potential pj des
betreffenden Teilchens Nr. i.

Die Gleichgewichtsbedingung mit Hilfe eines
thermodynamischen Potentials erlaubt sofort
ein tiefes Verstandnis von
temperaturgetriebenen Vorgéangen (z,.B.
Gefrieren / Schmelzen); auch schon ohne
quantitative Defintion der Entropie.

’ Die Entropie eines Makrozustandes kann dann als
Wabhrscheinlichkeit des Vorliegens dieses
Makrozustands angesehen bzw. sogar definiert
werden.

Zur Berechnung der Entropie S missen wir
"nur" die Zahl der der mdéglichen
Mikrozustande pj wissen, mit denen sich der
Makrozustand Nr. i realisieren laRt.

Beispiel: n Leerstellen in Kristall mit N Atomen
definiert Makrozustand. Zahl
Anordnungsmaoglichkeiten = Zahl
Mikrozustéande.

’ Die Entropie ist dann durch die nebenstehende
"Boltzmannformel” definiert.

Man kann statt pj auch dieWahrscheinlichkeit
wj = pi/ Zpj

eines Zustandes nehmen, das verschiebt
jedoch nur den unbestimmten Nullpunkt der
Skala.

’ Ein Phasendiagramm gibt fiir jeden Punkt im
Temperatur - Zusammensetzungsdiagramm an,
welche Phase oder Phasen im Gleichgewicht
vorliegen

Zwischen der Zahl der Komponenten C (hier
Pb und Sn), die Zahl der Phasen P die
vorliegen, und der Zahl F der Freiheitsgrade
(hier Temperatur und Komposition) die maglich
sind besteht eine fundamentale Beziehung, die
Gibbsche Phasenregel

F=C-P+1

Fir ein binares Phasendiagramm (d.h. C = 2)
und zwei Freiheitsgrade f = 2 gibt es dann nur
eine mogliche Phase.

’ Zwei-Phasen Gebiete oder Mischphasen im
Phasendiagramm bestehen deshalb immer aus
Phasen fester Komposition: o + 3, L + «, oder L +

B)-

Die beiden Kompositionen ergeben sich aus
den Schnittpunkten der Isotherme mit den das
Mischphasengebiet begrenzenden Linien.

Der jeweilige Anteil fi und fg der beiden
Phasen ergibt sich aus dem Hebelgesetz

0G
— = Yj = chem. Potential
onj
¥ 108 ot
BODCODO
Makrozustand Makrozustand
"geordneter Kristall" "ungeordneter Kristall"
p=1 p = sehr grol3
S = k-In pj
Phasendiagramm
o 300 ﬁhq — ! —
DS \ L [(liquid)
g Ph Lol w
§_200 Eu)_d__\ 22 D> LB s
2 Teu -~ E ]
S
/
100 7 P

N |

0 20 40 60 St 80 100

Pb Atom-% Sn Sn
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fa Cco—cCL

fL Cx—Co

’ Phasendiagramme erhalt man durch Vergleich der
freien Enthalpien moglicher konkurrierende
Phasen.

Qualitativ relativ einfach, quantitativ aber
schwer.
Unmittelbare Konsequenz: Es gibt keine
einfachen Phasendiagramme - Mischphasen
sind haufig.
Bei Eutektika gibt es einen Punkt (T, C, d.h. f =
0), in dem drei Phasen (L = flussig + feste o und
B) im Gleichgewicht stehen
Im obersten Bild gibt der Punkt "E" die
eutektische Komposition, die waagrechte Linie
die eutektische Temperatur.

Die zugehdrige invariante Reaktion (invariant =
keineFreiheitsgrade) lautet

L - ax+9p

Liquid

b

N1

Weiter invariante Reaktionen fiihren zu
peritektischen, eutektoiden und peritektoiden
Typen von Phasendiagrammen.

’ Bei gegebener Komposition und Phasendiagramm
lassen sich weitreichende Schlisse auf das zu
erwartende Geflige ziehen.

Insbesondere wird unmittelbar klar, dal® eine
homogene einphasige Schmelze nach dem
Erstarren i.a. keine homogene
Zusammensetzung mehr haben wird.

Beginn

Ende

Ausnahme: Invariante Reaktion, d.h.
eutektische Komposition.
Bei vermeintlich einfachen Techniken wie Giel3en,
SchweilRen oder Kristallziehen, laufen in Wahrheit
komplexe Vorgange ab.
Die unmittlbare Anwendungen dieser Verfahren
ist oft nicht moglich oder bedarf erheblicher
"Tricks".

Fragebogen
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Alles fliel3t

Archimedes

6. Kinetik

6.1 Reaktionsraten

6.1.1 Allgemeine Bemerkungen

’ Im vorhergehenden Kapitel haben wir uns ausfuhrlich mit dem thermodynamischen Gleichgewicht beschéftigt, dem
finalen Zustand den alle Systeme anstreben; sei es ein einzelnes Atom (ein System aus wenigen Nukleonen,
Elektronen und Feldern) oder das gesamte Universum (ein System aus ca. 1080 Teilchen in sehr vielen verschachtelten
Untersystemen).

Gottseidank ist das Universum, das Solarsystem, die Erde und jede Person die das hier liest, sehr weit weg vom
Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts - alles flief3t, wie ein alter Grieche vor langer Zeit behauptet hat.

Denn sonst wirde nichts mehr geschehen; im absoluten GG andert sich nichts mehr. Alle zeitlichen Ableitungen
relevanter Grof3en sind = 0.

Das thermodynamische Gleichgewicht kann man damit als das finale Ziel eines Systems betrachten.
’ Ein System, das sich nicht im thermodynamischen Gleichgewicht befindet, hat die Tendenz, sich ins Gleichgewicht zu
begeben.

Dazu muf3 es sich "bewegen”, zeitliche Ableitungen seiner Zustandsfunktionen missen = 0 sein. In der Mechanik
braucht man dazu Kréfte - und auch in der Thermodynamik sprechen wir von verallgemeinerten Kréaften, die das
System in einen anderen Zustand treiben" - z.B. in Richtung Gleichgewicht.

Die treibenden Krafte in Richtung Gleichgewicht sind die partiellen Ableitungen des passenden
thermodynamischen Potentials. Der Tendenz, sich ins Gleichgewicht zu begeben, kdnnen aber (nochmals:
gottseidank) diverse Einflu3faktoren entgegenwirken. Man kann sie in zwei Klassen einteilen:

’ 1. Das System ist offen, es tauscht Energie (und Entropie) mit der Umgebung aus.

Dann kann es seine Entropie konstant halten oder sogar verringern (auf Kosten einer Entropiesteigerung woanders).
Das gilt insbesondere auch fiir biologische Systeme. Ohne Energiezufuhr (im wesentlichen bendétigt zur
Entropieerniedrigung, weniger zur Temperaturregelung und Arbeitsverrichtung), betritt man unweigerlich der Weg in
Richtung Gleichgewicht, auch Tod genannt.

Allgemeiner gesagt: Etwas flie3t durch das System - Teilchen, Energie, elektrischer Strom, Entropie, ...; was auch
immer. Jedenfalls sind wir nicht im Gleichgewicht solange die Bilanz ("rein" minus "raus") nicht = 0 ist.
’ 2. Das System ist zwar von der Umwelt weitgehend isoliert (z.B. nur durch eine gemeinsame Temperatur gekoppelt),
befindet sich aber in einem metastabilen Gleichgewicht.

Das System sitzt also in einem Nebenminimum des jeweiligen thermodynamischen Potentials; aus diesem
Nebenminimum wird es nur langsam oder gar nicht herausfinden.

Hier werden wir hauptsachlich diesen Fall behandeln.

’ Die Thermodynamik als Fundamentalwissenschaft kann eigentlich nur Aussagen tber Gleichgewichte machen. Fir
Systeme weit weg vom thermodynamischen Gleichgewicht, sind andere, weit weniger gut verstandene Theoriegebaude
zustandig, bekannt unter Bezeichnungen wie Synergetik, Chaostheorie, Nichtgleichgewichtsthermodymanik oder
Theorie kritischer Phanomene.

’ Fur Systeme, die aber nicht so ganz weit weg vom Gleichgewicht sind, kann die herkbmmliche Thermodynamik erganzt
werden durch die Kinetik, die Lehre vom Weg ins Gleichgewicht.
Typische Beispiele fur kinetische Aufgabenstellungen findet man in allen Phasendiagrammen. Der Weg von einem
Gleichgewichtszustand zu einem anderen - z.B. durch Andern der Temperatur - bedingt kinetische Phanomene, es
muf3 sich im Laufe der Zeit etwas andern.
’ Bleiben wir bei diesem Beispiel! In anderen Worten; Wir betrachten wieder mal ausschlie3lich feste Kérper,
Uberwiegend in der Form von Kristallen.
Nichtgleichgewicht kann dann bedeuten, dass zum Beispiel ein Temperaturgradient vorliegt - der Korper ist beim
Abkuhlen auf3en Kalter als innen.

Das ist aber nicht so spannend, wie ein chemisches Nichtgleichgewicht, d.h. es liegen nicht die Phasen vor, die
das Phasendiagramm verlangt. Oder wir haben zuviele Defekte, zum, Beispiel Leerstellen.

’ Damit sich Gleichgewicht einstellen kann, muss zunachst mal eine einzige Bedingungen erfullt sein:

Die Atome des Kristall missen sich bewegen kénnen; wir brauchen das Phanomen der Diffusion, das wir schon
mal kurz angesprochen haben.
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Atome mussen im Kristall "herumhipfen" kénnen, sonst kdnnen sich keinen neuen Phasen bilden oder sonstige
strukturelle Anderungen erfolgen.

Das ist eigentlich trivial - wir haben die beiden wesentlichen Diffusionsmechanismen ja schon kurz behandelt. Hier
wollen wir das Ganze jetzt sehr viel genauer untersuchen.

’ Bewegung von Atomen findet eben auch in Systemen statt, die schon im thermischen Gleichgewicht sind. Machen wir
dazu einen Gedankenversuch:

Wir nehmen einem Kristall mit der fiir Gleichgewicht genau richtigen Zahl von
Leerstellen und Zwischengitteratomen; er sei im Gleichgewicht, d.h. es &ndert O Owov
sich weder die Zahl der atomaren Fehlstellen, noch ihre maximal unordentliche O O O
Das schliel3t aber nicht aus, dass sich die einzelnen Defekte bewegen, dass ?

sie diffundieren. Wir haben uns das schon mal vom Prinzip her angeschaut; hier O

(= statistische) Verteilung.
ist nochmals eines der damals verwendeten Bilder. O QOOO

Wenn in unserem einem Gedankenexperiment jedes Zwischengitteratom oder O
jede Leerstelle auf einen beliebigen Nachbarplatz springt, hat sich weder ihre O ‘,@.
Zahl, noch die statistische Verteilung geandert; die freie Enthalpie des ganzen OK\O

Kristalls - des Systems - bleibt unverandert im Minimum.

’ Falls wir nun die Temperatur erniedrigen, muf3 jetzt fir Gleichgewicht die
Konzentrationen der atomaren Fehlstellen fallen. Da sie sich nicht einfach auflésen
kdnnen, kann das nur geschehen, indem sie an "grof3eren” Defekten wie
Korngrenzen oder Versetzungen absorbiert werden, oder sich zusammenballen, d.h.
eine Ausscheidung bilden.

Und dazu dirfen sie sich nicht nur bewegen, sondern wie oben schon
festgehalten, sie miussen es tun!

Das Herumhupfen von atomaren Defekten im Gitter ist aber immer derselbe
Elementarprozel - ein Zwischengitteratom "weil3" nicht, ob sein Kristall im
Gleichgewicht ist oder nicht; es hipft einfach so durchs Gitter wie es seine
lokalen Bedingungen erlauben. Trifft es dabei zufélling auf eine Korngrenze etc,.
bleibt es hangen und verschwindet. Damit wird sich die Konzentration allméahlich
abbauen.

’ Nun mufte sich eine wichtige Frage aufdrangen: Exakt dasselbe wird ja auch im Geichgewicht geschehen! Die
Konzentration der atomaren Defekte baut sich ab, falls sie im Gitter herumhupfen. Wie kann dann Gleichgewicht , d.h.
konstante Konzentration aufrecht erhalten werden?

Exakt so wie beim Girokonto, aus dem immer ein gewisser Betrag pro Zeiteinheit abgehoben wird. Wir haben immer
ein dynamisches Gleichgewicht - was geschieht ist, dass genau so viele atomare Defekte pro Zeiteinheit erzeugt
werden, wie verschwinden.

Wer jetzt schon etwas genauer wissen will, wie die Erzeugung und Vernichtung von z.B. Leerstellen in realen
Materialien wirklich geschieht, betéatigt den Link.

’ Im folgenden werden wir uns praktisch nur mit diesem einem Elementarprozel3, dem Platzwechsel von Leerstellen,
Zwischengitteratomen oder anderen Teilchen beschéaftigen. Das sieht zwar zunachst nach einer grof3en Einschrankung
der Gesamtthematik aus, wird aber doch unverhofft weit fiihren.
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6.1.2 Energiebarrieren und ihre Uberwindung

Energiebarrieren und Sprungwahrscheinlichkeit

’ Betrachten wir, ankniipfend an die vorausgegangene Erorterung, jetzt die Situation eines Teilchens in einem Kiristall, das
aber zu einem System vieler Teilchen gehort.

Alle Teilchen sind identisch, was eines macht, machen auch alle anderen. Im Mittel natirlich, immer nur im Mittel.

’ Die folgende Graphik zeigt den Verlauf der Energie (genauer: Enthalpie) fur dasjenige Atom, dessen Sprung in die
Leerstelle wir betrachten; in der Graphik ist es blau markiert.

Gitterrichtung

Das jeweilige Energieminimum entspricht dem Gleichgewichtsplatz im Gitter; das Maximum der Energiebarriere
korrespondiert mit der gezeigten Konfiguration, in dem das springende Atom eine energetische Sattelpunktslage
hat (in zwei Richtungen geht es energetisch bergab; in die dazu senkrechten Richtungen bergauf, topologisch
entspricht das einem Sattel)

Fur irgendein anderes Atom, das eine Leerstelle als Nachbar hat, sieht die Lage exakt identisch aus. Alle
Nachbaratome zu irgendeiner Leerstelle sitzen energetisch im Niveau Ej.

’ Wie lange wird man im Mittel warten missen, bis das Bezugsatom in die Leerstelle hiipft? Nennen wir diese mittlere
Zeit T, dann kénnen wir eine mittlere Sprungfrequenz oder Sprungrate r = 1/ definieren, die angibt, wie oft die
Leerstelle pro Sekunde einen Sprung durchfihrt.

Denn fiir die Spriinge der Leerstelle ist es gleichgultig, welches der Nachbaratome springt. Wenn eines davon (im
Mittel) 0,1 Sekunden braucht, werden jedenfalls (im Mittel) 10 Atome pro Sekunde in die Leerstelle springen - und
damit macht die Leerstelle (im Mittel) 10 Spriinge.

Wir kdnnen die Sprungrate und das Energiediagramm deshalb auch auf die Leerstellen beziehen und sagen die
Leerstelle "hupft" Gber die Energiebarriere. Das ist letztlich einfacher, da wir dann die Bewegung einer Leerstelle
verfolgen, statt das Gehiipfe vieler Atome.

’ Wie grof3 ist die (mittlere) Sprungrate r der Leerstelle? Und zukiinftig werden wir uns das "im Mittel" ersparen, wir
wissen, was gemeint ist!

Wenn alle Atome auf ihren Gitterplatzen stillsitzen, wird r = 0 sein mussen. Das passiert aber nur bei T =~ 0K; denn
bei endlichen Temperaturen sitzen die Atome ja nicht still, sondern schwingen in ihrem Potentialtopf um ihre
Gleichgewichtslage. Ihre mittlere Energie ist ja gerade ein MaR fiir die Temperatur, es qilt

E =—. f kT

’ Die Energie eines Atoms (oder der Leerstelle) fluktuiert aber um den Mittelwert herum- mal ist sie gréRer, mal kleiner.

Gelegentlich kann damit vorkommen, dass ein Atom soviel Energie zur Verfligung haben wird, dal3 es die
Energiebarriere Uberwinden kann.
Mit zunehmender Temperatur und damit mittlerer Energie, steigt erkennbar die Wahrscheinlichkeit, dal3 ein Sprung
durchgefuhrt wird. (Mit zunehmendem mittlerem Einkommen vieler steigt die Wahrscheinlichkeit, dass mal einer
eine Million hat).
’ Im Potentialbild lie3 sich das leicht illustrieren. Das Atom schwingt um die Ruhelage, d. h. es lauft mit seiner
Schwingungsfrequenz v gegen die Energiebarriere an. Je nach momentaner Energie in der Schwingung (mit dem
Mittelwert 3/2 kT), kommt es mehr oder weniger weit hoch.

Wenn es dabei zuféllig mal eine Energie > AE hat, wird es einen Sprung durchfthren.

Damit kdnnen wir flr die Sprungrate r folgende ganz allgemeine Beziehung aufschreiben:
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Sprungrate r = Zahl der Anlaufe v - Wahrscheinlichkeit p(AE) fir E > AE
oder

r = v -p(AE)

Mit v = mittlere Schwingungsfrequenz der Atome, p(AE) = Wahrscheinlichkeit fir E > AE.

’ Die Schwingungsfrequenz v ist uns im Prinzip bekannt, sie kann fir ein bekanntes Bindungspotential errechnet werden.
Als Faustregel kann (oder besser mul3) man sich merken

v ~ 1018 Hz

Was noch fehlt, ist die Wahrscheinlichkeit p = p(AE) fir das Vorhandensein der richtigen Energie.

’ Die richtige Formel fiir p(AE) stammt wie schon die Entropieformel von Ludwig Boltzmann. Wir leiten sie nicht her,
sondern postulieren einfach:

AE
p(AE) = exp— —
kT
’ Die Sprungrate r eines Teilchens wird damit
Em
r=v-exp— —
KT

Dabei haben wir fur die Energiebarrierenhéhe AE gleich den gebrauchlichen Ausdruck Ep = Wanderungs- oder
Migrationsenergie verwendet. Der Index "V" taucht nicht mehr auf, denn offensichtlich gilt die Betrachtung nicht nur
fur Leerstellen, sonder auch fiir Zwischengitteratome oder alles was sonst noch in atomaren Dimensionen
"statistisch" herumhupft.

’ Alle Prozesse, die dieser Formel gehorchen, nennen wir "thermisch aktivierte Prozesse"

Das Grundprinzip ist immer dasselbe: Vorhandene fluktuierende thermische Energie kann mit einer bestimmten,
durch die Formel gegebenen Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Wert zu einer bestimmten Zeit an einem
bestimmten Ort annehmen.

Dadurch kann mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit ein bestimmter Prozef aktiviert werden.

Liest sich bestimmt bldd, aber die Formel ist derart allgemein, dass man sie halt nur in allgemein gehaltener
Sprache beschreiben kann.

Boltzmannverteilung

Diese Formel kommt uns bekannt vor; sie war der wesentliche Term bei der Konzentration von Leerstellen im
thermischen Gleichgewicht mit AE = HF(V) = Bildungsenthalpie der Leerstelle. (Wir werden gleich sehen warum).
Wir postulieren diese Formel hier ohne weitere Begriindung, sie lat sich nur im Rahmen der statistischen
Thermodynamik sauber herleiten. Im Hyperskript "Einfiihrung in die Materialwissenschaft 11" werden wir aber auf die
Herleitung noch etwas naher eingehen.

’ Wir kdnnen jetzt sofort einige Verallgemeinerungen vornehmen und weitreichende Folgerungen ableiten.

Dazu schauen wir uns den Fall an, dass die Energieminima links und rechts der Barriere verschieden tief sind. Das
sieht dann etwa so aus:
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Dl‘r

’ Die Teilchen werden im Beipiel oben mit einer bestimmten Rate Uber die Energiebarriere springen, wir verallgemeinern
das jetzt ein wenig zu der Sprungrate R fiir eine gegebene Zahl N an Teilchen und erhalten die Gleichung

E
R=N:-r=A-exp——
kT

R sagt uns also, wieviel Teilchen aus den N vorliegenden pro Sekunde tber die Energiebarriere hipfen.

Der Vorfaktor A enthalt damit die Zahl der Teilchen, die gegen die Energiebarriere anlaufen sowie die

Anlauffrequenz, d.h. A = N - v. Aber vielleicht auch, um ganz allgemein zu bleiben, noch andere, mit der Natur der
Reaktion zusammenhangende konstante Parameter, die wir jetzt noch nicht kennen.

Der Exponentialterm enthélt eine ganz universelle Abhangigkeit von der Energie und der Temperatur. Er hat einen
eigenen Namen und heif3t Boltzmannfaktor.

’ Wir betrachten nun einen Fall, in dem alle Teilchen zu Beginn des "Experiments” im Minimum bei E; sitzen. Das
System ist dann sicher nicht im Gleichgewicht. Was wird geschehen?

Das sieht nun verlockend einfach aus: Alle Teilchen bei der héheren Energie E1 springen friiher oder spater tber die
Energiebarriere, irgendwann sind alle bei der kleineren Energie Ez und damit im Minimum der Energie.

Fein. Aber Teilchen sind dumm, sie wissen nicht, dass sie "eigentlich” im Minimum bei E glucklich und zufrieden
sein sollten, sondern tun was sie immer tun: Sie rennen gegen Energiebarrieren an - und zwar gegen alle
Energiebarrieren, auch die in energetisch "falscher" Richtung.

’ Unsere Sprungratengleichung gibt uns aber nicht nur die Sprungrate R1—2 von E1 nach E2, sondern auch die Sprungrate
Ro_1 von E2 nach Ej.

Das thermodynamischem Gleichgewicht das wir jetzt suchen, wird ein dynamisches Gleichgewicht sein mussen,
bei dem keine Nettoreaktion mehr stattfindet. Insbesondere dirfen sich dann die Teilchenzahlen in den beiden
Energieniveaus nicht mehr &ndern.

Das ist offenbar dann, und nur dann der Fall, wenn die beiden Sprungraten gleichgrof3 sind, weil dann genau so viele

Teilchen in ein Energieniveau hinein- wie heraushipfen. Der "Kontostand”, d.h. die Teilchenzahl des Energieniveaus,
andert sich dann nicht mehr.

’ Das l&Rt sich nun leicht als Gleichung hinschreiben.
Die Wahrscheinlichkeit p1—2 eines Sprungs von E; nach E» ist durch den Boltzmannfaktor gegeben zu p1— =

exp—(AE/KT), die Wahrscheinlichkeit pp—; fur einen Sprung zuriick, von E2 nach Ej, ist po—1 = exp—[(E1 —E2 +
AE)/KT].

Denn die Hohe der Energiebarriere E>—3 im zweiten Fall ist nach obigem Bild offenbar

Eo1 = E1 — E2 + AE

’ Die Gleichheit der Reaktionsraten erfordert nun

R1-—2 A1 exp—[AE]/KT A1 Ei1-E2
— =1= . = exp———
Ro_1 Ao_1 exp—[E1 — E2 + AE]/KT Ao_1 kT

Die Energiebarriere AE fallt heraus, und da die Energiedifferenz E1 — E2 ein fester Parameter ist, macht die
Gleichung eine Aussage Uber die notwendige Grol3e der Vorfaktoren A im Gleichgewicht.
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’ Die Vorfaktoren A1_2 und A2_1 sind nun im einfachsten Fall die Produkte der Teilchenzahlen N1 bei E1 bzw. N2 bei E2
mal der Anlauffrequenz vy, 2.

Da Vi = V2 sein wird, erhalten wir eine Beziehung zwischen den Teilchenzahlen N1 und N2 im Gleichgewicht.

Mit A1,2 = v - N1 2 erhalten wir eine der wichtigsten Gleichungen der Materialwissenschaft

N1 E1—-E2
— = exp -
N2 kT

’ Das ist ein etwas Uberraschendes und ungeheuer wichtiges Ergebnis, da AE, die Héhe der Energiebarriere zwischen E1
und E2 gar nicht mehr vorkommt! Die Formel sagt im Klartext:

Im thermodynamischen Gleichgewicht ist die Zahl an Teilchen N1 und N2, die zwei miteinander
"korrespondierende" Energieniveaus E1 und E2 besetzen, nur durch den Boltzmannfaktor der Energiedifferenz E1 —
E2 gegeben.

(Vorzeichen immer so, daf3 bei der hoheren Energie weniger Teilchen "sitzen").

Das bedeutet, dass die Hohe der Energiebarriere AE zwischen den Niveaus fur das Gleichgewicht belanglos ist.
Eine hohe Barriere bedeutet nur, daf3 es langer dauert, bis die Gleichgewichtsverteilung erreicht ist.

In anderen Worten: Der Weg ins Gleichgewicht; wie man da hin kommt und wie lange es ggf. dauert, ist fir den
Gleichgewichtszustand selbst egal.

’ Dies ist nicht im Widerspruch zu obiger Aussage, dal® ausschlief3lich die Héhe der Energiebarriere, in unserem Beispiel
AE, fur die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs entscheidend ist. Nochmals:

Die Differenz der Energien entscheidet tUber die Besetzung, Uber die im zeitlichen Mittel konstanten Teilchenzahlen
bei den Energieniveaus im Gleichgewicht.

Die Hohe der Energiebarriere entscheidet tber die Zeitdauer, die bendtigt wird um Gleichgewicht zu erreichen.

’ Die Erweiterung auf mehr als zwei Niveaus ist einfach. Obige Beziehung gilt fir jede Kombination zweier
Energieniveaus.

Graphisch sieht das dann so aus:

Auf jedem Energieniveau sitzen im Gleichgewicht gerade so viel Teilchen wie 4
es der Boltzmannfaktor (bezogen auf die Energie des Grundniveaus) vorgibt.

Gleichzeitig ist nattrlich immer die Nebenbedingung zu erfiillen, dass 2N;j =
N, d.h. dass die Summe der Teilchen auf allen Energieniveaus gleich der
Gesamtzahl N sein muf3.

Falls das Grundniveau Eg deutlich tiefer liegt als das erste hohere Niveau E1
(Genauer: Falls E1 — Eg >> KkT) durfen wir in guter Naherung Ng = N setzen, Grunduivean
d.h. wir haben nur wenige Teilchen auf hdheren Niveaus.

Dieser Fall ist die Regel, wir unterstellen ihn jetzt immer automatisch. (Falls

wir das nicht tun, wird's etwas schwieriger; Neugierige kbnnen den Link
betatigen

Die nebenstehende Zeichnung zeigt das naturlich nicht, sonst ware nichts
mehr zu sehen!

-1 Boltzmannfaltor

E - Niveaus

Besetzungszahl

=

’ Wir kommen zum Schluf3, dalR unter Verwendung der Boltzmannformel fiir die Sprungwahrscheinlichkeiten, im
thermodynamischen Gleichgewicht auch Zustdnde mit hdheren Energien als die kleinstmdgliche Energie des Systems
mit einigen Teilchen besetzt sind.

Das ist auch nicht verwunderlich, denn thermodynamisches Gleichgewicht erfordert die Minimierung der freien
Enthalpie des Systems, nicht die Minimierung der Energie der einzelnen Teilchen.

Waren alle Teilchen bei der tiefstmoglichen Energie (besser Enthalpie) des Systems, ware die Entropie zu klein,
denn es gibt nur eine Méglichkeit um alle (ununterscheidbaren) Teilchen energetisch anzuordnen.

’ Aus dem Boltzmannfaktor laRt sich damit eine (flir unserer Zwecke) simple Verteilungsformel fir die Verteilung von
Teilchen auf verschiedene Energiezustande angeben, die sogenannte Boltzmannverteilung:

Sie sagt in Worten:
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Falls ein thermodynamisches System verschiedene angeregte
Energiezustande E;
relativ zum Grundzustand Eg hat (mit Eg = Zustand mit der kleinsten
Energie := 0), dann ist im thermodynamischen Gleichgewicht
die Zahl der Teilchen Nj bei der Energie E;j
(naherungsweise) gegeben durch

Ni = No-exp—-———
kT

Man kann diese Formel gar nicht genug hervorheben; sie ist absolut zentral fiir nahezu alles, was auch nur entfernt
mit Kinetik, mit Ver&nderungen zu tun hat.

Im Gegensatz zur Schrédingergleichung (die sicher noch fundamentaler und wichtiger ist), werden wir diese
Gleichung aber nicht nur gelegentlich, sondern sehr haufig benétigen.
Dabei durfen wir, wie schon ausgefiihrt, in guter Naherung Ng = N = Gesamtzahl der Teilchen setzen, falls Nj << Ngp
gilt.
’ Das ist eine sehr weitreichende Aussage! Wir behaupten nicht mehr und nicht weniger, als daf3 die freie Enthalpie eines
jeden Systems, in dem es fiir die (klassischen) Teilchen verschiedene erreichbare Energiezustande gibt, immer minimal

ist, wenn die Teilchen nach der Boltzmannverteilung, oft auch Boltzmann Statistik genannt, die Energieniveaus
besetzen.

Cool! Heif3t das, nie mehr Anordnungmdéglichkeiten abzahlen und miihsam mit Fakultaten hantieren zu missen?
Die Antwort ist: im Prinzip - Ja! Aber ein bilichen mussen wir spater doch noch aufpassen. Wir haben zwei
Einschrankungen einfach unter den Tisch fallen lassen, namlich:

1. Falls die Quantenmechanik zuschlagt und wir das Pauli-Prinzip beachten missen, kann die Formel nicht
stimmen: es kénnen héchstens so viele Teilchen bei der gleichen Energie "sitzen", wie der Entartungsarad dieser
E-Niveaus angibt. Sonst wiirden wir das Pauli-Prinzip verletzen Und das ist absolut verboten!

2. Vielleicht gibt es bei irgend einer Energie gar nicht so viele reale Platze wie Teilchen, die darauf sitzen méchten.
Dann mufd man etwas tiefer nachdenken.

In den meisten klassischen Systemen gibt es aber diese Einschrankungen nicht. Wir miissen tatsachlich nie mehr
Kombinatorik treiben; daflir aber etwas abstrakter denken, wie wir sofort sehen werden.

Wer jetzt schon recht abstrakt denken will, schaut sich den Link an, dort sind einige der obigen Naherungen nicht
mehr gemacht

’ Warum gilt diese einfache Verteilungsfunktion? Weil der Boltzmannfaktor oder die Boltzmannverteilung, die hier ohne
Begrindung postuliert wurden, unmittelbare Konsequenzen langlicher Rechnungen in der statistischen Thermodynamik
sind.

Eine Besetzung der Energieniveaus eines (klassischen) Systems mit (klassischen) Teilchen dergestalt, daf3 die
freie Enthalpie ein Minimum hat, flhrt zwingend (ohne Néaherungen!) auf die Boltzmannverteilung.

Wir werden diese Thematik im 2. Teil des Hyperskripts vertiefen, und dann auch sehen, was sich andert, wenn wir
nicht klassische Teilchen, sondern quantenmechanische Teilchen betrachten.

’ Nochmals: Die Boltzmannverteilung ist eine der wichtigsten Formeln der Materialwissenschaft. Wir werden ihr noch oft
begegnen; im nachsten Unterkapitel werden wir sie benutzen um die Diffusion von Teilchen quantitativ zu beschreiben.
Vorher wollen wir sie aber noch kurz auf die Gleichgewichtskonzentration atomarer Fehlstellen anwenden.
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Leerstellenkonzentration im Gleichgewicht

’ Ausgeristet mit dem Werkzeug der Boltzmannverteilung, hatten wir die Formel fiir die Leerstellenkonzentration, wie
oben bemerkt, sofort hinschreiben kénnen. Denn ein Atom auf einem Gitterplatz hat energetisch gesehen 2 mdégliche
Energiezustande:

Es kann auf einem beliebigen Gitterplatz bei der Energie Eg "sitzen". Der "Platz" auf dem das Teilchen sitzt bezieht
sich jetzt auf ein Energieniveau, nicht mehr auf eine Koordinate.

Es kann einen beliebigen Gitterplatz frei geben, d.h. tGber irgendeinen Weg aus dem Kristall "verschwinden". Dann
"besetzt" es energetisch das Niveau Eg + Ey,.

(Wir schreiben jetzt Ey statt He(V) fur die Bildungsenthalpie bzw. -energie).

’ Diese Betrachtung zeigt, wie angemerkt, den notwendigen héheren Grad an Abstraktion; im wesentlichen daf3 wir Uber
"Platze" im Energieraum reden.

Wer mit dem "Niveau" Eg + Eyv Probleme hat, soll sich einfach mal vorstellen, einem Atom kontinuierlich Energie
zuzufihren. Nur falls man mindestens die Bildungsenergie der Leerstelle trifft, kann strukturell etwas passieren,.
Wie es passiert, d.h. wie der Weg zum neuen Zustand aussieht, kann uns, wie oben ausgefihrt, dabei egal sein
sofern wir geniigend lange warten kdnnen. Bei allen anderen Energien besetzen wir blof3 die uns hier nicht
interessierenden Energieniveaus der Schwingungen im Potentialtopf.

Immer noch abstrakt? Nun gut - auch hier gilt der erste Hauptsatz der Betriebswirtschaftslehre!

’ Mit der Boltzmannverteilung wird dann die Zahl der Atome bei Eg + Ev = Zahl der Leerstellen

Ev
Nv =Np-exp— —
kT

d.h. wir erhalten sofort die alte Formel. Wenn das kein Fortschritt ist!

’ Fur Zwischengitteratome gilt selbstverstandlich sinngemaf dasselbe.

Hier la3t sich auch leicht einsehen, daf3 bei der Bildungsenergie der Zwischengitteratome, Ej, tatsachlich ein
zweites energetisches Niveau fir richtige Atome liegt, man muf3 nicht einmal sehr abstrakt denken.
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6.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 6.1: Reaktionsraten

’ Kinetik bedeutet hier: Lehre vom Weg ins
Gleichgewicht durch Bewegung (von Atomen) mit
"Nettoeffekt" und "Bewegung" im TD GG ohne
"Nettoeffekt"

Weg Nichtgleichgewicht = Gleichgewicht: Es
muss sich netto "was" andern! @m@g %

Bei Festkdrpern / Kristallen: Atome muissen

Gitterrichtung

diffundieren

’ Zu betrachtender Elementarprozess: "Sprung"”
eines Teilchens (=Atom).

Atome "springen" aber auch im Gleichgewicht!
Was zahlt ist nur der Nettoeffekt (im
Gleichgewicht=0)

Analogie: Girokonto. Kein Nettoeffekt falls
ZufluBR=Abfluf’

’ Spriunge erfolgen immer tUber Energiebarrieren
(besser: Enthalpiebarrieren). r =v-p(AE)

v=Anlauffrequenz;
p(AE) Wahrscheinlichkeit zur
Uberwindung der Energiebarriere AE

Ansatz flr Sprungrate r=Zahl Spriinge eines
Teilchens pro Sekunde:

’ Fur p(AE) gilt immerder Boltzmannfaktor:

Extrem wichtige Gleichung; wird sehr haufiig &5
auftauchen! P(AE) = exp— —

p(AE) fur Atome in einem Kristall ist die kT

Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in den

Vibrationen um die Ruhelage (mit
"statistischen" Amplituden) die Energie AE

steckt.
’ Damit Gesamtsprungrate R von N Teilchen Uber
Barriere E. E
L R=N:-r=A-exp—-—
Vorfaktor A enthalt die Anlauffrequenz v und KT
evtl. noch andere ("unwichtige") Faktoren
’ Gleichgewicht zwischen zwei E-Niveaus 1 und 2
bedingt
R1-2=R2-1 N1 E1-E2
Damit Zentralformel fir die "Besetzung" von E- N KT
Niveaus im TD GG 2
Entscheidend ist nur E1 — E2; AE bestimmt :
nur, wie lange es dauert, bis GG eingestellt
ist.
’ Verallgemeinert und mit leichter N&herung (Nj <<
Np) erhélt man eine Zentralformel der Ei
Materlalwllssenschaf.t: . . Ni = N 0" exp N
Verteilung klassischer Teilchen im TD GG auf kT
gegebene Energieniveaus Ej mit Grundniveau

Eo=0 eV fir alle Systeme.
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’ Anwendung auf atomare Fehlstellen (AF) im TD

GG:

Diese Art der Verteilung von Teilchen auf
verschiedene E-Niveaus heif3t
Boltzmannverteilung oder Boltzmannstatistik.

Bedeutung Boltzmannstatistik: Nie mehr
Abzéahlen und Kombinatorik fur Entropieteil
der freien Energie / Enthalpie!.

Teilchen (i.d.R.=Atome) habe zwei E-Niveaus:
Grundniveau Eg auf Gitterplatz, und
"angeregtes" Niveau Eg (=Bildungsenergie) bei

Er
NaAF =Np-exp—- —
kT

Bildung einer AF
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6.2 Atomare Betrachtung der Diffusion
6.2.1 Sprungraten, Leerstellen- und Zwischengitteratomwanderung

Sprungraten

’ Im Grunde ist im vorhergehenden Unterkapitel die Diffusion von Atomen bereits behandelt. Der Elementarprozel ist
(fast) immer der Sprung eines Atoms in eine Leerstelle oder der Sprung eines Zwischengitteratoms auf einen
Nachbarplatz im Zwischengitter. Dabei gibt es in einatomigen Kristallen vier fundamentale Mdglichkeiten, sie sind in der
Graphik dargestellt

1. Ein Atom des Kristalls springt in eine Leerstelle (links oben).
00000

2. Ein substitutionelles Fremdatom, springt in eine Leerstelle (links OOOO OOOOO
unten). Q00000
3. Ein Eigenzwischengitteratom springt auf einen Nachbarplatz 000000
(rechts oben) ooeQooo

o . . . o0 o0
4. Ein interstitielles Fremdatom springt auf einen Nachbarplatz 000000
(rechts unten)

Es gibt noch einige exotische Méglichkeiten (z.B. ein interstitielles Fremdatom springt auf einen Gitterplatz und
wirft das bisher dort sitzende Kristallatom auf einen Zwischengitterplatz), sie spielen aber kaum eine Rolle (aulRer
im Si) und sollen nicht weiter behandelt werden.

’ In jedem Fall ist eine fir den betrachteten Sprung spezifische freie Enthalpiebarriere zu Uberwinden. Betrachten wir
zunachst die Zwischengitteratomdiffusion (Index "i") genauer:

Die Sprungrate r j ist gegeben durch Anlauffrequenz mal Boltzmannfaktor, d.h.

Gm,i
=v-exp— ——
kT

Wobei der Index (M,i) fur "Migration " des "interstitials" steht, d.h. fir die Diffusion des Zwischengitteratoms).Wir
machen die in einem fortgeschrittenen Modul im Detail ausgefuhrten, aber eigentlich klaren Naherungen:

Gm,i = Hm,i — TSm,i = Em,i — TSwm;i

Mit Sm,i = Entropie eines Sprungs = Wanderungsentropie ~ 1 k (k = Boltzmannkonstante).

Dass wir auch eine Wanderungsentropie haben ist qualitativ klar: Man muf3 fir einen Sprung nicht nur Energie
zufuhren, sondern der Kristall ist im Momemt des Sprungs auch ein bi3chen unordentlicher, man braucht also auch
Entropie. Das schlagt sich aber nur ein bi3chen im Vorfaktor zum Exponentialterm nieder, ist also nicht besonders
wichtig.

’ Eingesetzt erhalten wir

S E m,i
=v-exp — -exp— ——
k kT

Das ist die Zahl der Spriinge, die ein Zwischengitteratom pro Sekunde durchfiihrt und damit auch die mittlerer
Sprungrate aller anderen ZGA, denn was ein ZGA macht, machen alle.

’ Der Vorfaktor ist eine Art Materialkonstante, wir bezeichnen ihn vorlaufig mit Dg (als Abkirzung fur Diffusion ); d.h.

S
Do=Vv-exp —
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Die Energie Em,i heild3t Wanderungsenergie der (jeweils betrachteten) Zwischengitteratome,
Aktivierungsenergie der Zwischengitteratom-Diffusion oder Diffusionsenergie der ZGA.

Typische Werte von ZGA - Wanderungsenergien liegen im Bereich 1 eV oder kleiner.Wir kdnnen
Wanderungsenergien als Materialkonstanten auffassen; denn fiir jedes passende Paar (A,B) von Atomen mit A =
Atom des Gitters und B = diffundierendes Zwischengitteratom existiert eine Wanderungsenergie; Beispiele finden
sich weiter unten.

Leerstellenwanderung

’ Wie grof3 sind die Sprungraten von Atomen, die lber einen Leerstellenmechanismus wandern?

Im Gegensatz zur ZGA Diffusion kann nur der Bruchteil der Atome tberhaupt springen, der eine Leerstelle als
Nachbar hat; alle andern haben eine Sprungrate r = 0.

Die mittlere Sprungrate eines beliebigen Atoms ist damit gegeben durch die Wahrscheinlichkeit , daf3 bei einem
Anlauf gentigend Energie vorhanden ist (= Dg - exp — (Em/KT)) mal der Wahrscheinlichkeit, daf3 gerade ein
Nachbarplatz mit einer Leerstelle "besetzt" ist (=~ exp — (EF,v/KT). Insgesamt erhalten wir flir die Sprungrate der
substitutionell diffundierenden Atome:

Em EFv

rsub. Atome =Do-exp — — -exp— ——
kT kT

’ Ewn ist dabei die Aktivierungsenergie fur den Sprung der betrachteten Atomsorte in eine benachbarte Leerstelle; in Dg
stecken wieder die Anlauffrequenz und (kleine!) Entropieterme.
Das betrachtete Atom kann ein Fremdatom, aber insbesondere auch ein regulares Atom des Kristallgitters sein; in
diesem Fall reden wir Gber die Selbstdiffusion in einem Kiristall.
Der Sprung eines Gitteratoms in eine Leerstelle ist aber gleichbedeutend mit dem Sprung einer Leerstelle in die
entgegengesetzte Richtung, man kann genausogut von Enp v reden, der Wanderungsenergie einer Leerstelle.
Damit erhalten wir fur die Sprungraten aller Atome eines Kristalls im Falle der Selbstdiffusion , rgp,

Em,v EFyv
rsp = Dosp-exp— —— - exp -———
kT kT
Emyv + Erv
= Do,sD - exp —
kT

’ Entscheidend fur die Selbstdiffusion ist also die Summe der Aktivierungsenergien fiir die Erzeugung und Wanderung der
Leerstelle.
Die Gesamtzahl der Spriinge (= R) die von den Ng Atomen des Kiristalls pro Sekunde durchgefiihrt werden, ist also

R = No:-rsp

’ Fur die Diffusion substitutioneller Fremdatome lassen sich die Beziehungen direkt lbernehmen. Statt der
Wanderungsenergie der Leerstellen verwenden wir die jeweilige Wanderungsenergie des Fremdatoms, statt der
Gesamtzahl der Gitteratome die Gesamtzahl der Fremdatome, Nga oder ihre Konzentration cea = Nea/No.

MaWi 1 Skript - Page 225


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_4/illustr/a4_1_1.html

’ Wie grol’ sind typische Wanderungsenergien? Als grobe Faustregel kann man ca. 0,5 eV fir dieZwischengitteratome
nehmen und 1 eV fiir Springe der Leerstelle.

Einige typische Werte sind in den Tabellen weiter unten angegeben

Damit wird meistens die Diffusion von Zwischengitteratomen, auch direkte Diffusion genannt, sehr viel schneller
sein als die Diffusion von Atomen mit Hilfe von Leerstellen.

Dazu wollen wir eine Ubung machen, im Link finden sich die notwendigen Zahlenwerte.

Ubung 6.2-1

Einige Zahlen zur Diffusion von Atomen

’ Anschaulichere Darstellungen der Diffusion von Atomen findet man in Arrheniusdarstellungen, die dann die
Arrheniuskurven fir mehrere Atome in einem Diagramm enthalten kdnnen. Im Link findet sich ein Beispiele zum Silizium

Arrheniusdarstellung der Diffusion zahlreicher Atome in Silizium.

Eine ganz andere, fir sich selbst sprechende Darstellung findet sich in diesem Link.

’ Eine Frage drangt sich auf: Wie misst man eigentlich Diffusionskoeffizienten, Wanderungs- und Bildungsenthalpien von
atomaren Fehlstellen usw.?

Mit Mihe, viel Geld und sehr viel Wissen! Bevor das aber behandelt werden kann, miissen wir uns erst die nachsten
Unterkapitel reinziehen.

Diffusionsstrom

’ Was wir bisher behandelt haben, ist ein fréhliches Herumgehtipfe von Atomen und atomaren Defekten, alle Richtungen
sind gleichberechtigt.

Im Mittel werden genausoviel Atome nach links wie nach rechts gesprungen sein; im Mittel hat sich nichts geéndert.

Das muf3 auch so sein, denn wir haben thermodynamisches Gleichgewicht unterstellt. Die Konzentration der
Leerstellen ist die Gleichgewichtskonzentrationen, die Konzentration aller Teilchen ist Gberall (im Mittel) gleich
grof3.

’ Was geschieht aber, wenn wir ein Experiment machen, bei dem die Konzentration an Fremdatomen zu Beginn nicht
Uberall gleich gro war? Denken wir an die alten Schmiede, die irgendwie Kohlenstoff (oder Stickstoff) von auf3en in des
Eisen des Schwertes einbringen, d. h. eindiffundieren muf3ten. Oder an die modernen Mikroelektroniker, die eine exakt
bestimmte Konzentration an P oder B in fest vorgegebene Bereiche des Siliziums einer integrierten Schaltung
einbringen mussen.

Letztlich werden diese gezielt eingebrachten Atome mit einem der beschriebenen Mechanismen ins Innere des
Materials eindiffundieren; ihre Konzentration wird sich systematisch und stetig &ndern. Wir haben kein
Gleichgewicht mehr, denn wir haben eine zeitliche Anderung einer Teilchenzahl.

Die zugehoérige mathematisch-phanomenologische Beschreibung ist alter als das Verstandnis der atomaren
Vorgange.Wir werden sie im nachsten Unterkapitel behandeln.

MaWi 1 Skript - Page 226


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_6/illustr/t6_2_1.html
http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_6/exercise/e6_2_1.html
http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/def_en/kap_3/illustr/t3_2_5.html
http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/def_en/kap_3/illustr/t3_2_4.html
http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_4/illustr/t4_1_1.html

6.2.2 Die Fickschen Diffusionsgesetze

1. Ficksches Gesetz: Phanomenologische Formulierung

’ Die entscheidenden Gedanken bei der Formulierung der sogenannten Fickschen Diffusionsgesetze waren:

’ Die Konzentrationen an Teilchen in irgendeinem Medium, einem "Wirt", kdnnen sich, wie die Beobachtung zeigt, lokal
andern. Dies bedeutet, daf? sich Teilchen von einem Ort an einen anderen begeben, sie missen diffundieren.

Es mufl3 dann also einen (vektoriellen) Nettostrom jt(X,y,z) = [1(r) an diffundierenden Teilchen geben.

Ein Mal fur diesen Nettoteilchenstrom am Ort x ist die Zahl der Teilchen, die pro Sekunde durch eine
Referenzflaiche F am Ort x austreten.

Genau genommen ist jT damit eine Teilchennettostromdichte; Ublicherweise redet man aber kurz vom
Teilchenstrom oder Diffusionsstrom.

Trotzdem ist es elementar wichtig, im Gedachtnis zu behalten, dal’ der Diffusionsstrom immer nur die Differenz der
Teilstrome ist, die in eine bestimmte Richtung und in die Gegenrichtung flie3en.

’ Die zentrale Annahme ist nun: Fir Diffusionsstrome ist die treibenden Kraft der lokale Unterschied in der
Konzentration c(x,y,z) der diffundierenden Teilchen. Die Konzentration selbst spielt keine Rolle!

Denn jeder Strom - ob elektrischer Strom, Warmestrom, Wasserstrom (flieRendes Wasser) oder auch mehr
abstraktere Strome wie z.B. der magnetische Flul3 B - haben treibende Krafte als Ursache (im Beipiel die
elektrische Spannung oder das elektrische Potential, die Temperaturdifferenz, die Differenz des
Gravitationspotentials oder die magnetische Induktion H).

Genau genommen, und auf dem heutigen Stand des Wissens, ist die treibende Kraft der mogliche Gewinn an freier
Enthalpie und damit fiir konstante sonstige Bedingungen der Unterschied im chemischen Potential der
diffundierenden Teilchen.
’ Aus den Beispielen wird klar, daf3 eine Proportionalitét des lokalen Teilchenstromes zur lokalen Differenz der
Teilchenkonzentration die einfachste Formulierung des Zusammenhangs zwischen Stromen und treibenden Kréaften
darstellt. Fir die Komponenten des Teilchenstromvektors gilt also in Formeln ausgedruckt:

oc(x,y,2)

x o« —
oX

oc(x,y,2)

jy « —
oy

oc(x,y,z)

jz <« ——
0z

In unserem Fall der Diffusion wird die notwendige Proportionalitdtskonstante mit — D bezeichnet (wir werden gleich
sehen, warum sie ein Minuszeichen tragt); D heif3t Diffusionskoeffizient.

Schreibt man die obigen Formeln in vektorieller Form (unter Verwendung des Gradienten V der
Teilchenkonzentration), erhélt man das sogenannte 1. Ficksche Gesetz der Diffusion

i) =-D - Vce(r)

Mikroskopische Interpretation

’ Was bedeutet diese Gleichung? Betrachten wir ein einfaches eindimensionales Beispiel, die Diffusion einer beliebigen
Teilchensorte A in einem Wirt B.
Das 1. Ficksche Gesetz ist viel allgemeiner als alles was wir bisher behandelt haben, unsere Teilchen kdnnen, aber
mussen nicht Atome oder atomare Defekte sein, und der Wirt muf3 auch kein Kristall sein. Wir kénnen
beispielweise A als komplexes Farbmolekul und B als Wasser auffassen.
Wir betrachten aber nur reine Diffusion, nicht die Bewegung der A Teilchen durch z.B. Strémung im Wasser. Dies
bedeutet, daf sich die A- (und B-) Teilchen zwar bewegen, aber ungeordnet, rein statistisch. Die Vektoraddition
ihrer (stets wechselnden) Geschwindigkeiten ist im zeitlichen Mittel flir eine gegebenes Volumenelement = 0.
’ Wir bekommen folgendes Bild, in dem sich die verwendeten Begriffe gut illustrieren lassen.(gezeigt sind nur die B-
Teilchen).
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Vektorsumme
Geschwindigkeit = 0 Referenzebene

’ Die roten Teilchen in diesem Beispiel sind ungleich in einem eindimensionalen Korper verteilt:
Die Konzentration c(x1) bei x1 ist gréRRer als an der Stelle x2.
’ Die roten Teilchen bewegen sich rein statistisch.

Ihre Geschwindigkeit wechselt stdndig nach Betrag und Richtung. Sie sind aber im thermischen (nicht
thermodynamischen) Gleichgewicht mit dem Wirt, d. h. sie haben dieselbe Temperatur. Damit ist ihre mittlere
kinetische Energie festgelegt (wir unterstellen 3 Freiheitsgrade der Translation):

3 kT
Ekin = ¥2-m - <¥?> = —
2

Spitze Klammern bedeuten Mittelwerte.

Hier muf® man hdllisch aufpassen! Die Aussage, dal3 <v>= 0 (Mittelwert der Vektoren = 0) heil3t zwar sehr wohl,
daR auch <v>2 = 0 ist, aber noch lange nicht, daR <v2>= <v|2>= <v2>= 0 sein muR!

Mal 1. dartiber nachdenken, 2. verinnerlichen, dass man die Schreibweise hier genau anschauen muf3, und 3.
vielleicht mal einen speziellen Modul dazu konsultieren.

’ Durch eine herausgegriffene Referenzflache F werden pro Sekunde einige Teilchen von links nach rechts, und einige
Teilchen von rechts nach links hindurchtreten. Der Nettostrom j, der im 1. Fickschen Gesetz betrachtet wird, ist die
Differenz dieser Teilstréme.

Falls die Konzentrationen links und rechts von der Referenzflache gleich grol? waren, ware der Nettostrom j = 0
denn dann werden im Mittel genausoviel Teilchen von links nach rechts wie von rechts nach links durch die Flache F
hindurchtreten.

Ist die Konzentration verschieden, werden von der Seite mit der hdheren Konzentration mehr Teilchen durch die
Referenzflache durchtreten, als von der andern Seite, wir bekommen einen Nettostrom.

Die Richtung des Nettostromvektors zeigt von der grof3en zur ieinen Konzentration. Die Richtung des Gradienten
der Konzentration zeigt von der kieinen zur grof3en Konzentration. Damit die beiden Richtungen identisch werden,
wird in der Proportionalitét ein Minuszeichen eingefiihrt.
Den Nettostrom (eigentlich ist es eine Nettostromdichte) nennen wir jetzt Diffusionsstrom. Er ist der makroskopisch
beobachtbare Teilchenstrom, seine Dimension ist Teilchen pro Sekunde und Flache, d.h. er hat die Dimension einer
Stromdichte:

[[]=cm—2s1

’ Falls die Teilchen eine Ladung g tragen, wird aus dem Diffusionsstrom j duch Multiplikation mit der Ladung eine
elektrische Stromdichte .je| = q - j. Wir werden darauf noch ofter zurlickkommen, merken uns aber schon mal, dass
elektrische Strdme auch durch Konzentrationsgradienten geladener Teilchen verursacht werden kénnen.
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2. Ficksches Gesetz

’ Bei einer gegebenen Konzentrationsverteilung eines diffusionsfahigen Teilchens und gegebenem Diffusionskoeffizienten
konnen wir mit dem 1. Fickschen Gesetz (und passenden Randbedingungen) den Diffusionsstrom ausrechnen.

Das nutzt aber nicht viel, denn durch die Diffusionsstréme andern sich die Konzentrationen und damit auch die
Stréme selbst. In der Regel wollen wir auch wissen, wie sich eine gegebene Anfangskonzentration durch Diffusion in
Laufe der Zeit &ndert.

Die Antwort auf diese Fragestellung gibt das 2. Ficksche Gesetzes.
’ Unter der Annahme, dal3 keine Teilchen erzeugt und vernichtet werden, a3t sich das 2. Ficksche Gesetz leicht aus
dem 1. Fickschen Gesetz ableiten.

Das ist eine zwar naheliegende, aber keine ganz selbstverstandliche Annahme. Beispiele bei denen diese Annahme
nicht stimmt sind:

Neutronen, die durch einen Kernreaktor diffundieren, zerfallen irgendwann und sind dann "weg", man sagt:
"vernichtet". Diffusionsfahige Elektronen in Halbleitern werden durch Licht irgendwo erzeugt. In einem gegebenem
Volumenelement kann sich in diesen Féallen die Konzentration auch &ndern ohne daR Diffusion stattfindet.

’ Zur Ableitung des 2. Fickschen Gesetzes betrachten wir wieder eindimensional ein Volumenelement des Systems und

betrachten die lokale Anderung der Konzentration:
|_$/T_| Referenzvolumen

X X+ dx

’ Wir bilanzieren wie beim Girokonto: Was wir auf dem Konto haben ist die Differenz dessen was zu- und abfliefl3t (plus
was schon da war).

Die zeitliche Anderung der Konzentration, dc(x,t)/dt, ist gegeben durch das was bei x pro Zeiteinheit hineinflieRt

(= j(x)/dx) minus dem was bei x + dx hinausflie3t (= j(x + dx)/dx).

Warum die Division durch dx? Weil wir aus der Flachendichte (cm=2) die zugehérige Volumendichte (cm=3) machen
mussen! Wer das nicht unmittelbar nachvollziehen kann, sollte dringend den Link betétigen!

Damit erhalten wir

de(x,t)  j(x) —j(x +dx) dj(x)

dt dx dx

’ Setzen wir das 1. Ficksche Gesetz ein und erweitern gleich auf drei Dimensionen, erhalten wir das 2. Ficksche Gesetz

oc 02¢ 02¢ 02¢
— =D |—+ —+ — |=D Ac
ot ox2  0oy2  0z2

’ In Worten: Die zeitliche Anderung der Konzentration der diffundierenden Spezies ist proportional zur zweiten Ableitung
der Konzentration nach dem Ort; der Diffusionskoeffizent ist auch hier die Proportionalitdtskonstante.

Die Bedeutung der Fickschen Gesetze, insbesondere des zweiten, kann kaum unterschéatzt werden. Die gesamte
Halbleiterelektronik, zum Beispiel, wie auch die lonik, lebt von elektrischen Stromen, die sich immer aus zwei
Komponenten zusammensetzen:
"Elektrische Strome" oder Feldstréme je| mit einem elektrischem Feld Egj als treibender Kraft. Das zugehdrige
Gesetz ist das ohmsche Gesetz je| = Eel/p; p ist der spezifische Widerstand.

Diffusionstrome, mit einem Konzentrationsgradient als treibender Kraft. Fur sie gilt das Ficksche Gesetz.

’ Denn, um das nochmals zu wiederholen: Die Fickschen Gesetze gelten auch fir geladene Teilchen. Der Diffusionstrom
ist dann automatisch auch ein elektrischer Strom.

MaWi 1 Skript - Page 229


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_6/basics/m6_2_1.html

Allerdings wird ein Konzentrationsgradient geladener Teilchen alleine zwar einen elektrischen Diffusionstrom treiben
- aber nicht sehr lange. Denn ungleich verteilte Ladungen bewirken ein elektrisches Feld, und der damit verbundene
elektrische Strom wird dem Diffusionstrom entgegenwirken bis sich ein dynamisches Gleichgewicht nach der jetzt
bekannten Melodie jreld = — jpiff einstellt.

Das ist, wenn man so will, die Grundgleichung der Halbleiterelektronik. Aber damit beschaftigen wir uns ausfuhrlich
in Matwiss 1.

’ Das 2. Ficksche Gesetz scheint zunachst etwas erstaunliches zu behaupten:
Fir eine Teilchenkonzentration, die sich linear mit den Koordinaten &ndert, bleibt die lokale Konzentration konstant

(die zweiten Ableitungen von c sind Null), und das, obwohl nach dem 1. Fickschen Gesetz ein konstanter
Teilchenstrom fliel3t! Wie kann das sein?

Die Antwort auf diese Frage gibt uns Gelegenheit zu einer kleinen Nachdenkiibung.

Ubung 6.2-2

Konstanter Strom ohne Anderung der
Konzentration

’ Das 2. Ficksche Gesetz scheint eine relativ harmlose partielle Differentialgleichung 2. Ordnung zu sein. Es erlaubt, fur
beliebige Ausgangskonzentrationen eines diffusionsfahigen Teilchens und bekanntem Diffusionskoeffizient, die
Konzentrationsverteilung fir jeden beliebigen Zeitpunkt zu errechnen.

Dabei haben wir kaum einengende Voraussetzungen gemacht. Vorausgesetzt haben wir nur Kontinuitat (keine
Erzeugung und Vernichtung von Teilchen) und, indirekt, einen konstanten Diffusionskoeffizienten, der insbesondere
nicht von der Konzentration abhangt.

Aber im Rahmen dieser Voraussetzungen gilt das 2. Ficksche Gesetz immer - und das nicht nur fir die Diffusion
von Atomen in Kristallen. Es findet beispielsweise Anwendung fiir folgende Falle

» Diffusion von Atomen und Molekilen in amorphen Stoffen wie Glas und Kunsstoffe.

e Diffusion von Atomen und Molekuilen in FlIiRigkeiten und Gasen.

 Diffusion von geladenen Teilchen. z.B. lonen in Kristallen und FliRigkeiten, oder Elektronen in Kristallen.

 Diffusion von thermischen Neutronen in Materialien (fur Zeiten die klein sind verglichen mit ihrer
Lebensdauer).

 Diffusion von Photonen aus dem Inneren der Sonne nach auf3en.

’ In jedem Fall stellt sich die Frage, mit welchem atomarem Mechanismus die Teilchen sich bewegen bzw. was die
elementaren Springe sind, und wie diese atomar-mikroskopischen Mechanismen mit der makroskopisch-
phanomenologischen Beschreibung der Fickschen Gesetze zusammenhéngen.

Wahrend fir Kristalle diese Fragen hinreichend gut beantwortet sind, gehodren sie auf vielen Gebieten der
Materialwissenschaft zur vorderen Front der Forschung. Wie diffundieren beipielsweise Atome in Quasikristallen?
Welche Mechanismen gibt es in amorphen Materialien (die ja keine atomaren Fehlstellen im engeren Sinne
besitzen kénnen)?

Standardlésungen des 2.Fickschen Gesetzes

’ Jetzt aber zu Losungen des 2. Fickschen Gesetzes. Betrachten wir einen besonders einfachen eindimensionalen Fall:
Wir haben einen perfekten Fe - Kristall, auf dessen einer Oberflache (bei x = 0) unbeschrénkt C - Atome mit der
Konzentration cg zur Verfligung stehen.

Wir wollen wissen, wie sich im Laufe der Zeit die C - Konzentration c(x) im Fe aufbaut; gegeben sei der
Diffusionskoeffizient D von C in Fe.

’ Damit haben wir alle notwendigen Angaben, um die Differentialgleichung fir diesen Fall Idsen zu kénnen.
Wir haben wieder ein rein mathematisches Problem und finden, vielleicht etwas Uberraschend: Es gibt keine
"einfachen" Losungen des 2. Fickschen Gesetzes; weder fur unser Beispiel noch fur andere "einfachen” Félle.

Sofern Uberhaupt analytische Lésungen existieren, basieren sie immer auf Funktionen, die aus der Statistik
bekannt sind, z.B. Gaul? - Verteilungen oder "Fehlerfunktionen"”.

’ Die Losung unseres Problems lautet beispielsweise.

c(x) = cop — co- erf
(D . t)1/2

Der Ausdruck "erf " steht dabei flr "Errorfunction” oder Gaussche Fehlerfunktion; eine tabellierte Funktion mit
folgender Definition:
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2 X
erf (x) = — - J’exp—x'2 - dx’

/2

’ Wie diese Losungen ungeféhr aussehen, ist hier gezeigt:

e
-
—

[
>

X

’ Wir erhalten ein Diffusionsprofil, d.h. eine definierte Tiefenabh&ngigkeit der Konzentration der diffudierenden Spezies
Nicht besonders spektakular, und genau so,wie man es wohl auch erwartet hatte.

’ Dal’ bei der Losung der Diffusionsgleichungen, wie die Fickschen Gesetze auch genannt werden, typische
Funktionen der Statistik auftreten, ist eigentlich fur uns nicht Gberraschend, denn wir haben schlielich rein statistische
Bewegungen der Teilchen als Grundprozel3.

Herr Fick wulRte das aber noch nicht; der hat nur beschrieben was er (makroskopisch) gesehen hat.

’ Um etwas vertrauter mit Losungen der Fickschen Gleichungen zu werden, machen wir eine Ubung

Ubung 6.2-3

Lésungen der Fickschen Gleichungen

’ Das 1. Ficksche Gesetz war ein Postulat, eine Annahme, die nicht in voller Strenge aus den seinerzeit bekannten
Grundgesetzen der Physik ableitbar war. Wie auch, wenn man bedenkt, dal3 Atome, Kristalle, Leerstellen usw. noch
nicht erfunden waren.

Wie sieht das heute aus? Kann man die Fickschen Gesetze aus den atomaren Diffusionsmechanismen herleiten,
und damit auch die Briicke zwischen der klassisch-phanomenologischen Beschreibung des Verhaltens vieler
Teilchen und den individuell-statistischen Spriingen einzelner Teilchen schlagen?

Man kann. Kein Geringerer als Albert Einstein hat diese Briicke (mit)gebaut; wir werden sie im nachsten
Unterkapitel kennenlernen.

’ Bevor wir und das anschauen, realisieren wir aber erstmal, dass die obige Formel uns die Mdglichkeit bietet,
Diffusionskoeffizienten zu messen; d.h. die Frage anzugehen, die wir uns im vorhergehenden Unterkapitel gestellt
haben.

Wir missen "nur" das Diffusionsprofil messen, und an die fiir das Problem geltende Losung der Fickschen
Gleichungen anfitten. Damit ist ein einem Satz ein nicht ganz kleiner Teil dessen beschrieben, was
Materialwissenschatftler (z. B. in Diplom- und Doktorarbeiten) so tun. Mehr dazu im Link.
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6.2.3 Diffusionskoeffizient und atomare Mechanismen

’ Wir suchen eine Beziehung, die den Diffusionstrom j des 1. Fickschen Gesetzes mit den individuellen Spriingen von
irgendwelchen Teilchen koppelt.

Dabei beschranken wir uns der Einfachheit halber auf Materialien mit bekannten (und einfachen) Mechanismen der
atomaren Diffusion - in anderen Worten, wir behandeln Spriinge von Leerstellen oder Zwischengitteratomen in
einfachen Kristallen wie in Kapitel 6.2.1 behandelt.

Wir behandeln das Problem auRerdem in einer eindimensionalen Geometrie, denn wir sind nur am Prinzip
interessiert.

Die Erweiterung auf drei Dimensionen, komplizierte Kristalle, exotische atomare Mechanismen usw., obwohl nicht
unbedingt trivial, bringt keine wirklich grundlegenden neuen Einsichten und wird hier nur kursorisch gestreift.

’ Betrachten wir nun zwei Netzebenen eines einfachen Kristalls, die senkrecht zur betrachteten Diffusionsrichtung stehen
und diffusionsfahige Teilchen enthalten - im Beispiel sind das (sehr viele) Leerstellen:

Eb P
y : L

A

a

}

Z I
x  x+dx >

’ Wir interessieren uns nur fur den (Netto) Fluf3 der Leerstellen in x - Richung, den Diffusionsstrom der Leerstellen. Der
Flu? von Atomen, die Uber einen Leerstellenmechanismus diffundieren, wére dann entgegengesetzt gleichgrol3.

Wir unterstellen kein Gleichgewicht, sondern eine vom Ort abhangige Leerstellenkonzentration cyv(X,y,z). Da wir das
Problem eindimensional betrachten, nehmen wir nur eine Abhangigkeit der Lerstellenkonzentation von der x -
Richtung an, cv(x,y,z) = cv(x).

Wir haben auf jeder der betrachteten Ebenen eine bestimmte Zahl an Leerstellen pro Einheitsflache oder
Flachenkonzentration cg(x) (Einheit damit cm=2), die tiber die lokale Volumenkonzentration cy(x) berechenbar
ist.

Die Beziehung dazu ist einfach, wir miissen nur die Volumenkonzentration cy mit a zu multiplizieren, um aus der
Volumendichte eine Fléchendichte bzw. Zahl pro Einheitsflache zu machen..

Wer das nicht unmittelbar einsieht oder zumindest nach kurzem Nachdenken verifizieren kann, sollte unbedingt
obigen Link betétigen!

’ Wir bezeichnen jetzt die Flachendichte aus Griinden der Schreibokonomie direkt mit dem Index der Ebene; d.h. Py ist
die Flachendichte der Leerstellen auf der P1-Ebene, usw.. Wir haben dann

Pq a - cv(x)

P2

a- cy(x +dx)

’ Nun kommt ein essentieller Trick: Wir setzen dx = a = Gitterkonstante fiir die betrachtete kubisch-primitive Geometrie,
weil kleinere differentielle dx keinen physikalischen Sinn mehr ergeben, und erhalten

P2 = a-cy(x +a)

’ Als néchstes betrachten wir die Sprungraten in x - Richtung, d.h. denjenigen Anteil der Spriinge der Leerstellen auf einer
der betrachteten Ebenen, der in x - Richtung erfolgt.

Wir definieren
* ri-2 = Sprungrate in x - Richtung von P1 nach P2

* rp.1 = Sprungrate in —x - Richtung von P2 nach P1
und erhalten fiir unsere simple kubische Geometrie
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Die Sprungrate in x- oder —x -Richtung der Leerstellen irgendeiner Ebene ist namlich 1/6 der Gesamtzahl der
Springe r(T). Denn von den sechs geometrisch moglichen Spiingen fuhrt nur einer in die +x- bzw. —x -Richtung. Die
Sprungrate selbst ist, wie wir wissen, in einem gegebenen Material nur eine Funktion der Temperatur T.

’ Damit erhalten wir fiir die Zahl der Teilchen, die pro Sekunde und cm? von P1 nach P2 springen, d.h. fiir den
rechtsgerichteten Anteil des Diffusionstrom j1-2 (und das ist nicht der Nettodiffusionsstrom des 1. Fickschen

Gesetzes!),

Das ist, wenn man so will, der Strom an Leerstellen, der aus der Ebene P in x - Richtung hinausfliel3t. Dieser
Strom wird teilweise kompensiert durch den Stromanteil j2-1, der von P2 nach P1 zurlckfliel3t. Dieser Stromanteil

ist gegeben durch .

1
— (T
6

ri-2(T) = rz-1(T) =

j12 = P1-r12

joar = P2-roa

Mit den obigen Beziehungen erhalt man fir die beiden Teilstréme .

’ Der Nettostrom jx in x - Richtung nach dem 1. Fickschen Gesetz ist nun genau die Differenz der beiden Teilstrome, wir

erhalten

Erweitern wir mit a/dx (und bertcksichtigenm dass dx = a gesetzt wurde) erhalten wir fir eine Dimension

Wir missen nur noch den Vorfaktor vor der Ableitung mit dem Diffusionskoeffizienten D gleichsetzen , d.h. wir

definieren jetzt

r-a-c)
j12 = —
6
r-a-cx+a)
jo1 =
6

ix =12 — j21

. (c(x +a) — c(x) )

ix = -

a2.

r

c(x +a) — c(x) az.r  dc(x)

dx 6 dx

und wir haben unmittelbar das 1. Ficksche Gesetz
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’ Das 1. Ficksche Gesetz kann also fir den eindimensionalen Fall der Diffusion in kubisch primitiven Kristallen in
einfacher Weise physikalisch sauber hergeleitet werden (Mathematiker hatten allerdings etwas Bauchweh bei der
verwendeten Identitat dx = a).

Gleichzeitig erhalten wir (fur das kubisch primitive Gitter) einen Ausdruck fiir den ph&nomenologischen
Diffusionskoeffizienten D, der ausschlieZlich die atomaren GroR3en Gitterkonstante und Sprungrate enthalt.

’ Die Erweiterung auf (fast) beliebige Kristalle ist nun schnell pauschal zu vollziehen.

Die einzige Grol3e, die Gittereigenschaften widerspiegelt, ist der Faktor 1/6 und die Sprungdistanz, die nicht immer
= a sein muf3, sondern allgemein, fir den Sprungtyp i, Axj sein kann. Der Index i numeriert, auf das obige Beispiel
bezogen, die 6 geometrisch verschiedenen Spriinge und berucksichtigt, daf in komplizierteren Gittern, die x-
Komponente des Sprungs von i abhangen kann.

Der Diffusionskoeffizient ist dann gegeben durch

D(T) = g-a?-r(T)

wobei g eine gitterspezifische Konstante, der sogenannte Geometriefaktor ist, und D(T) die
Temperaturabhéangigkeit der Sprungrate hat.

’ Der Geometriefaktor g eines Gitters ist dabei wie folgt definiert:

AXiN\ 2
e

! a

Der Faktor 1/2 beriicksichtigt, daf3 in der Summierung lber alle méglichen Spriinge nur die Halfte genommen
werden darf, da die andere Halfte dem Riicksprung entspricht; der Ausdruck Axj/a berlcksichtigt nur die x-
Komponente eines Sprungs in Bruchteilen der Gitterkonstante a des betrachteten Gitters.

Fur einfache Gitter ist g leicht berechenbar und fiir das fcc und bcc Gitter netterweise = 1; wir machen dazu gleich
eine Ubung.
’ Die Erweiterung auf drei Dimensionen ist damit auch schnell vollzogen.

In isotropen Kristallen (das sind neben den kubischen Kristallen auch alle Polykristalle mit statistischer Orientierung
der Koérner), ist keine Richtung ausgezeichnet; die Gleichung fir die x Komponente gilt auch fur die y- und z-
Komponente des Diffusionstroms. Mit der bekannten Gleichung fir die Sprungrate erhalten wir die verallgemeinerte
Vektorgleichung des 1. Fickschen Gesetzes:

Em
jr,T) = —=Dg-exp—— . Vc(x,y,z)
kT

In dem Vorfaktor Dg steckt jetzt alles was nicht so ganz spannend oder gut bekannt ist: Die Anlauffrequenz(en), der
Geometriefaktor, die Gitterkonstante(n), und vielleicht noch (unwichtige) Terme, die wir hier gar nicht betrachtet
haben.

’ In anisotropen Kristallen wird es komplizierter. Dann muf3 jede Richtung getrennt betrachtet werden, aus dem skalaren
Diffusionskoeffizient wird ein Tensor. Damit wollen wir uns aber hier nicht weiter befassen.

Ubung 6.2-4

Gitterfaktoren
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’ Es bleibt noch eine Frage offen, die Frage die wirklich von Einstein (und Smoluchowski) zuerst gestellt und
beantwortet wurde (die obige Ableitung folgt indirekt daraus).

Wenn ein Teilchen bei jedem Sprung eine fixe Distanz zurticklegt und jede méglich Richtung eines Sprungs gleich
wahrscheinlich ist (d. h. die Spriinge sind rein statistisch), wie weit kommt es dann im Mittel nach N Spriingen?

Oder, gegeben die Sprungrate r, wie weit kommt es im Mittel nach t Sekunden (entsprechend r - t Spriingen)?
Eine einfache Frage, mit einer sehr einfachen Antwort, und einer sehr schwierigen Herleitung!

’ Dieses Thema wollen wir im nachsten Unterkapitel néher betrachten.
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6.2.4 Merkpunkte zu Kapitel 6.2: Atomar

’ Fremdatome (FA) springen entweder als
Zwischengitteratome ("i") direkt, oder als
substitutionelle FA indirekt Gber Leerstellen
("V"). Was fiir substitutionelle oder interstitielle
FA gilt, muss aber automatisch auch fir die
"normalen” Gitteratome gelten; man spricht
dann von "Selbstdiffusion”.

Die zu Uberwindende Energiebarriere heifdt
Em = Wanderungsenergie (oder
Migrationsenergie) des betrachteten
Teilchens; die jeweiligen Sprungraten r sind
damit gegeben.

Der Vorfaktor D enthalt im wesentlichen die
Anlauffrequenz v und die
"Wanderungsentropie" Sy. Der Term exp-
(Sm/k) ist aber =~ 1

In ry fur alle Atome steckt auch die
Konzentration der Leerstellen, da die
Wahrscheinlicheit des Sprungs eines
Gitteratoms das Produkt der
Sprungwahrscheinlichkeit und der
Wabhrscheinlichkeit, eine Leerstelle als
Nachbar zu haben, ist. (Es springen immer
genau so viele Atome wie Leerstellen).

¥ Wwichtig ist die Diffusionsstrom(dichte) pjff = Zahl der
Teilchen, die pro Sekunde durch die Einheitsflache A

springen.

[ipitfl =s~1 - cm=2

Wichtig ist die Unterscheidung zwischen Partialstrom

(nur links = rechts oder rechts = links) und
Nettostrom = Differenz der Partialstrome.

Nettostrome kdnnen = 0 sein trotz grof3er
Partialstrome!

’ Die beiden empirisch gefundenen Fickschen
Diffusiongesetze beschreiben:

1. Den Nettodiffusionstrom als Konsequenz
Konzentrationsgradientens Vc(r)

2. Die zeitliche Anderung der Konzentration

Volumenelement bei r aus der Bilanz des Zu- und

Abflusses; sie ist proportional zur 2. Ableitu
Konzentration.

In beiden Gleichungen taucht dieselbe
Proportionalitatskonstante auf, sie heifdt
Diffusionskoeffizient.

Die vermeintlich simplen Differentialgleichun

e Betrachtung der Diffusion

SM, i Emi Em,i
rilein i) =v-exp —— -exp— —— Dj-exp—- —
k kT kT
Em, v EFv
rv(alle V) =Dy - exp — Sexp— ——
kT kT
Typische Wanderungsenergien
~ 0,5 eV fir die Zwischengitteratome
~ 1 eV fur Leerstellen.
Veldaraurmne
Ciesebwindi ghieil = Referenzehene
Y 40 }
R A
e o)
Teilchenstram ) 7 )
)=-D-Ve()
eines
in einem oc 02 02 02
— =D:-|— + — + — |=D-Ac
ng der ot ox2  dy2 022
gen haben

i.d.R. komplizierte Lésungen, die typischerweise

statistische Funktionen enthalten.
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’ Berechnet man den Diffusionsstrom atomar, erhalt man
eine Beziehung zwischen dem phanomenologisch
definierten Diffusionskoeffizienten D und den atomaren
GroRen Gitterkonstante a und Sprungrate r (und eine
Begriindung der empirischen Fickschen Gesetze).

aZ.r c(x+dx) — c(x) az.r dc(x)

ix = -
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6.3 Random Walk

6.3.1 Prinzip und Grundformel

Die Fragestellung

’ Ein paradigmatischer Volltrunkener kommt aus einer Kneipe und torkelt durch die Gegend. Jeder Schritt fihrt mit
gleicher Wahrscheinlickeit nach vorne oder hinten, nach rechts oder links. In welchem mittleren Abstand <{r|>von der
Kneipe finden wir die hilflose Person nach N Schritten der (immer gleichen) Schrittlange a?

Die Art der Fragestellung ist sehr wichtig. Wir kbnnen mehrere Fragen
stellen, zum Beispiel:

* In welchem mittleren Abstand <r|>= <(x2 + y2)}/2>finden wir die —
hilflose Person? (die Frage von oben)

e Wo, d.h bei welchem Ort r = (x, y) finden wir die hilflose Person? <2 by

* Bei welchem Abstand |r|wanr ist es am wahrscheinlichsten, den > A

Trunkenbold zu finden? 1)
Die Antworten auf diese drei Fragen kénnen sehr verschieden ausfallen;

mehr dazu im mehreren "advanced" Modulen. \ .A fv
N

Wir interessieren uns hier priméar fur den mittleren Abstand. Offenbar
hangt er von der Gesamtzahl der Schritte ab (im Bild sind es 16).

In dem obigen Beispiel betrachten wir einen speziellen Fall des sogenannten Random Walk: Zwei Dimensionen, feste
Schrittweite, 4 feste Winkel. Auf deutsch heif3t "Random Walk" "statistische Wanderung" oder Zufallsbewegung- aber
nur der englische Ausdruck ist wirklich gelaufig.
Wir werden die noch zu findende Beziehung zwischen dem mittleren Abstand und der Zahl der Schritte noch 6fters
brauchen, es lohnt sich also etwas Zeit darauf zu verwenden. Da das Ergebnis aber recht einfach ist, wollen wir hier
nur die Andeutung einer sauberen Ableitung geben, eine genaue (und unerwartet komplexe) Ausfihrung findet sich
in einem Link.
Betrachten wir zunachst den allereinfachsten Fall der eindimensionalen Zufallsbewegung. Unser Teilchen hat dann nur
die Moglichkeit, einen Schritt nach links oder nach rechts auszufiihren.
Wir kdnnen ein einfaches Experiment durchfiihren, indem wir eine Miinze werfen, und unser Teilchen bei "Zahl"
nach rechts, bei "Kopf" nach links um eine Einheit (unsere Gitterkonstante) bewegen. Das sieht dann
beispielsweise so aus:

Wirfelsequenz: 1,1, -1, 1,-1,-1,1,-1 ,1, 1, 1, -1

Start |
| =0
T — —

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 3

Das laft sich auch relativ leicht simulieren, ein entsprechendes "Experiment” (bei dem der Computer per
Zufallsgenerator wirfelt) ist in einem Link dargestellt. Es lohnt sich, ein biRchen zu spielen.

Link

zum "Random Walk" Simulator
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’ Spielt man ein biBchen mit dem Simulator, oder wirft selbst eine Miinze, fallt schnell auf, dafl3 ein Teilchen nach einigen
Wiirfen in der Regel nicht mehr beim Ausgangspunkt ist, obwohl die Wahrscheinlichkeiten fiir Schritte nach rechts oder
nach links genau gleich grof3 sind.

Das kann man etwas genauer betrachten. Nehmen wir nicht eine Miinze, sondern einen (fiktiven) Wirfel mit nur
zwei Zahlen — 1 und + 1, brauchen wir nur die Summe der Augen nach N Wirfen zu betrachten. Ist sie 0, dann ist
das Teilchen wieder am Ausgangsort, ist sie beispielsweise + 5 oder — 8, dann ist das Teilchen 5 Schrittlangen
nach rechts oder 8 Schrittlangen nach links gewandert. Ist die Summe +N oder —N, ist der jeweilige Maximalwert
erreicht; ein ziemlich unwahrscheinliches Ereignis.

Wir kénnen offenkundig dasselbe Ergebnis erhalten, wenn wir nicht mit einem digitalen Wurfel (Augenzahlen sind +
1 und — 1) N mal wirfeln, sondern N digitale Wirfel gleichzeitig werfen. Auch dann ist nur die Summe der
Augenzahlen entscheidend fir die Endposition.
’ Die Wahrscheinlichkeit wn(x), mit N Wirfeln, die alle digital sind, d. h. nur + 1 oder — 1 als Augenzahl haben, mit einem
Wurf eine Summe x zwischen — N und + N zu wirfeln, ist dann in Prosa leicht zu definieren;

wn(X) = (Zahl der Mdglichkeiten x zu wirfeln)/(Zahl aller méglichen Wurfergebnisse).

Das erinnert uns an die Definition der Entropie.

’ Offensichtlich IaRt sich unsere Eingangsfrage in ein Wiirfelspiel "lUbersetzen", und dann mit den Regeln der
Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung beantworten. Wie angekiindigt, wollen wir hier aber nicht weiter die
mathematische Ableitung der Formel fiir wy(x) verfolgen; das wird im Link getan.

Anmerken kann man aber, dal3 in der sauberen Ableitung der gesuchten Formel die Gauss-Verteilung auftaucht;
und daf3 die korrekte Ableitung trotz der einfachen Ausgangsfragestellung zahlreiche Tuicken hat (in allen Auflagen
des "Atkins", der als eines der wenigen Bicher dies Gberhaupt tut, sind z.B. Fehler; siehe obigen Link).

Wir wollen deshalb zur Ableitung des mittleren Abstands zwischen Start und Ziel nach N Schritten mit der
Schrittweite a in der eindimensionalen Diffusion eine der trickreichen Schnellableitungen benutzen, die Richard
Feynman fir viele Formeln in seinen "Lectures" gegeben hat.

Schnellableitung des Ergebnisses

’ Wir bezeichnen den Abstand zwischen Startpunkt und der jeweiligen Position mit dem (eindimensionalen) Vektor R. Ein
einzelner Schritt sei durch einen eindimensionalen) Vektor a gegeben; fir eindimensionalen random walk in einem Gitter
héatte a dann nur die Werte %|a|.

Die Schlisselfrage ist: Wie groR3 ist der Betrag von R = |R| = R nach N Schritten?

Gleichbedeutend und einfacher ausrechenbar ist die Frage nach dem mittleren Abstandsquadrat, <R?>, das nach N
Schritten vorliegt, da gilt

RI= +{<RZH12

Dazu betrachten wir die Lage zu irgendeinem Zeitpunkt, z.B. nach N — 1 Schritten; der Abstand ist dann Ry — 1.

Der nachste Schritt wird den Vektor a addieren; wir landen bei

RN = RN-1 + 2

Wir bilden nun Rn? :

Rn2 = |RnI? = (BN—l + é‘)z = (R%N-1) +2-a-Rn-1 + @2

Davon wollen wir den Mittelwert, d.h. wir miissen iiber viele Ry2 mitteln. Da dabei a richtungsmaRig alle maglichen
Werte haben kann; wird +a genauso héufig vorkommen wie —a; der Mittelwert des gemischten Produktes ist .

<2-aRn-1>=0

’ Damit haben wir fur <Rn2>

<RZ\y> = <R2y_1> + a?
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Das ist eine etwas ungewdhnlich Definition einer Funktion <Rn2>mit der diskreten Variablen N, namlich eine
rekursiv definierte Funktion. Wie l6st man so eine Gleichung? Per Induktion: Schluf3 von n aufn + 1.

Wir erhalten fur die gesuchte Formel des eindimensionalen “random walks™:

<RN2>=N-a?

’ Wer's nicht glaubt, beweist das ganze mit vollstandiger Induktion.
Mit N = 1 anfangen; das Ergebnis fiir N = 2 verwenden, dann Schluf3 von N auf N +1

’ Random walk in drei Dimensionen ergibt nichts grundséatzlich neues. Da die drei Richtungen unabhéngig voneinander
sind, wird unser besoffener Vogel (der Volltrunkene von oben schafft nur zwei Dimensionen) auf jeder Achsei =X, y, z
sich um

<R?% N (3-dim)> = N-a?

entfernt haben.
’ Das mittlere Abstandsquadrat - so heil3t es ab jetzt immer - im dreidimensionalen ist damit .

<R\ (3-dim)> = <R N>+ <R%y N>+ <R% N> = 3-N-a2

Oft ist man aber bei der Behandlung derartiger Probleme "grof3ziigig" und laRt den Faktor 3 unter den Tisch fallen -
man bewegt sich sowieso fast immer im Bereich mehr oder weniger heftiger Naherungen.

’ Dieses simple Gesetz ist eine der wichtigsten Formeln bei Diffusionsvorgéangen; wir werden es noch oft brauchen!
Die Formel besagt, da’ das mittlere Abstandsquadrat bei einem beliebigen Random Walk (wir haben keine

Einschrankungen fir R und a gemacht) proportional zur Zahl der Spriinge (und damit zur Zeit) und zum Quadrat der
(mittleren) Sprungweite ist.

Selbst im superallgemeinsten Fall, in dem R und a nicht mehr konstant sein mussen, gilt die Formel noch, falls wir
die Mittelwerte dieser Gré3en nehmen

’ Die Verknupfung zur echten Diffusion von Teilchen ist nun einfach, denn:

Wir kennen die Zahl N der Spriinge, d.h. die Sprungrate r mal Zeit t, auch aus der Betrachtung der
Leerstellenhiuipferei: Eindimensional und in kubischen Kristallen galt

r- ag?
D =
6
6-D
> ro=
ap?

Dabei war agdie Gitterkonstante und D der Diffusionskoeffizient.

Damit erhalten wir

6-D-t
N = r-t =
a2
6-D-t-a?
RN2>= N-a2 =
ap?

’ Ziehen wir die Wurzel aus <Rn2>(und das ist nicht dasselbe wie die Wurzel aus Ry2!), erhalten wir den die mittlere
Entfernung vom Startpunkt, die wir die Diffusionslange L nennen wollen. Es gilt:
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1/2 a 1/2
L=(<RN2>) =— . (G-D-t)

Fur beliebige Kristalle erhalten wir mit dem Geometriefaktor g statt dem 1/6

a 1/2
L = = . (Dt)

ao-g

Falls wir Atome mit einer Sprungweite von |a| = ap, Kristalle mit g = 1, und das ganze noch dreidimensional
betrachten, erhalten wir schlie3lich die sehr wichtige Endformel

L~ (D-t)”%

Das "=" berucksichtigt, daf? die exakte Beriicksichtigung der (gitterabhangigen) Sprungweite und der
Dreidimensionalitat den Vorfaktor i.a. dicht an 1 rickt.

’ Wir haben, allgemein gesprochen, eine Fornel erhalten, die uns das Ergebnis eines statistischen Prozesses an die
Zeitdauer koppelt, fiir die der Prozess lauft.

Das gilt fur jeden solchen Vorgang, also auch fir alle Diffusionsphamomene. Ob Leerstellen in einem Kiristall
wandern, Tintenmolekuile in Wasser, Elektronen in Halbleiter, oder was auch immer; solange sie es mit "Random
Walk" tun, gelten die obigen Beziehungen.

’ Am Rande sei noch bemerkt, dass wir das Ergebnis natirlich auch tber die Fickschen Gleichungen (plus atomare
Deutung des Diffusionskoeffizienten) erhalten kénnen:

Wir lI6sen ein passendes Diffusionsproblem (es wird uns eine Gaussverteilung geben) und errechnen aus der Losung
den mittleren Abstand wie im Link angedeutet. Das ist aber nicht so allgemein wie die Betrachtung hier - und
mathmatisch ziemlich anspruchsvoll.

1) Dass ein Mittelwert nicht gleichzeitig der wahrscheinlichste Wert sein muR, wird sofort an folgendem Beispiel klar. Im
Einkaufszentrum tummeln sich 1000 Personen, von denen 990 Uber ein Einkommen von € 2.000.- verfiigen, wéahrend 10
Personen ein Einkommen von € 2.000.000.- haben. Das mittlere Einkommen (= € 21.980.-) ist dann ganz bestimmt nicht
das wahrscheinlichste Einkommen.
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6.3.2 Merkpunkte zu Kapitel 6.3: Random Walk

"Random Walk" = Schrittweise Bewegung mit
gleicher Wahrscheinlichkeit fir jede
Schrittmdglichkeit.

Zentralfrage: Wie grol3 ist mittlerer Abstand
<R? = R zwischen Startpunkt und Endpunkt
nach N Schritten mit Schrittweite a

Schwere Frage, einfache Antwort:
(i =1,2,3 flr ein-, zwei- oder dreidimensionalen
RW).

<R?j N (i-dim)>= R2 = j.N-a?

’ Mit N = r - t, der Sprungrate r aus den alten
Beziehungen sowie der Verknipfung von r mit dem
Diffusionskoeffizienten D, erhalt man fur die
Diffusionlange L, dem mittleren Abstand vom
Startpunkt als Funktion der Zeit, eine
fundamentale Beziehung, die wir noch oft brauchen
werden:

Schrittweite a und Gitterkonstante ag sind
nicht immer identisch, aber i.d.R. nicht sehr
verschieden.

Die Néherungsformel ist praktisch immer gut
genug.

1/2 a 1/2
L) = (<RN2(t)>) =—. (G-D-t)

L(t) = ( D-t )1/2
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6.4 Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 6: Kinetik

’ Kinetik bedeutet hier: Lehre vom Weg ins
Gleichgewicht durch Bewegung (von Atomen) mit
"Nettoeffekt" und "Bewegung" im TD GG ohne
"Nettoeffekt"

Weg Nichtgleichgewicht = Gleichgewicht: Es
muss sich netto "was" &ndern!

Bei Festkdrpern / Kristallen: Atome muissen
diffundieren

’ Zu betrachtender Elementarprozess: "Sprung"
eines Teilchens (=Atom).

Atome "springen" aber auch im Gleichgewicht!
Was zahlt ist nur der Nettoeffekt (im
Gleichgewicht=0)

Analogie: Girokonto. Kein Nettoeffekt falls
ZufluB=Abfluf3

’ Sprunge erfolgen immer Uber Energiebarrieren
(besser: Enthalpiebarrieren).

Ansatz fur Sprungrate r=Zahl Spriinge eines
Teilchens pro Sekunde:

’ Fir p(AE) gilt immer der Boltzmannfaktor:

Extrem wichtige Gleichung; wird sehr haufiig
auftauchen!

p(AE) fir Atome in einem Kristall ist die
Wahrscheinlichkeit dafur, dass in den
Vibrationen um die Ruhelage (mit
"statistischen” Amplituden) die Energie AE
steckt.

’ Damit Gesamtsprungrate R von N Teilchen tber
Barriere E.

Vorfaktor A enthalt die Anlauffrequenz v und
evtl. noch andere ("unwichtige") Faktoren

’ Gleichgewicht zwischen zwei E-Niveaus 1 und 2
bedingt
R1-2=Ro1

Damit Zentralformel fir die "Besetzung" von E-
Niveaus im TD GG

Entscheidend ist nur E1 — E2; AE bestimmt
nur, wie lange es dauert, bis GG eingestellt
ist.

’ Verallgemeinert und mit leichter Naherung (Nj <<
No) erhalt man eine Zentralformel der
Materialwissenschaft:

Verteilung klassischer Teilchen im TD GG auf
gegebene Energieniveaus Ej mit Grundniveau
Eo=0 eV fir alleSysteme.

%§@§@ : m .
. - -
2292

20,99 N
0e® \ Y /
shasss ;/fz\nj_
@m@g@% YA N

Gitterrichtung

r =v-p(AE)

v=Anlauffrequenz;
p(AE) Wahrscheinlichkeit zur
Uberwindung der Energiebarriere AE

AE
p(AE) = exp— —
kT
E
R=N:-r=A-exp——
kT
N1 Ei1—-E2
_:exp_
N2 kT
Ei
Ni = No-exp———
kKT
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Diese Art der Verteilung von Teilchen auf
verschiedene E-Niveaus heif3t
Boltzmannverteilung oder Boltzmannstatistik.

Bedeutung Boltzmannstatistik: Nie mehr
Abzéahlen und Kombinatorik fur Entropieteil
der freien Energie / Enthalpie!.

’ Anwendung auf atomare Fehlstellen (AF) im TD
GG:

Teilchen (i.d.R.=Atome) habe zwei E-Niveaus:
Grundniveau Eg auf Gitterplatz, und
"angeregtes" Niveau Eg (=Bildungsenergie) bei
Bildung einer AF

’ Fremdatome (FA) springen entweder als
Zwischengitteratome ("i") direkt, oder als
substitutionelle FA indirekt Gber Leerstellen
("V"). Was fir substitutionelle oder
interstitielle FA gilt, muss aber automatisch
auch fir die "normalen” Gitteratome gelten;
man spricht dann von "Selbstdiffusion”.

Die zu Uberwindende Energiebarriere
heil3t Ep= Wanderungsenergie (oder
Migrationsenergie) des betrachteten
Teilchens; die jeweiligen Sprungraten r
sind damit gegeben.

Der Vorfaktor D enthdlt im wesentlichen
die Anlauffrequenz v und die
"Wanderungsentropie" Sy. Der Term
exp-(Sm/k) ist aber = 1

In ry fUr alle Atome steckt auch die
Konzentration der Leerstellen, da die
Wahrscheinlicheit des Sprungs eines
Gitteratoms das Produkt der
Sprungwahrscheinlichkeit und der
Wahrscheinlichkeit, eine Leerstelle als
Nachbar zu haben, ist. (Es springen
immer genau so viele Atome wie
Leerstellen).

’ Wichtig ist die Diffusionsstrom(dichte) jpiff=Zahl
der Teilchen, die pro Sekunde durch die
Einheitsflache A springen.

[ipitfl=s~1 - cm=2

Wichtig ist die Unterscheidung zwischen
Partialstrom (nur links = rechts oder rechts >
links) und Nettostrom=Differenz der
Partialstrome.

Nettostrome kdnnen =0 sein trotz grof3er
Partialstrome!

’ Die beiden empirisch gefundenen Fickschen
Diffusiongesetze beschreiben:

1. Den Nettodiffusionstrom als Konsequenz
eines Konzentrationsgradientens Vc(r)

2. Die zeitliche Anderung der Konzentration in
einem Volumenelement bei r aus der Bilanz
des Zu- und Abflusses; sie ist proportional zur
2. Ableitung der Konzentration.

Er
NaAF =Np-exp—- —
KT
SwM, i Em,i Em,i
rilein i) =v-exp —— -exp— —— = Dj-exp———
k kT kT
Em, v EFv
rv(alle V) =Dy - exp — -exp— ——
kT kT

Typische Wanderungsenergien
~ 0,5 eV fir die Zwischengitteratome
~ 1 eV fur Leerstellen.

Referenzebhene

’% Vekdaraumne
Geschwineigkeit = 0
DT . o

e
o2 % e e LA

N

L ——— ,
Cxg) = Cx)
Teilchenstrom

i(r)=—D - Vc(r)
oc 02¢ 02¢ 02¢
— =D |— + — + — |=D-Ac
ot ox2  0oy2  0z2
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In beiden Gleichungen taucht dieselbe
Proportionalitdtskonstante auf, sie heif3t
Diffusionskoeffizient.

Die vermeintlich simplen
Differentialgleichungen haben i.d.R.
komplizierte Losungen, die typischerweise
statistische Funktionen enthalten.

’ Berechnet man den Diffusionsstrom atomar, erhalt man
eine Beziehung zwischen dem phanomenologisch
definierten Diffusionskoeffizienten D und den atomaren
GroRen Gitterkonstante a und Sprungrate r (und eine
Begrindung der empirischen Fickschen Gesetze).

aZz.r  c(x+dx) — c(x) az.r  dc(x)
Ix=- =-
6 dx 6 dx
a?-r
D =
6

’ "Random Walk"=Schrittweise Bewegung mit
gleicher Wahrscheinlichkeit fur jede
Schrittmdglichkeit.

Zentralfrage: Wie grol3 ist mittlerer Abstand
<R2=R zwischen Startpunkt und Endpunkt
nach N Schritten mit Schrittweite a

Schwere Frage, einfache Antwort:
(i=1,2,3 fir ein-, zwei- oder dreidimensionalen
RW).

<R N (i-dim)> =R2 = i-N-a?

’ Mit N=r - t, der Sprungrate r aus den alten
Beziehungen sowie der Verknupfung von r mit dem
Diffusionskoeffizienten D, erhalt man fur die
Diffusionlange L, dem mittleren Abstand vom
Startpunkt als Funktion der Zeit, eine
fundamentale Beziehung, die wir noch oft brauchen
werden:

Schrittweite a und Gitterkonstante ag sind
nicht immer identisch, aber i.d.R. nicht sehr
verschieden.

Die Naherungsformel ist praktisch immer gut
genug.

&

¥ ) e g

1/2 a
L(t) = <<RN2(t)>) = —.

L(t) =
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7. Mechanische Eigenschaften
7.1 Zugversuch
7.1.1 Typische Spannungs-Dehnungskurven

Der Zugversuch

’ Die letzten Kapitel des Hyperscripts sind den mechanischen Eigenschaften gewidmet; und dabei wollen wir auch nicht-
kristalline Materialien, also amorphe Stoffe wie Glaser und Polymere berlcksichtigen.

Das Ziel ist, mechanische Eigenschaften, wie Verformbarkeit , Sprodigkeit, Bruch zu verstehen - kurz, wir mochten
verstehen warum Materialien sich sehr verschieden verhalten, wenn wir mit einem Hammer draufschlagen.

Wir méchten verstehen, wie sich all diese mechanische Eigenschaften aus der Mikrostruktur, aus dem Geflige des
Materials ergeben. Wir mochten verstehen, wie wir sie gezielt beeinflussen kénnen - was wir tun missen, um ein

Material harter oder weicher zu machen. Ein altes Anliegen der Technologen, aber erst heutzutage halbwegs gezielt
zu machen.

’ Mechanische Eigenschaften sind aber sehr vielfaltig, und durch qualitativ-beschreibende Begriffe wie Verformbarkeit oder
Sprodigkeit nicht ausreichend beschreibbar. Deshalb missen wir uns zuerst einige formal-beschreibende quantitative
GroR3en erarbeiten.

Als paradigmatisches Experiment um mechanische Eigenschaften zu testen, dient uns der gute
alte Zugversuch - wir haben ihn schon_friher bemiiht um das elastische Verhalten zu
beschreiben. Jetzt gehen wir aber bis zum Extrem, bis zum Zerreif3en einer Probe.

Dazu machen wir uns einen genormten Priifkdrper; zylindrisch mit verdickten Enden, damit die
Einspannung nicht die Verformungseigenschaften beeinfluf3t.

An diesem Prufkorper ziehen wir (wir kdnnten auch driicken; aber das ist etwas komplexer). Aber
nicht, wie man zunachst denken wirde, mit konstanter Kraft F bzw. (mechanischer) Spannung
0. Denn es ist viel besser, die Verformungsgeschwindigkeit de/dt konstant zu halten.

Spannnung und Dehnung waren wie folgt definiert: Die Spannung "Sigma" war die wirkende
Kraft F pro Flache A:

’ Falls wir de/dt konstant halten, also beispielsweise eine Langenanderung von 0,01% pro Minute vorgeben, heil3t das,
daf3 wir die Spannung zu jedem Zeitpunkt so einstellen missen, dafl sich das gewlinschte € ergibt.

Wir brauchen also eine Regelung , die de/dt aus einer kontinuierlichen Messung von | ermittelt und dann die
Spannung so einstellt, dafd de /dt konstant bleibt.

Da € direkt proportional zur Zeit ist (€ =(de/dt) - t), missen wir dann nur noch o als Funktion der Zeit t auftragen, um
eine Spannungs-Dehnungskurve fiir die gewahlte Verformungsgeschwindigkeit zu erhalten. Fir eine andere
Verformungsgeschwindigkeit erhalten wir eine andere Spannungs-Dehnungskurve

’ Diese Art der Messung von Verformungseigenschaften generiert eine grof3e Informationsdichte Uber das betrachtete
Material.
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Sproéde Materialien

’ Wir spannen ein beliebiges Material in die Zugmaschine. Fest vorgeben sind die Parameter de/dt, und damit auch €(t) =
(de/dt) - t. AuBerdem wird das Experiment bei einer konstanten Temperatur T durchgefiihrt.

Die einfachste Kurve, die wir erhalten kénnen, beschreibt sprodes Material. Im wesentlichen finden wir

Hruch-
spannurniy

I

Kaum Einfluf} de/dt

1
T
Kleine Bruchdehnung

v

Weitgehend lineares Verhalten bis zum Bruch, d.h. E = do/de = ag/e =
const.. Der E-Modul kann dabei sehr grof3 sein; siehe Link

Vollstandig elastisches Verhalten, d.h. die "Hinkurve" ( blauer Pfeil) ist
identisch mit der "Ruckkurve" (roter Pfeil). In anderen Worten: Ob man
die Spannung hoch- oder runterféhrt produziert dieselbe Kurve.

Kein (oder nur sehr geringer) Einflu von de/dt auf die Kurve.
Kein groRRer Einflul? von T; mit zunehmender Temperatur wird E etwas
kleiner.

Kein grof3er Einflul? des Gefliges , d.h. von Defekten oder anderen
Gefligeparametern; wohl aber ein EinfluR von Vorbehandlungen und der
Oberflachenqualitat, auf die Bruchspannung bzw. -Dehnung.

Kleine Bruchdehnungen (bei mdglicherweise hohen Bruchspannungen) im
Bereich €gryuch << 1%.

’ Typische, uns wohlvertraute sprode Materialien sind zum Beispiel

Glaser; einige "harte” Kunststoffe oder Polymere.

Viele lonenkristalle, praktisch alle Keramiken.

Einige kovalent gebunde Kristalle bei niedrigen Temperaturen - z.B. Diamant und Si.

Viele intermetallische Phasen, z.B. TizAl.

’ Sprodigkeit ist das Gegenteil von Zahigkeit (engl. "toughness”). Um ein quantitatives Maf3 fur diese Eigenschaften zu
erhalten, definiert man als Z&ahigkeit G¢ die ingesamt erforderliche Arbeit, die man in ein Material (pro Volumeneinheit)

hineinstecken muf3 bis es bricht. Es gilt

Mit V = Volumen, F = Kraft, | = Lange und | grych = Lange beim Bruch

Mit A = Querschnittsflache wird V = A - | und wir bekommen

I Bruch E. | € Bruch

da o = F/A und dl/l = de. Das Integral lauft jetzt von 0 bis €grych; €s ist einfach die Flache unter der Spannungs-

Dehnungskurve.

’ Mit o = E - € ist das Integral sofort auswertbar, wir erhalten

E- 62Bruch o'ZBruch
Gc = =

2 2E

’ Da eprych klein ist, haben sprode Materialien eine kleine Zahigkeit. Das sieht man auch sehr schon in der

Zusammenstellung einiger Daten im Link.
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’ Die zu verrichtende Brucharbeit ist Arbeit gegen die Bindungskréafte, die auch direkt E bedingen. Wir konnten aus den
Bindungen auch ein Kriterium fur die maximale Spannung oder Dehnung bis zum Bruch ableiten, aber wir werden noch
sehen, daf} der Sprédbruch in der Regel schon bei viel kleineren Spannungen erfolgt.

Im Grunde haben wir damit sprodes Verhalten gut eingekreist. Was uns noch fehlt ist:

e 1. Ein Kriterium fur Sprédigkeit, d.h. welche Materialeigenschaft Sprodigkeit oder Duktilitat verursacht.
* 2. Eine Abschatzung realistischer Bruchspannungen oder -Dehnungen.

Der 1. Punkt muf3 (fur Kristalle) etwas mit den Eigenschaften von Versetzungen zu tun haben, da plastische
Verformung (und damit Duktilitdt) immer von Versetzungen vermttelt wird. Der 2. Punkt ist im Moment noch unklar;
er wird in Kiirze behandelt.

Duktile Materialien

’ Betrachten wir nun die Spannungs - Dehnungskurve eines duktilen Materials. Wir nehmen z.B. eines der "weichen"
Metalle Au, Ag, Cu oder Pb.

Was wir bekommen, wird je nach Material und Verformungsparametern de/dt und T sehr verschieden aussehen,
aber mehr oder weniger die in der folgenden Graphik gezeigten Eigenschaften haben.

’ 4 derdilz

» €

Bleibende GroBe Bruchdehnung
Verformung

Fir relativ kleine Spannungen erhalten wir elastisches Verhalten wie bei spréden Materialien. Ein schwach
temperaturabhangiger E -Modul (zusammen mit einem weiteren Modul) beschreibt das Verhalten vollstandig.

Beim Uberschreiten einer bestimmten Spannung Rp die FlieRgrenze genannt wird, bricht das Material jedoch noch
nicht, sondern verformt sich plastisch.

’ Das Kennzeichen der plastischen Verformung ist, dal? sich der Riickweg vom Hinweg stark unterscheidet. Wird die
Spannung wieder zuriickgefahren, geht die Dehnung nicht auf Null zurlick, sondern entlang einer elastischen Geraden
auf einen endlichen Wert - das Material ist bleibend verformt.

Die Flie3grenze hangt von allen mdglichen Parametern ab: Wie in der Graphik gezeigt von der
Verformungsgeschwindigkeit, aber auch von der Temperatur und insbesondere von Feinheiten des Gefluges. Der
gezeigte "Peak" kann mehr oder weniger ausgepragt gefunden werden; er ist stark von der Vorgeschichte des
Materials bedingt.

Das Maximum der Kurve gibt die ultimative Spannung an, die das Material "aushalt". Es hei3t Rp = maximale
Zugfestkeit ("ultimate tensile strength™). Sobald Ry erreicht wird, kann man die Spannung wieder etwas
zuriicknehmen und trotzdem gréfRere Dehnungen erreichen. Halt man die Spannung allerdings auf Ry, wird die
Probe sich jetzt immer weiter verformen bis zum Bruch.

’ Die Flache unter der Spannungs - Dehnungskurve ist grof3; wir haben eine grof3e Z&higkeit.

’ Wahrend das Verhalten im elastischen Bereich nach wie vor direkt durch die Bindungspotentiale gegeben ist (es werden
nach wie vor nur Bindungen "langgezogen"), gilt das nicht fur das Verhalten im plastischen Bereich (und den Bruch).

’ Typische Materialien mit mehr oder weniger ausgepragtem plastischem Verhalten sind:

Alle Metalle.

Kovalent gebundene Kristalle; jedoch oft nur bei hoheren Temperaturen, z.B Si, Ge, GaAs.

Einige lonenkristalle, insbesondere bei hoher Reinheit und hohen Temperaturen.

Viele Polymere - diese folgen jedoch eigenen Gesetzmaliigkeiten, die wir in Kapitel 9 behandeln werden.
’ Viele Fragen stellen sich; einige werden in speziellen Modulen naher betrachtet:

Wie sehen die Spannungs - Dehnungskurven realer Materialien aus?
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Wie entwickelt ich die Form der Probe? Wird sie immer nur langer (und notgedrungen diinner), oder verliert sie die
zylindrische Form?

Wieso hat die Spannungs - Dehnungskurve ein Maximum, d.h. warum braucht man weniger Spannung um eine
grofRe Verformung zu erzeugen als eine kleine?

Wie genau wirkt sich die Verformungsgeschwindigkeit aus?

Was passiert, falls wir eine schon einmal verformte Probe nochmals einem Zugversuch unterwerfen?
Was genau bestimmt Rp und Ry ? Die GréR3e des Peaks bei Rp?

’ Wir werden einigen Antworten auf diese Fragen im folgenden begegnen. Sie umfassen die wissenschatftlichen
Grundlagen eines Grofteils der Metallurgie und damit der Grundlagen unserer Kultur und Zivilisation.

Bevor wir weiter gehen, beantworten wir aber noch schnell eine Frage, die unsere Vorfahren iber Jahrtausende
beschaftigt: Wie weit kann man ein Schwert biegen, bis es sich "verbiegt" oder gar bricht?

Ubung 7.1-3

Schwerter biegen

Elastomere

’ Was noch zu tun bleibt, ist ein kurzer Blick auf alle Materialien, die nicht in die Gruppe "spréd" oder "duktil” fallen.

Das sind zunéchst die meisten komplexen Systeme. Zwar sind von den Zugversuchen des alten Griechen
Prokrustes und der Inquisition an sehr komplexen biologischen Systemen keine Spannungs-
Dehnungsdiagramme Uberliefert, aber man kann annehmen, daf3 sie nicht mit der bereits behandelten Systematik
beschrieben werden kdnnen.

’ Im weniger theologischen und mehr technischen Bereich sind es insbesondere einige Vertreter der Stoffgruppe der
Polymere , die aus der Rolle fallen.

Im Kapitel 9 wird das noch vertieft werden; hier ist schon mal ein "trailer"”.

’ Insbesondere aber die Elastomere - also Gummisorten - zeigen ein Verhalten, das total verschieden ist von den bisher
behandelten Materialgruppen.

Ein typisches Spannungs - Dehnungsdiagramm von Gummi sieht etwa so aus:

)

’ Als gemeinsames Charakteristikum halten wir fest, dal3 trotz stark verschiedener Verformungskurven wir bei
Elastomeren immer elastisches Verhalten finden.

Am auffalligsten ist, daf3 riesige elastische Verformungen in der GréRenordnung von 100 % mdglich sind.
Weniger auffallig ist, dal3 der (sehr kleine) E-Modul mit wachsender Temperatur etwas zunimmt - ganz im
Gegensatz zu praktisch allen anderen Materialien.

Deutlich unterhalb einer fur die jeweiligen Gummisorte charakteristischen Temperatur verliert das Elastomer sein
gummiartiges Verhalten - es wird schlicht spréde und verhalt sich weitgehend wie "normale" sprode Materialien.

Im "Gummibereich" ist die Verformungsgeschwindigkeit nicht besonders wichtig.

’ Wie ist dieses seltsame Verhalten zu erklaren?

Zunachst ist klar, daf3 die elastische Verformung nicht wie sonst immer durch das "Langziehen" von Bindungen
erfolgen kann: Wir kdnnen unmdglich die Bindungsabstande verdoppeln und verdreifachen ohne lange vorher das
Material zu zerbrechen.

Damit ist aber ziemlich unklar was wirklich passiert! Wir werden die Gummielastizitdt noch ausfihrlich behandeln,
hier nur so viel: Gummielastizitat ist ein rein entropischer Effekt! Langziehen vermindert die Entropie des Systems
"Gummi" und erhéht somit die freie Enthalpie. Das System "wehrt" sich dagegen durch eine Rickstellkraft.
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’ Obwohl die Spannungs - Dehnungskurven des Zugversuchs nur einen kleinen Teil des mechanischen Verhaltens von
Festkorpern (unter stark idealisierten Umstanden) beschreiben, enthalten sie eine Fulle von Information, die nur sehr
schwer von "first principles" abzuleiten ist,

Wir werden uns im folgenden einigen allgemeinen Grundlagen von elastischer und plastischer Verformung widmen,
um dann einige ausgewahlte Mechanismen etwas genauer zu betrachten.
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7.1.2 Normal- und Scherspannungen

Zugversuch am Einkristall und Motivation fir vektorielle Betrachtung

’ Bei Ublichen Verformungsexperimenten mit polykristallinen (d.h. makroskopisch homogenen) technischen Materialien
kann man davon ausgehen, dal’ das Material isotrop ist und sich im Zugversuch radialsymmetrisch verformt -es wird an
einer gegebenen Stelle gleichméaRig dinner; der Querschnitt bleibt kreisférmig.

Obwohl Einkristalle in der mechanisch-technischen Welt fast nicht vorkommen (die Ausnahme sind einkristalline
Turbinenschaufeln auf Ni Basis), ist der Zugversuch an Einkristallen besonders wichtig fur das Verstandnis der im
Material ablaufenden Prozesse wahrend einer Verformung.

Wir machen deshalb jetzt (in Gedanken) einen Zugversuch mit einem fcc Einkristall; wobei wir nicht in eine der
hochsymmetrischen (d.h. "niedrig indizierten") Richtungen ziehen, sondern z.B. in die <123> Richtung. Das
Spannungs-Dehnungsdiagramm wird uns spéter begegnen, hier ist nur wichtig, da® wir etwas sehr Merkwirdiges

beobachten werden.

’ Der Kristall wird zwar langer (und etwas diinner), aber der Querschnitt wird elliptisch und die (vorher polierte) Oberflache
wird "schuppig" oder treppenférmig. Das Ganze sieht etwa so aus:

Externe
Spannung

Querschnitt

<123>

Wirksame
Spannungs-
komponente

Falls wir einen Querschnitt genau betrachten, sehen wir an
der AuRenseite eine Art Treppenmuster; mit Stufenhdhen
im nm bis um Bereich.

Das ganze sieht mikroskopisch so aus, als ob der Kristall
entlang einer {111} Ebene in lauter kleine Scheiben
unterschiedlicher Dicke zerlegt wurde, die dann entlang
von Gleitebenen etwas gegeneinander verschoben
wurden.

Diese Gleitebenen sind im schematischen Ausschnitt
schwarz eingezeichnet dargestellt; in einem fcc Kristall
werden wir, wie angedeutet, als Gleitebenen immer {111}
Ebenen finden

Ist das eigentlich wirklich merkwirdig? Was héatten wir
denn erwartet? Wie soll der Einkristall auf Zugspannungen
reagieren?

’ Eine nicht einfache Frage; wir werden auf sie zuriickkommen. Zunachst jedoch nehmen wir das Experiment nur zum
Anla3 um uns klar zu machen, dal3 Kréfte, die nur in eine Richtung wirken, nicht ausreichen, um den Zugversuch

hinreichend zu beschreiben.

Offensichtlich verschieben sich die Kristallebenen relativ zueinander in Richtungen, die schrag zur Zugrichtung
stehen. Von der wirkenden Kraft oder besser Spannung, die wir von auf3en anlegen, wird letztlich nur die
Komponente wirksam, die in der Gleitebene liegt auf der die Kristallblécke aufeinander abzurutschen scheinen.

Wir miussen also zunachst den Zugversuch vektoriell betrachten und uns die formale Beschreibung der moglichen
Spannungszustande im Material erarbeiten.

Normal- und Scherspannungen

¥ was wir tun mussen ist:

Eine (zur Zugrichtung) beliebig orientierte Flache A herausgreifen.
Die extern wirkende Kraft Fex = Gex - Ag vektoriell zerlegen: In eine Kraft Fhorm die senkrecht auf der Flache A
steht und eine Kraft Fscher die in A liegt.

Die beiden Teilkrafte dividiert durch die Flache ergeben dann die sogenannte Normalspannung und die
Scherspannung in der Flache A

’ Wir fuhren dieses Programm mal aus fir den noch vereinfachten Fall, daf3 die Ebene A nur "schrag" bezuglich einer
Koordinatenachse liegt. Dann gentigt ein Winkel © um die Geometrie zu beschreiben. Dies ist unten dargestellt.
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‘ l

sin ©

’ Zur Ermittlung der Normal- und Scherspannungen in der Ebenen A bedienen wir uns nun eines sehr wichtigen
allgemeinen Konzeptes, das in vielen Varianten in allen méglichen technischen Situationen immer wieder auftauchen
wird: Wir "schneiden" die Ebene A gedanklich frei und lassen auf die beiden Teilstlicke Kréfte derart wirken, dal3 sich
nichts andert, d.h. die Freischneidung ohne Folgen bleibt.

Das sieht dann so aus:

~Fox

Links die Situation nach dem Freischneiden. Wir mussen offenbar die Kréafte Fex und —Feyx anbringen um zu
verhindern, daf3 die Probe jetzt auseinander lauft.

Rechts ist die Vektorzerlegung von —Fex in die Normalkraft Fhorm und die Scherkraft Fscher gezeigt.

’ Fur die beiden Kréfte gilt

Fnorm = Fex -sin ©

Fscher = Fex - cos O

’ Dividieren durch die Flache A = Ag/sin O der (noch etwas speziellen) Ebene A ergibt fur die Normal- und
Scherspannung in A
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Frnorm Fex - sin © Fex - Sin2 0
Onhorm = = = = Oey SN2 0O
A Ag/sin © Ao
Fscher Fex - cos O Fex - sin © - cos O Fex - % -sin20 Oex
Oscher = = = = = — -.sin20
A Ao/sin © Ao Ao 2

Fur eine beliebige Ebene, die dann durch zwei Winkel charakterisiert werden muf3, erhalten wir etwas langere, aber
immer noch einfach ableitbare Beziehungen. Dies wird in einem eigenen Modul ausgefuhrt, da uns hier die mit den
obigen Formeln ableitbaren Schluf3folgerungen genugen.

’ Zunachst machen wir uns klar, daf3 zwischen Spannungen und Kraften jetzt ein fundamentaler Unterschied besteht; sie

sind nicht mehr Synonyme fir im wesentlichen dieselbe Situation, d.h. nur durch einen konstanten Faktor
unerschieden.

Dies wir am ehesten sichtbar, wenn wir die Spannungen und Krafte als Funktion des Winkels O auftragen

e g Frorm Oucter 4 Fager
Cex [+
—7F, —
> © > O
0 90 o 90

Es ist unmittelbar ersichtlich, da? Spannungen und Kréafte jetzt grundverschieden sind. Fir © = 90° haben wir zum
Beispiel Fscher= 0, weil A > « strebt. Die Singularitét 0/ ist jedoch "gutmutig" und ergibt schlicht 0.

Die Scherspannungen laufen durch ein Maximum bei © = 459 und erreichen maximal die Halfte der extern
anliegenden Spannung Oex

’ Scherspannungen und Normalspannungen verhalten sich also recht verschieden. Wir wiirdigen dies, indem wir ihnen

verschiedene Abkiirzungen geben:

Normalspannungen werden (wie bisher) mit o abgekirzt, wahrend wir fir Scherspannungen ab sofort immer die
Abkirzung T verwenden.

’ Das Konzept von Normalspannungen o und Scherspannungen T wird sehr weit tragen; es ist wichtig, sich damit vertraut

Zu machen.

Wir werden zum Beispiel noch sehen, dal3 fur plastische Verformung die Scherspannungen verantwortlich sind,
wahrend der Bruch durch Normalspannungen verursacht wird - aber zun&chst wenden wir unser erweitertes
Spannungskonzept wieder auf rein elastische Verformungen an.
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7.1.3 Elastische Moduln

Ein genauer Blick auf den Elastizitatsmodul

’ Schauen wir uns den Zugversuch etwas genauer an. Wir haben ihn schon zweimal bemiht - in Kapitel 2 und hier in
Kapitel 7.
Beim Anlegen einer einachsigen Spannung an unsere zylindrische Probe wurde diese langer (fir Zugspannungen)
oder kurzer (fur Druckspannungen). Im elastischen Bereich reicht der Elastizitdtsmodul E = do/d € vollstandig zur
Beschreibung der Langenanderung.
Da fir "normale" Materialien immer E =~ const. gilt, folgt als "Materialgesetz" fir die Dehnung in Zug- oder
Druckrichtung :

’ Dieses Materialgesetz hat einige wichtige Eigenschaften, die implizit enthalten bzw. vorausgesetzt sind, und die hier
aufgelistet werden sollen.

1. Es qilt fuir isotrope Materialien. Egal, in welche Richtung ich ziehe, ich erhalte immer dieselbe Verformung.

2. Es folgt direkt aus den Bindungspotentialen. Als Naherungsformel flr E hatten wir erhalten:

n-m

r03 - Ug

n, m, ro und Ug waren die 4 Parameter, die ein Bindungspotential beschreiben.

3. Bei der elastischen Verformung werden Bindungsabstande geandert (die Ausnahme Gummi, frilher schon
erwahnt, wird uns noch ausfihrlich beschaftigen).

4. Die Verformung ist vollsténdig reversibel - mit zunehmender Spannung nimmt die Dehnung zu; wird die Spannung
wieder heruntergefahren, geht die Dehnung zurtick. Bis auf Null - der Ausgangszustand vor dem Zugversuch wird
nach Ende des Versuchs wieder erreicht.

5. Das Systems "antwortet" instantan mit der durch das Materialgesetz gegebenen Dehnung € auf den "Input” (oder
die "Storung") Spannung. Es braucht nur ganz kurze Zeit (idealerweise gar keine), um auf gednderte Spannungen
zu reagieren. Die beim Zugversuch vorgegebene Verformungsgeschwindigkeit de/dt spielt also keine Rolle - wir
erhalten immer dieselbe Spannungs-Dehnungskurve.

6. Die Spannungs-Dehnungskurve ist eine Gerade - zumindest ungefahr, da sonst E nicht konstant sein kann. Dies
bedeutet, daf? wir das Bindungspotential hinreichend gut durch eine Parabel beschreiben kénnen.

7. Die Temperaturabhangigkeit des E-Moduls ist durch die Temperaturabhéngigkeit der Bindungsverhaltnisse
beschrieben. In der friiher schon abgeleiteten Faustformel E =~ 80 - kT/Q tritt die Temperatur explizit auf. Wir
erwarten generell, da’ die Materialien mit zunehmender Temperatur etwas "weicher" werden, d.h. da’ der E-Modul
mit zunehmender Temperatur abnimmt.

’ Zahlenwerte fiur den E-Modul finden sich in den Links

e Wie gut ist die Faustformel fir E?
e Graphik und Tabelle.

’ Es steckt also eine ganze Menge in dem einfachen elastischen Materialgesetz € = o/E - aber es reicht trotzdem nicht
aus, um den einfachst méglichen Fall einer Verformung, der einachsigen elastischen Verformung, zu beschreiben.

Denn unsere Probe wird nicht nur langer (oder, bei Druck kiirzer) werden, sondern auch dinner (oder dicker).

Das entspricht nicht nur der allgemeinen Erfahrung, sondern ergibt sich auch sofort falls wir unterstellen, daf3 sich
die Dichte des Materials nicht nennenswert &ndern kann, d.h. dass das Volumen konstant bleiben muss.

’ Dieses Phanomen heil3t Querkontraktion; wir beschreiben es zunachst rein formal.
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Die Querkontraktion

’ Wir greifen ein Volumenelement aus einem unter einachsigem Zug stehenden Kdrper heraus und betrachten seine
komplette elastische Forméanderung.

—» a

1 1+8

) |

—» l 15

’ Aus dem Einheitswirfel mit der Seitenlange lp = 1 wird ein Quader.
In Zugrichtung hat der Quader die Lange I; = 1 + €1 und €1 ist durch den E-Modul bestimmt zu €1 = o/E.

Der Wiirfel wird aber auch diinner werden; die Grundflache des Quaders ist jetzt ein Quadrat mit der lateralen
Seitenlange

IX :Iy :l+€2

’ In dem (notgedrungen negativem) €2 steckt das ganze Phanomen der Querkontraktion.

Aus der Kenntnis des E-Moduls heraus kdnnen wir keine Aussage tber €2 machen. Hinter dieser "Querdehnung”
verbirgt sich also ein zweiter elastischer Modul, allgemein definiert als Querkontraktionszahl v, manchmal auch
Poissonzahl genannt.

Damit haben wir

(o2
€)= —V-€ = -V —
E

’ Wie kommen wir zu Aussagen uber v? Im Prinzip steckt natirlich alles in den Bindungen, aber wir kbnnen uns das
Leben sehr erleichtern indem wir einfach die experimentelle Beobachtung verwenden, dal} sich das Volumen eines
verformten Korpers nicht stark andert.

Als Ubungsaufgabe berechnen wir die Querkontraktionszahl fir AV = 0

Ubung 7.1-1

Querkontraktionszahl

’ Alle Querkontraktionszahlen liegen in einem relativ kleinen Wertebereich, da sonst grof3e Dichteanderungen auftreten
wirden; typischerweise finden wir:

Material v

Metalle 0,25-0,35
Polymere 0,3-0.4

Diamant 0,2 (kleinster Wert)

AV =0 0,5
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’ Friiher wurde gelegentlich der Reziprokwert der Querkontraktionszahl; die Querzahl verwendet.

Das mag zu Fehlern fihren; der Unterschied ist aber eigentlich immer klar: Die Querkontraktionszahl ist immer < 1,
die Querzahl dann immer > 1

Der Schub- oder Schermodul

’ Der Zugversuch deckt zwar viele real vorkommende Spannungszustande ab - aber bei weitem nicht alle. Das Bild unten
zeigt einige einfache Alltagssituationen, die besonderen, namlich hochsymmetrischen Spannungszustanden
entsprechen

’ Nur die beiden linken Spannungszustéande fallen unter die Rubrik "einachsiger Zug" bzw. "einachsiger Druck" und
sind damit mit E-Modul und Querkontraktionszahl v vollstéandig beschreibbar.
Der Schraubenschliissel dagegen verkorpert den Fall einer reinen Scherung. Am besten kann man sich das
klarmachen, wenn man sich tberlegt, was fiir Kréfte auf die Flachen der Schraube wirken.
Der Fisch wiederum unterliegt einem allseitig gleichen Druck, also einem speziellen (da hochsymmetrischen)
dreiachsigem Spannungszustand.
’ Die zugehorigen Verformungen kdnnen nicht direkt mit E und v beschrieben werden; wir miissen erstmal zusatzliche
elastische Moduln definieren.
Wie wir in Kiirze sehen werden, mussen wir eigentlich nicht - es ist aber sowohl zweckmafig, als auch besser an
die Historie ankniipfend, vor dem allgemeinsten Fall einer beliebigen dreiachsigen Verformung noch die oben
gezeigten Spezialfalle zu behandeln.

Dazu schauen wir uns an, wie sich ein Einheitswirfel fur reine Scherung und allseitigen Druck verformt.

—p 4 Vi=tan O =0

|——%

Reine Scherung (nur auf einer Flache gezeigt) verformt ein Quadrat zu einem Rhombus durch eine Abscherung um
Y; allseitiger Druck 1aR3t die Gestalt unverandert, aber verkleinert das Volumen um AV = Vg — V.

’ Die firr reine Scherung und allseitigen Druck spezifischen Formanderungen kann man mit Hilfe von
Proportionalitatskonstanten mit den wirkenden Spannungen verknipfen, die allgemein verwendeten Beziehungen sind
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G heif3t Schubmodul; engl "Shear modulus”. K ist der Kompressionsmodul. Die Definitionsgleichungen fir diese
elastische Moduln sind also

T
G =
Y
o - Vo
K =
AV

’ Damit haben wir jetzt 4 elastische Module definiert; wir kdnnten so weiter machen fiir andere spezielle Falle. Es drangt
sich die Frage auf:

Wie viele elastische Moduln braucht man, um alle méglichen Spannungs- und Verformungszustande zu
beschreiben?

’ Die Antwort muR differenziert ausfallen:
Fur homogene isotrope Materialien - ein Stiick polykristallines Metall oder amorphes Glas zum Beispiel - reichen
zwei elastische Konstanten.

Fir anisotrope Materialien - zum Beispiel einen triklinen Einkristall - brauchen wir maximal 21 elastische
Koeffizienten. Begriinden werden wir das spater.

’ Schauen wir uns den einfachen Fall des isotropen Materials an. Die wesentliche Erkenntnis ist, dal? jede Verformung
durch eine geeignete Folge von einfachen Grundspannungszustanden erreicht werden kann.

Der durch allseitigen Druck verursachte Verformungszustand kann zum Beispiel (im Gedankenexperiment) alternativ
auch erreicht werden, indem man den Korper zuerst durch einachsigen Druck entlang der z-Achse verformt, dann
zweitens und drittens entlang der x- und y-Achse.

Das machen wir mal in einer Ubungsaufgabe:

Ubung 7.1-2

Beziehung zwischen E, v und K

’ Die Erzeugung einer reinen Scherverformung durch mehrfach angewandten einachsigen Zug oder Druck ist etwas
komplizierter; es ist in einem eigenen Modul dargestellt. Das Ergebnis ist

E
G = ~ 04E (fir v = 0,3)
21+ V)
E
K = ~ 0,8 E (fur v = 0,3)
31-2v)

Im Prinzip ist es gleichgultig welchen Satz an 2 elastischen Moduln wir verwenden. Es ist aber - wie immer -
empfehlenswert, diejenigen GréR3en zu wéhlen, die am besten zur Fragestellung passen.

’ Es gibt noch weitere spezielle Spannungszustande - die Hiille eines Luftballons oder Reaktordruckkessels steht zum
Beispiel unter zweiachsigem Zug - wir wollen jetzt aber (nach einem kleinen Einschub) gleich zum allgemeinsten Fall
Uibergehen, dem beliebigen elastischen Spannungs- und Dehnungszustand in beliebigen Korpern.
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7.1.4 Der E - Modul von Verbundwerkstoffen

Was ist ein Verbundwerkstoff?

’ Bisher haben wir implizit immer die mechanischen Eigenschaften homogener Kérper betrachtet. Das ist nicht besonders
realistisch. Sowohl in der Technik als auch in der Natur finden wir oft inhomogene Materialien. Viele davon sind gezielt
erzeugte Verbundwerkstoffe.

Bevor wir uns der allgemeinen Beschreibung von Spannungs- und Dehnungszustanden widmen, wollen wir deshalb
erst noch schnell sehen, wie man die elastischen Eigenschaften eines Verbundwerkstoffs aus den elastischen
Eigenschaften seiner Konstituenten bestimmt.

’ Verbundwerkstoffe (engl. compounds) nennen wir alle Materialien, die aus mindestens zwei verschiedenen Phasen oder
Komponenten bestehen. Es gibt natirliche und kiinstliche Verbundwerkstoffe; zum Beispiel:

Natirliche Verbundwerkstoffe:

* Holz - Lange Zellulosefasern in einer Matrix aus Zellulose/Lignin (es lohnt sich, den "Holzartikel" im "Ashby
und Jones" zu lesen

e Granit - ein Gemisch aus Feldspat, Quarz und meist dunkler Minerale wie Glimmer, Hornblende, Pyroxen.

* Wirbeltiere - ein Verbund aus harten Knochen und weichem Gewebe.

Kiunstliche Verbundwerkstoffe:

» Damaszenerstahl - ein Gemisch von weichem und harten Eisen (Stahl), von den Kelten schon ca. 500 v.Ch.
erfunden (nicht in Damaskus!).

» Reflexbogen; engl. "compound bow" (= Verbundbogen), ein Bogen aus verschiedenen Holzsorten und Horn;
dem einfachen Holzbogen Uberlegen.

* Beton (gab es schon bei den Rémern; die Kuppel des Pantheon, immer noch eine der gré3ten Kuppeln der
Welt ist aus einer Art Beton). Beton ist ein Gemisch aus gréReren harten Kieselsteinen in einer
Zementmatrix, die deutlich andere mechanische Eigenschaften hat als die Steine.

* Stahlbeton - d.h. Stahlstabe oder -geflecht eingebettet in Beton.

e "GFK" und "CFK", d.h. Glasfaser oder Carbonfaser eingebettet in Kunststoff. Das Airbus Leitwerk ist das
prominenteste Beispiel des high-tech Einsatzes von CFK Materialien.

* Ein Kristall mit Ausscheidungen einer anderen Phase - d.h. so gut wie jede Legierung.

’ Verbundwerkstoffe, in dieser breiten Definition, sind die reale Welt. Was sind die mechanischen Eigenschaften eines
Verbundwerkstoffs? Kénnen wir sie aus den mechanischen Eigenschaften der Komponenten ableiten?

Wenn man die Fille an verschiedenartigen Beispielen anschaut, scheint dies ein hoffnungsloses Unterfangen zu
sein. Dem ist aber nicht so, falls wir uns auf elastisches Verhalten beschranken - plastisches Verhalten oder Bruch
ist in der Tat nicht ganz einfach darstellbar.

Wir kénnen mit jedem Verbundwerkstoff einen Zugversuch machen. Das Ergebnis wird jetzt méglicherweise davon
abhéangen, in welche Richtung wir ziehen - z.B. parallel oder senkrecht zu den Fasern eines GFK Materials. Wir
kdénnen aber in jedem Fall den elastischen Bereich definieren (Verformung vollstandig reversibel) und einen E-Modul
Ev = do/d € sowie eine Querkontraktionszahl vy des Verbundmaterials angeben; oder alternativ
Kompressionsmodul und Schermodul.

Die gute Nachricht dazu ist, dal’ Ev in einfachster Weise von den E-Moduls der beteiligten Materialien abhangt - es
ist véllig analog zur Reihen- und Parallelschaltung von Widerstanden.

Der E-Modul eines idealisierten Faserverbundwerkstoffs

’ Betrachten wir zunéchst einen idealisierten Verbundwerkstoff: Harte Fasern (d.h. grof3er E-Modul) in einer weichen
(kleiner E-Modul) Matrix. Die Fasern sollen alle parallel und gerade durch die Matrix laufen.

Das sieht dann so aus:
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Querschnitts-
Fliche A

Die Fasern haben einen E-Modul Ef, die Matrix hat Ep; es ist EF > Epp.

In der Aufsicht haben die Fasern eine gesamte Querschnittsflache Ag relativ zur betrachteten Gesamtflache A.

In unserer einfachen Geometrie ist damit Vg, der Volumenanteil der Fasern, gegeben durch Vg = Ag/A.

’ Wir betrachten beide Versuche parallel

Zugversuch parallel zur Faser

Bedingung: Die Dehnung € ist auf jeder
Querschnittsflache gleich grol3

v

e={-l) L o

Die Spannung muf? auf der Querschnittsflache
variieren - um die Fasern um € zu dehnen muf? man
auf der Faserquerschnittsflache mehr Kraft anwenden
als auf einer gleichgrof3en Flache der Matrix

In Formeln haben wir

€E = €EF = €M
OoF = Ef-€
omMm = Em-€

Wir machen jetzt einen kleinen Umweg und
berechnen die Kraft F, die auf die gesamte
Querschnittsflache wirken muf3

’ Wir machen jetzt zwei Zugversuche: Einmal parallel, und einmal senkrecht zu den Fasern. Dabei setzen wir nur voraus,
dafR die Haftung der Fasern in der Matrix so gut ist, daR der Verbundwerkstoff zusammenhalt, d.h. daf3 wir nicht zum
Beispiel nur die Fasern aus der Matrix ziehen.

Zugversuch senkrecht zur Faser

Bedingung: Die Spannung o ist auf jeder
Querschnittsflache gleich grol3. Falls das schwer
einzusehen ist: Die "Schneideprozedur" anwenden

e=(-ll T
€

a

Die Dehnung variiert. Die Fasern werden weniger
stark gedehnt als die Matrix

In Formeln haben wir

€E=VE-€+VM: €Em

da sich die gesamte Dehnung als Summe der
Dehnung in den relativen Volumenanteilen von Faser
und Matrix darstellt.

Mit Vm = 1 — VE ergibt sich
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F = or Af

+0Mm - (A-Af)

Die auf die Querschnittsflache wirkende effektive
Spannung oypg ist dann einfach F/A, oder

OF - ArF

OvB =
A

A —Af
+ OM -
A

Mit den Beziehungen oM = € - EF M, und Ap/A =

VE, erhalten wir

oyB = G( EF -

VE + Em-(1-
VF

)

Der Ausdruck in der Klammer ist nattrlich nichts
anderes als der effektive E-Modul Epa des
Verbundwerkstoffs parallel zur Faser. Wir haben also

als Endergebnis

Epa=EF-VF+Em:- (1-VF)

€ = VE-€g+(1—-Vp) - em

Die Dehnungen lassen sich tber den E-Modul als
Spannungen ausdriicken, wir haben

VE- O 1-Vg) o
€ = +
Er Em
oder
VE 1-VE
e:c.(_ + )

Em

Der Ausdruck in der Klammer ist natlrlich nichts
anderes als der reziproke effektive E-Modul Ese des
Verbundwerkstoffs senkrecht zur Faser. Wir haben

also als Endergebnis

Ese =

VF

Er

+

1-VE

Em

’ Wir haben also fir die beiden Extremfélle den effektiven E-Modul des Verbundwerkstoffes, d.h. den E-Modul, der
sich experimentell aus einem Zugversuch ergibt, als Funktion der drei Grundvariablen E-Module der Komponenten und

Volumenanteil einer Komponente ausgerechnet.

Wie schon angekiindigt, sind die Formeln identisch zu den Formeln fiir Gesamtwiderstande bei Reihen- und
Parallelschaltung. Das ist natirlich kein Zufall, sondern unvermeidlich, denn das Ohmsche Gesetz U = R - | und das
Hookesche Gesetz o = E - € sind nicht nur mathematisch identisch sondern auch physikalisch sehr ahnlich: Eine
"treibende Kraft"; eine allgemeine Ursache, bewirkt in linearer Weise eine "Antwort".

Verallgemeinerung

’ Reale Verbundwerkstoffe sind nicht so ideal ordentlich wie unsere obige Modellsubstanz. Beispielsweise kann folgendes

passieren:

Die Fasern laufen nicht gerade durch die Matrix, sondern gekurvt. Sie sind nicht beliebig lang, sondern haben
irgendeine Langenverteilung. Es sind gar keine Fasern, sondern irgendwelche dreidimensionalen Korper, z.B.

Kieselsteine im Zement.

Was bekommen wir dann?

’ Schauen wir uns dazu die beiden obigen Formeln in einer (schematischen) graphischen Darstellung an:
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Er

Egentarcht

o VF
>
0% 100%

Jetzt stellen wir uns Variationen der berechneten Strukturen vor, z.B. Fasern die unter irgendeinem Winkel zur
Zugrichtung verlaufen, also weder parallel noch senkrecht.

Der Verlauf von Eyg muf3 dann irgendwo zwischen der roten und der blauen Kurve liegen, denn diese geben die
jeweiligen Extremwerte - den grof3t- und kleinstmdglichen Modul - fir eine gegebene Zusammensetzung
’ Und das gilt fiir jede denkbare Konfiguration von Matrix und "Fasern”. Der E-Modul liegt fiir eine gegebene

Zusammensetzung im gelben Feld.
Wo genau - das wissen wir nicht. Dazu muf3te man fur die gegebene Struktur Rechnungen anstellen, die in der
Regel nicht ganz einfach sind.
Trotzdem sind unsere simplen Formeln bemerkenswert. Sie sagen uns nicht nur was Giberhaupt méglich ist,
sondern auch wie man optimiert; d.h. ob Variationen von Formen und Strukturen den E-Modul in Richtung grof3er
oder kleiner &ndern werden.
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7.1.5 Merkpunkte zu Kapitel 7.1: Zugversuch

Der Zugversuch ergibt eineFille von

Materialeigenschaften: P—

Unterscheidung sprode - duktil - gummiartig usw.; o=fid /
und damit auch elastische - plastische Verformung. =
Zahlenwerte fur E-Modul (E = do/d€); FlieRgrenze .
Rp, max. Zugfestigleit Ry, Bruchdehnung und v
Spannung, Z&higkeit (Flache unter o - € Kurve) als <
Funktion der Temperatur T und der &
Verformungsgeschwindigkeit de/dt. -

¥ Mechanismen dazu indirekt bestimmbar: [y .

EE—

Elastizitat aus Anderung Bindungsabstande (alle
Kristalle, ...). Maximale Dehnung wenige % oder
kleiner.

Gumimielastizitat: Maximale Dehnung 100 % und
mehr > Reiner Entropieeffekt!

|

Plastische Verformung: Erzeugung und Bewegung
von Versetzungen.

’ Auf beliebigen Ebenen im Probekdrper steht die
wirkende Kraft nicht senkrecht auf der betrachteten
Ebene, deshalb:

Zerlegung der Spannung in Normalspannungen (o)
und Scherspannungen (T).

Spannungsverlaufe (blau) als Funktion des
Ebenenwinkels 0). sind nicht mehr ahnlich dem

Kraftverlauf (rot). Oex

. . ) Onorm = Oex - Sin2 O Oscher= — -sSin20
Scherspannungen bestimmen die plastische >
Verformung!

’ Spezielle elastische Verformungen werden mit
passenden elastischen Modulen beschrieben E

Einachsiger Zug (und Druck): E-Modul und G =
Querkontraktionszahl v = 0.2 .... 0.5 2(1 + V)

Reine Scherung: Schermodul G

04E (furv =0,3)

u

Allseitiger Druck: Kompressionsmodul K E

u

Bendotigt werden in isotropen homogenen K = 0,8E (fur v =0,3)
Materialien aber immer nur 2 elastische Module! Ein 31-2v)

beliebiger Modul ist immer durch zwei andere

darstellbar.

’ Elastisches Verhalten von Verbundwerkstoffen (Typisch:
Hartes Material (z.B. Fasern) mit Er in weicher Matrix lr_rnn
mit Em) ist leicht eingrenzbar: o T

Extremfalle: "Harte" gleichférmig verteilte Fasern mit
Volumenanteil Vg senkrecht oder parallel zur

Zugrichtung ergibt Extremwerte fiir den effektiven E-
Modul Eyvp des Verbundwerkstoffs : Epa und Ese. |
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Epa=EF-VF+Em-(1-Vp) b

Ey

Ese =

VE 1-Vg

Em

E genkrecht )

EF E M 0% 100%

’ Entspricht Reihen- bzw. Parallelschaltung von
Widerstanden (oder Kondensatoren, oder Mischung von
Dielektrizitatskonstanten, oder ...).

Analogie ist weitgehend: Elektrische / mech.
Spannung (= Ursache) produziert Wirkung =
Dehnung / Strom proportional zur Ursache. E bzw.
Widerstand R sind Proportionalitéatsfaktoren.

’ Die beiden Extremfalle im Eyg - Vg Diagramm
grenzen alle moglichen Falle der Verteilung von
hartem Material in weicher Matrix ein!
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7.2 Der allgemeine Spannungszustand
7.2.1 Der Spannungstensor

Die allgemeine Verformung erfordert eine Beschreibung mit Tensoren

’ Schauen wir uns die allgemeinste (und schwierigste) Aufgabe der Elastizitatstheorie an. Ein beliebig geformter Korper,
anisotrop und nicht homogen, wird beliebigen Kraften ausgesetzt. Die einzigen Einschrénkungen sind

1. Alle Verformungen sind elastisch.
2. Die Summe aller Krafte und Drehmomente ist Null, da der Kérper sich nicht bewegen soll.

’ Die einfache Frage ist jetzt: Wie andert sich die Gestalt des Korpers?

Wir verformen sozusagen eine Kartoffel, ein Auto, oder
einen optoelektronischen Chip (der aus vielen Schichten
verschiedener Einkristalle besteht).

Beliebige Krafte und Kraftfelder (nicht nur "Punktkrafte" wie
gezeichnet) sind zugelassen.

Wie andert sich die Gestalt? Man bedenke, dal in obiger "Kartoffel" noch Hohlrdume sein kénnten - gefullt mit
Vakuum oder Gasen unter irgendeinem Druck!

’ Das ist so ungefahr das schwierigste Problem, das die klassische Physik zu bieten hat. Die Elastizitatstheorie ist
vergleichsweise viel schwieriger (und mathematisch anspruchsvoller) als die Elektrodynamik mit den
Maxwellgleichungen.

Wir werden hier jedoch nur einige der notwendigen Zutaten und einige ganz allgemeine Schluf3folgerungen
betrachten, da wir uns letztlich viel mehr fir die plastische Verformung interessieren.

’ Zur mathematischen Beschreibung des Problems unterteilen wir den Korper in lauter (differentiell) kleine
Volumenelemente, d.h. kleine Wiirfelchen.

Vor Anlegen der verformenden Kréafte und Kraftfelder sind
diese Volumenelemente perfekte kleine Wirfelchen; wenn
v ing man will: kubische Gitter.

Durch die Verformung werden aus den Wirfeln deformierte
Kdorper; das Gitter ist jetzt triklin.

Der Verformungszustand des gesamten Korpers ist durch
die Angabe der Verformungszusténde aller
Volumenelemente eindeutig festgelegt.

’ Als Einstieg in die Gesamtproblematik ist es also sinnvoll, sich den allgemeinsten Verformungszustand eines
warfelférmigen Volumenelementes zu betrachten. Dies wird direkt zu einer weitreichenden Erkenntnis fuhren.

’ Wir betrachten jetzt also einen Elementarwirfel und tiberlegen, welche Spannungen wir auf den Flachen des
Wiirfelchens anbringen miissen, um es in einen beliebigen verformten Zustand zu Gberfihren. Das ist im Bild unten

gezeigt.
Xf Gi3
J:t;z
T3 Ty

T3 /L\::l oy
T21
T2 _. 0

on

X
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’ Wir mussen auf jede Flache des Wurfels eine Normalspannung und eine Scherspannung wirken lassen. Die
Scherspannung kann in eine beliebige Richtung wirken; es ist aber sinnvoll, sie in zwei Komponenten parallel zu den
Koordinatenachsen zu zerlegen.

Die Spannungen sind durch Pfeile dargestellt - aber Vorsicht: Spannungen sind keine Vektoren; wir werden gleich
sehen, was sie sind. Die Richtung der Pfeile gibt deshalb die Richtung der wirkenden Kraftkomponente an.

Fur die effektive Buchfiihrung haben die Spannungen zwei Indizes; d.h. wir schreiben Tj; fiir die Scherspannung die
auf der Ebene i in Richtung j wirkt; die Normalspannungen sind dann automatisch mit ojj indiziert.

’ Es liegt nun nahe, die diversen Komponenten der Spannungen zu ordnen; wir fassen sie in einer Matrix zusammen

011 T12 T13
0ij (x,y,z) = | T21 022 T23
T31 T32 033

’ Offenbar brauchen wir alle 9 Komponenten dieser Matrix um den allgemeinen Spannungszustand des Elementarwiirfels
zu beschreiben.

In anderen Worten: Wir missen an jedem Punkt (x, y,z) des Kdrpers neun Zahlen kennen, um seinen Spannungs-
und Verformungszustand zu beschreiben. Das mathematische Gebilde das diese Aufgabe meistert heifl3t Tensor;
es ist die Weiterfilhrung des Begriffs des Vektors.

0ij(x,y,z) ist der Spannungstensor des Verformungszustandes. Er verursacht an jedem Volumenelement V(x,y,z)
entsprechende Dehnungen, die dann vollig analog durch einen Dehnungstensor €;jj(x,y,z) beschrieben werden.

’ Die Bedingung, dalR der Kérper sich nicht bewegen soll, erlaubt uns, den Spannungstensor etwas zu vereinfachen.
Nehmen wir fir den Elementarwiirfel einen Wiirfel mit Einheitsflachen, entsprechen die einzelnen Komponenten des
Spannngstensors direkt den wirkenden Kraften Fij.

Die Bedingung 2F = 0 und 2M = 0 (M = Drehmomente) fiihrt auf die Bedingungen

Oij = O-i]

Tij = Tji

Damit reduziert sich der Spannngstensor (und damit auch der Dehnungstensor) auf die Angabe von 6 unabhangigen
Komponenten.

Was ist ein Tensor?

’ Ein kurzes Wort zu Tensoren als mathematische Objekte. Am einfachsten kann man einen Tensor als Gebilde
auffassen, das zwei Vektoren verknupft.

Betrachten wir die Definition der Spannung o, Wir hatten o = F/A, und F war die auf die Flache A wirkende Kraft.

Dabei hatten wir stillschweigend vorausgesetzt, daf die Kraft F senkrecht auf der Flache A steht. Zwischenzeitlich
haben wir aber auch Spannungszustéande behandelt, bei denen die wirkende Kraft aus beliebiger Richtung auf die
Bezugsflache wirkt. Wir missen jetzt sowohl E als auch A als die Vektoren behandeln, die sie schlie3lich auch
sind.

Die Division zweier Vektoren ist nicht definiert, aber wir miissen obige Gleichung fur o nur umschreiben um eine
wohldefinierte Vektorgleichung zu bekommen

E=0-A

Wobei der Vektor A der Normalenvektor der betrachteten Flache A ist.

Bisher waren bei Vektorgleichungen dieser Art die betrachteten Vektoren alle colinear , d.h. sie zeigten in dieselbe
Richtung und unterschieden sich nur im Betrag. Man denke z. B an das Newtonsche GrundgesetzF =m - a.
Die Verknuipfung der beiden Vektoren erfolgt dabei zwangsweise Uber einen Skalar .
’ Falls wir diese Restriktion fallen lassen wollen, d.h. nach gesetzmafigen Verknipfungen zweier Vektoren suchen, die

aber beliebige Richtungen zulassen, dann ist die einfachst denkbare mathematischen Verkniipfung, daf? jede
Komponente des Vektors F von allen Komponenten des Vektors A abhéangt, d.h. in formelmafiger Darstellung
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Fx = Oxx-Ax + Oxy- Ay + Oxz- Az
Fy = O'yx'AX + O'yyAy + O'yz'AZ
Fz = Ozx-Ax + Ozy - Az + Ozz- Az

Die gjj sind dann die Komponenten eines Tensors, im Beispiel des Spannungstensors. Das Gleichungssystem
oben legt auch schon fest, wie ein Tensor mit einem Vektor multipliziert wird. Im wesentlichen gelten die Regeln der
Matrixalgebra.

’ Ein Vektor ist mehr als drei Zahlen - er hat bestimmte mathematische Eigenschaften die physikalische Realitaten
widerspiegeln, zum Beispiel transformieren sich seine Komponenten beim Wechseln des Koordinatensystems, d.h. bei
Koordinatentransformationen, in eindeutig bestimmter Weise; siehe den Basismodul dazu.

Fur Tensoren gelten &hnliche Regeln und Bedingungen; auch die neun Komponenten eines Tensors miissen
bestimmten Transformationsvorschriften geniigen.

Mehr dazu in einem besonderen Modul, hier soll nur eine daraus resultierende Eigenschaft angesprochen werden:

’ So wie man fir einen gegebenen Vektor immer ein Koordinatensystem finden kann, in der zwei Komponenten des
Vektors verschwinden, d.h. = Null sind, kann man fur einen gegebenen Tensor immer ein Koordinatensystem finden, in
dem alle Nichtdiagonalelemente des Tensors = Null sind. In diesem Hauptachsensystem reduziert sich der
Spannungstensor auf

cp1 0 O
O = 0 o000
0 0 o3

(Ein Index genugt jetzt).

’ Das Hauptachsensystem spielt eine grof3e Rolle in der Elastizitatstheorie; seine Bestimmung fir ein gegebenes
Problem ist immer der entscheidende Schritt zur Lésung des Problems

’ Tensoren fiihren also den Begriff des Vektors weiter; sie verallgemeinern Beziehungen zwischen (physikalischen)
GroRen.

Wir haben jetzt skalare GréRRen - die Angabe einer Zahl an jeder Koordinate (x,y,z) gentigt, um die betrachtete
skalare Eigenschaftvollstindig zu beschreiben. Ein Beispiel ist die Temperatur. Die Angabe einer Zahl an jedem
Punkt bildet dann ein Skalarfeld .

Vektoren benétigen drei Zahlen; Beispiele sind die Geschwindigkeit oder die elektrische Feldstarke. Wir ordnen
jedem Punkt des Raums einen Vektor, einen "Pfeil" zu und erhalten Vektorfelder. Die Maxwell Gleichungen sind
Angaben Uber die Beziehung dieser Vektorfelder (sowie des Skalarfelds der Ladung) und ihrer zeitlichen
Anderungen.

Tensoren bendtigen neun Zahlen an jeder Koordinate; wir erhalten ein Tensorfeld.
’ Da die Rechenregeln fir diese mathematischen Gebilde viele Gemeinsamkeiten haben, fat man alle diese Systeme

zusammen unter dem Oberbegriff "Tensoren der x-ten Stufe", mit x = O fir Skalare, x = 1 fur Vektoren und x = 2 fir
"gewdhnliche" Tensoren.

Ein Verdacht regt sich. Wo hort das auf?

Die Antwort: In der Mathematik - Nimmermehr! In Physik und Materialwissenschaft zur Zeit bei Tensoren der 4.
Stufe. Einige derartige Tensoren der 4. Stufe haben wir (unwissentlich) schon kennen gelernt. Schaun' mer mal.

Elastische Moduln als Tensoren 4. Stufe

’ Der Elastizitatsmodul war definiert als E = da/d €, oder, falls die Dehnung (wie wir immer voraussetzen) der Spannung
proportional ist, E = o/€.

Wir wissen jetzt aber, daf3 o und € Tensoren 2. Stufe sind. Falls wir den E-Modul E als Tensor 0. Stufe, d.h. als
Skalar auffassen, ist die in € enthaltene Richtung der Dehnung immer dieselbe wie die in o enthalten Richtung der
Kraftkomponente. Das muf3 selbstverstandlich nicht so sein.

In einem elastisch stark anisotropem Medium, das beipielsweise nur in einer einzigen Richtung leicht dehnbar ist
(ein hexagonaler Einkristall?), wird der Hauptanteil der Dehnung immer in der "leichten" Richtung zu finden sein -
auch wenn wir schrag dazu ziehen!

’ Wir schreiben also O = E - €, aber lassen zu, daR jede Komponente des Tensors O von jeder Komponente des

Tensors € abhangen kann. Der Elastizitatsmodul E muR damit ein Tensor hoherer, namlich 4.0rdnung werden.
Ausgeschrieben sieht das so aus (mit ¢ statt E weil sich das so eingeburgert hat):
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011 = C1111-€11+C1112 - €12+ C1113 - € 13+ C1121 - €21 + C1122 - €22
+C1123-023+C1131-€31+C1132" - €32+ C1133 - €33

C1211 - €11 + ....

q

[

N
|

Es wird schnell langweilig, wir schreiben deshalb einfacher in Matrixnotation und mit der Konvention, dass tber
gleiche Indizes automatisch summiert wird

Oij = Cijkl - €kl

Wir haben also 81 Komponenten cijjk| des Tensors 4. Stufe, den wir als simplen E-Modul kennen lernten. Um
Verwechslungen auszuschlie3en, werden sie mit ¢ abgekuirzt und hei3en elastische Koeffizienten.

’ Glicklicherweise haben Kristalle immer noch gewisse Symmetrien - selbst das trikline Gitter. Bei einem kubischen
Kristall zum Beispiel, darf es auch fur Probleme der Elastizitatstheorie keinen Unterschied machen, ob ich das
Koordinatensystem um 90° drehe.

Spielt man das flr die 14 Bravaisgitter durch, 1&3t sich die Anzahl der unabhangigen elastischen Koeffizienten
reduzieren. Was bleibt sind

* Maximal 21 unabhéngige Koeffizienten fur trikline Kristalle
* Minimal 2 unabhéngige Koeffizienten fiir kubische Kristalle (und fur vollstandig isotrope amorphe oder
feinkristalline Stoffe).
Deswegen reichten uns zwei unabhénge elastische Moduln fiir isotrope Systeme, wie wir in dem vorangehenden
Kapiteln auch immer betont (aber nicht begriindet) haben.

’ Selbstverstandlich gilt das auch fur die anderen elastischen Moduln.

Allgemeine Gleichungen der Elastizitatstheorie sind also Tensorgleichungen mit Tensoren 4. Stufe - hier wird
deutlich, warum Elastizitatstheorie viel komplexer sein kann als z.B. die Elektrodynamik mit den "simplen*”
Vektorgleichungen von Maxwell.

Nicht zufallig sind sich die allgemeine Relativitatstheorie und die Elastizitatstheorie mathematisch ahnlich - erstere
behandelt, wenn man so will, die Verformung des Raums an sich unter dem EinfluR von Massen.

’ Die implizit aber schon ausgesprochene gute Nachricht ist aber:

Meist reichen 2 elastische Koeffizienten, die wir dann auch in geeigneter Kombination elastische Moduln nennen,
denn damit kann man alle kubischen Kristalle, alle Polykristalle (in denen sich die Anisotropien der Kérner
wegmitteln) und viele amorphe Materialien vollsténdig erfassen.

Wir wollen jetzt nicht mehr weiter in die Elastizitatstheorie eindringen - wir haben alle grundlegenden Begriffe um
jetzt reale Materialien betrachten zu kénnen - unter EinschluR® der plastischen Verformung und des Bruchs .

’ Vorher aber schauen wir uns die im vorhergehenden Kapitel besprochenen speziellen Spannungszustande im Lichte des
Spannungstensors noch einmal an. Hier sind die entsprechenden Zeichnungen; der jeweilige Spannungstensor ist

angegeben.
:’/
T E 4|‘/
Bantena
g1 0 0 -010 O 0 112 O -01 0 O oL 0 O
o=| 0 0 0 0= 0 0 Dl O=|T120 T12 Oo=(0 -01 0 o=|0 o010
0 0O 0 0 0 0 112 O 0 0 -01 0 0O
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7.2.2 Einige Definitionen und Satze

’ Die grundsatzliche Beschreibung von Spannungszustanden mit Hilfe des Spannungstensors ist vollstandig allgemein -
wir kénnen immer beliebige Krafte auf den differentiellen Einheitswirfel wirken lassen.

Die Beschrankung auf elastische Verformungen berihrt nur das Verformungsgesetz, d.h. die Beziehung zwischen
den Tensoren O und €.

Wir kdnnen den Spannungstensor also auch fur nichtelastische Verformungen benutzen - fiir plastische Verformung
und Bruch.

’ In diesem Kapitel wollen wir einige ganz allgemeine Beziehungen zwischen Verformungsarten und Spannungstensoren
kennen lernen. Dazu missen wir uns zuerst einige simple Regeln aufstellen.

1. Wir betrachten jetzt grundsatzlich nur Spannungszustande im Hauptachsensystem.

Die im vorherigen Unterkapitel gezeigten Spannungszustande fir hochsymmetrische Belastungen sind, bis auf die
reine Scherung, schon im Hauptachsensystem - es ist das "natirliche” KO System.

Der ebenfalls gezeigte Spannungszustand der reinen Scherung muf3 durch eine Koordinatentransformation in einen
reinen Normalspannungszustand Uberfuhrt. Wie man das macht ist hier nicht wichtig, aber in einem anderen Modul
gezeigt. In dem neuen KO System hat auch der Spannungstensor der reinen Scherung nur noch die
Diagonalelemente o1, 02 und o3.

2. Die Koordinatenachsen werden jetzt immer so gewahlt, dal® o1 > 02 > 03.

’ Es ist wichtig sich klar zu machen, dal’ das Hauptachsensystem an jedem Punkt des unter Spannung stehenden
Korpers definiert werden muf3, wobei es sich nattrlich in nicht-pathologischen Féallen stetig &ndert, wie in einem
beliebigen Beispiel unten gezeigt.

’ Das Feld der Koordinatensystem-Einheitsvektoren, symbolisiert durch die blauen Linien, enthalt offenbar die wesentliche
Information Uber den Spannungszustand und (bei den Ublichen linearen Materialgesetzen) Dehnungszustand.

’ Im jeweiligen Hauptachsensystem gelten zwei Satze:

Satz la: Die maximale Scherspannung die auftreten kann ist gegeben durch

Satz 1b: Die Ebene mit maximaler Scherspannung liegt unter 45° zu den Ebenen auf denen o1 und a3 wirkt, wie
unten illustriert.

X o

X3
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Die beiden griinen Ebenen sind die Ebenen maximaler Scherspannung. Zu beachten ist, daf3 bei der Wahl des
kleinsten o nicht der Betrag zu nehmen ist - negative o, d.h. Druckspannungen sind kleiner als positive o, z.B ist —
5 GPa eine kleinere (Druck)spannung als — 2 GPa oder + 8 GPa.

’ Wir werden diesen Satz nicht beweisen; er ist nahezu direkt einsichtig. Wir sind nun in der Lage, die beiden wirklich
wichtigen Séatze zu formulieren:

Satz 2: Die maximal auftretende Scherspannung bestimmt plastische Verformung. Sie beginnt durch
Versetzungsbewegung auf derjenigen Gleitebene, die der Ebene maximaler Scherspannung am néchsten liegt.

Entscheidend ist, ob auf dieser Gleitebene die vorliegenden Scherspannungen eine fir Versetzungsbewegung
notwendige kritische Scherspannung Tkrit erreichen.

Satz 3: Die maximale Normalspannung, d.h. o1, ist bestimmend flir das Eintreten eines Bruchs.

Sobald o1 > ogrych, wird die Probe unvermittelt brechen.

’ Auch diese Satze werden wir nicht beweisen, da sie sich aus dem folgenden fast von alleine ergeben. Wir werden aber
jetzt schon einige wichtige SchluR3folgerungen ziehen.

Aus dem ersten Satz folgt, daf3 Korper die unter beliebig hohem allseitigem Druck oder Zug stehen, sich niemals
plastisch verformen, denn

Tmax = ¥%2(01—03) = 0.

Noch verbliiffender: Zusatzliche Spannungen, die auf einen Kérper einwirken, kénnen plastische Verformungen
verhindern, denn vergré3ern eines kleinen a3 kann beispielsweise Tmax verringern.

Aus beiden Satzen folgt, dal3 es materialspezifische kritische GréRRen gibt - Tkrit und Oruch - von denen die
plastischen und Brucheigenschaften des Materials abhangen.
’ Wir haben zwar schon aus den Bindungspotentialen abgeleitet, bei welcher ultimativen Spannung oder Dehnung eine

Bindung "aufgeht”, d.h. definitiv Bruch eintritt, aber das war eine absolute obere Grenze. Wir haben keine Aussage
dartber, ob Bruch schon bei kleineren Spannungen auftreten kann, und was dann ogrych bestimmt.

’ Wir haben insbesondere kein Kriterium fiir Tirit. Wir sind uns aber im klaren dariber, dafd Tkrit SO ziemlich die
wichtigste Bestimmungsgrof3e fur das nichtelastische Verformungsverhalten eines Materials ist. Fir simplen
einachsigen Zugs (o2 = 03 = 0) gilt schlicht:

Das Material ist sprode falls

OBruch < 2Tkrit- Der Sprddbruch tritt vor plastischer Verformung auf. Da wir annehmen kdnnen, dafd Tirit (und
vielleicht auch ogrych) temperaturabhangig sind, kann das bedeuten, daf? ein sprodes Material mit zunehmender
Temperatur duktil wird - wie z.B Si und Ge.

Im Umkehrschluf3 gilt, da® ein Material duktil ist, falls
OBruch > 2Tkrit-

Elastisches Verhalten liegt jetzt immer dann vor, falls sowohl
O < 2Tkrit und

O < OBruch-

’ Fur kompliziertere Spannungszustande werden die Kriterien etwas komplizierter, aber die Schluf3folgerung bleibt
dieselbe:

Zwei Materialparameter - Tkrit und OBruch - bestimmen, ob ein gegebenes Material auf einen bestimmten
Spannungszustand elastisch, plastisch oder mit Bruch reagiert.

Dabei ahnen wir schon, daf3 beide Parameter keine einfachen Zahlen sind, sondern auf3er von der Temperatur noch
vom Geflige abhangen werden - von z.B. Korngré3e, Versetzungsdichte, Verunreinigungsgehalt, usw.

Und im Grunde wissen wir auch schon, daf Tkrjt unmittelbar damit gekoppelt ist, wie leicht oder schwer in einem
gegebenen Material Versetzungen erzeugt und bewegt werden kdénnen.

’ Somit wird es jetzt Zeit, sich mit den beiden Materialparametern néher zu beschéftigen. Soweit es das generelle
Verhalten und den Bruch betrifft, wird das in den verbleibenden Unterkapitel dieses Kapitels erfolgen; der kritischen
Schubspannung Tkrit werden wir jedoch ein eigenes Kapitel 8 widmen.
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7.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.2: Der allgemeine Spannungszustand

’ Ein beliebiger Kdrper verformt sich elastisch unter dem
Einflul® beliebiger Krafte. Wir beschreiben den Vorgang: bogy

Aus einem kubischen Volumenelement dV am
Punkt r wird im allgemeinsten Fall ein "geschertes"
Parallelepiped. T

Til

Analogie: Aus einem kubischen Gitter wird ein I

triklines. n

e i

’ Dazu mulR3 auf jede Flache des Kubus eine beliebige T
Spannung wirken kénnen, die wir in eine Normal- und H —

zwei Scherspannungen zerlegen kénnen: > L

Die "Buchhaltung" erfolgt durch zwei Indizes: Der
erste gibt die Ebene an ("i" fir die Ebene senkrecht
zu x;j), der zweite die Richtung ("j" fur xj Richtung).

X

’ Anordnung der gjj und Tjj in Matrixform ergibt einen

Tensor. > O11 T12 T13

ij(x,y,z) = | T21 022 T23
T31 T32 033

Da unser dV - Wirfel sich weder bewegen noch
drehen soll, sind nur 6 Komponenten unabhangig. gij = 05

Tij = Ti

’ Tensoren sind Weiterfuhrungen von Vektoren; der
Spannungstensor ist ein Tensor 2. Stufe.

E=2.A
Skalare = Tensoren 0. Stufe
Vektoren = Tensoren 1. Stufe (1 Unterstrich)
Spannungen, Dehnungen = Tensoren 2. Stufe (2 Fx = Oxx Ax *+ Oxy- Ay + Oxz- Az
Unterstriche) Fy = Oyx-Ax + Oyy Ay + Oyz - Az

(E-Modul = Tensor 4. Stufe).

Fz = Ozx - Ax + Ozy - Az + Ozz- Ag
Tensoren 2. Stufe verkniipfen Vektorfelder, so dass

ein lokaler Vektor, z.B. ein lokaler
Oberflachennormalenvektor A durch Multiplikation
mit dem Tensor in einen anderen Vektor
transformiert wird; im Beispiel in die auf die
Oberflache wirkende Kraft F. =

Der einfachst mogliche Fall einer solchen
Verknupfung ist, dass jede Komponenten des
Kraftvektors von jeder Komponente des
Oberflachennormalenvektors abhangt:

’ Die Verkniipfung von Spannungstensor ojj und dem

zugehorigen Dehnungstensor €ij braucht im 011 = C1111 - €11+ C1112 - €12 + C1113 - €13
allgemeinsten Fall jetzt einen Tensor 4. Stufe mit 81 +C1121 - €21 +C1122 - €22 + C1123 * 023
Komponenten; die cjjk heil3en elastische Koeffizienten. +C1131 - €31 +C1132 - €32 + C1133 - €33
>

i ; . . 012 = C1211- €11+ ....
’ Mit Symmetrietiberlegungen laf3t sich (fir die hier immer

unterstellten Einkristalle) die Zahl der elastischen

Koeffizienten reduzieren:

Im "schlimmstmoglichen” Fall (trikline Symmetrie)
werden 21 elastische Koeffizienten gebraucht.

Im einfachsten Fall (kubische Gitter), reichen 2 -
daraus lassen sich dann unsere altbekannte
elastische Module wie E, v, G oder K ableiten.
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Der einfachste Fall gilt auch fir beliebige isotrope
homogene Materialien, z.B. fur alle Polykristalle mit
"kleinen" willktrlich orientierten Kérnern oder flr
isotrope amorphe Materialien - und damit fur die
gebréauchlisten technischen Werkstoffe.

Speziellen Spannungszustanden entsprechen

"einfache" Tensoren. =

’ Fur einen gegebenen Tensor laRt sich durch eine

geeignete Koordinatenstranformation immer ein 010 0
Kpordi.natensystem finden, bgi dem alle gij(x.y.2) = 0 020
Nichtdiagonalelemente = 0 sind. = 0 0 o3

Dieses KO-System heif3t Hauptachsensystem.

Tensoren werden, soweit moglich, immer im 0O1>02>03
Hauptachsensystem notiert.

Die verbliebenen Normalspannungen werden dann
nur mit einem Index geschrieben und der GréRe
nach geordnet.

’ Die maximale Scherspannung Tmax die dann auftreten
kann, ist gegeben durch die nebenstehende Formel. >
Die Ebenen mit maximaler Scherspannung liegen

unter 45° zu den Ebenen auf denen o1 und o3 Tmax =

wirken. 2

’ Bedeutung:

Die maximal mdglichen Scherspannungen
bestimmen das Auftreten von plastischer
Verformung.

Die maximale Nornalspannung o1 bestimmt das
Auftreten von Bruch.
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Marmor, Stein und Eisen, bricht,

aber unsre Liebe nicht
Drafi Deutscher

7.3 Der Sprodbruch
7.3.1 Theoretische Bruchfestigkeit aus energetischen Betrachtungen

Allgemeine Bemerkungen und theoretische Bruchfestigkeit

’ Wie schon mehrmals betont, brechen reale spréde Materialien bei kleineren Spannungen als aus den Bindungskréften
ausgerechnet.

Das ist einerseits unschon, andererseits ein Hinweis darauf, da’ das Gefiige, also Abweichungen vom idealem
(kristallinem) Aufbau, hier mitspielen.

Bruchexperimente mit einem gegebenem Material, aber verschiedenem Geflige, werden in der Regel auch
verschiedene Bruchparameter ergeben - wie z.B die Bruchspannung und -Dehnung, oder die Zahigkeit Gc.

Leider ist der Bruch nicht so "einfach", daf3 nur das Gefuige eines Materials eingeht.
’ Das laRit sich am besten dadurch demonstrieren, daf’ wir einen langen Stab eines sproden Materials mit irgendeinem,
aber homogenem Geflige einem Bruchtest unterwerfen.

Bei irgendeiner Spannung o1 wird das Material in zwei Teilstiicke zerbrechen. Wir wiederholen den Test jetzt mit
den beiden Teilstucken; sie brechen bei der Spannung o2,1 und o7 2 in vier Teilstiicke.

Und so weiter. Wir erhalten eine ganze Serie von oj, j Werten, und wir werden tendenziell immer finden, daf3
gj,j > gj-1,j - nurder Index i ist wichtig.

’ In anderen Worten: Je kleiner die Bruchstiicke, desto bruchfester sind sie.
Das ist ein deutlicher Hinweis darauf, daf3 der Bruch durch die Verteilung von spezifischen Defekten bedingt ist.

Eine mdgliche Erklarung dafur wére: Der erste Bruch entsteht am "grof3ten” Defekt mit der grof3ten Leichtigkeit, die
weiteren Briche werden an den zweitgrof3ten, drittgrof3ten usw. Defekten induziert - es wird immer schwerer. Das
ist im Kern die richtige Interpretation.

’ Die einfachste Behandlung der Bruchmechanik startet nicht mit Spannungen und Dehnungen, sondern betrachtet
Energien. Wir vergleichen im wesentlichen die gesamte Energie (oder besser freie Enthalpie) die im gebrochenen Koérper
steckt mit der Energie im verspannten Zustand.

Zunéchst betrachten wir jedoch die theoretische Bruchfestigkeit indem wir die Arbeit bis zum Bruch aus den
Bindungspotentialen berechnen.

In Kapitel 2.4.3 haben wir bereits die Spannungen und Dehnungen bis zum Bruch berechnet. Das Ergebnis war
jedoch unhandlich und nicht geeignet um reale Materialen zu beurteilen.

’ Schauen wir uns zunachst noch mal den prinzipiellen Verlauf von Bindungspotential und den zugehdrigen Kraften bzw.
Spannungen an.

Uy ar

Arheit his
Bruch

)

; ‘Wendepunkt

Die ruckstellende Kraft aus dem Bindungspotential U(r) ist —dU/dr. Wir missen Arbeit gegen diese Kraft leisten,
d.h. mit der Kraft +dU/dr die Distanz von rg bis « Gberwinden.

Die dabei zu leistende Arbeit ist dann genau die hellgriine Flache unter der dU/dr Kurve.

’ Wir kdnnten nun naturlich die allgemeine Potentialformel benutzen und aufintegrieren; das Ergebnis wird aber kaum
nutzlicher sein kdnnen als die alte Formel fur die maximale Bruchspannung. Wir wahlen einen anderen Weg:
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Zunachst machen wir eine mathematische Naherung fiir den relevanten Teil der Kraftkurve - wir ersetzen den
genauen Verlauf durch eine Sinus-Halbwelle. Die Amplitude der zu wahlenden Sinuskurve ist dann als Omax zu
wahlen, die Wellenlange A ware A = 4(rs — rg) oder, mit der GréRe ry, wie im Bild definiert, A = 2ry,. Wir schreiben

also (gleich fur o statt der Kraft F)

21
O = Omax - Sin — - (r—rp)
A

T(r —ro)
= Omax - Sin

m

’ Die zu leistende Arbeit bis zum Bruch pro Flacheneinheit (= r2p) ist damit in der Sinus-Naherung (mit r —rg als
Variable):

ro+rm ro+rm -n'(r - ro)
Pbruch = o-dr = Omax- sin d(r -ro)
ro ro m
Als unmittelbares Ergebnis erhalten wir
2-'m
Pbruch ® Omax °
'I'l'

’ Nett und einfach, aber wir brauchen noch omax und rm als Funktionen sinnvoller Materialparameter (die Exponenten n
und m aus der Potentialformel sind z.B nicht sinnvoll).
Dazu uberlegen wir uns: Wo bleibt die geleistete Arbeit? Sie kann nicht spurlos verschwinden, sondern muf3 noch
im System stecken. Da ein Bruch nicht zur Erwarmung der Probe fuhrt, wird sie nicht (oder nur zu einem
vernachlassigbarem Teil) in Gitterschwingungen, d.h. in Warme umgesetzt.
Was hat sich also geandert? Antwort: Wir haben neue Oberflache geschaffen. Und jede Oberflache hat eine
Oberflachenenergie Y. Ein GroRteil der geleisteten Brucharbeit wird also benétigt, um diese, im gebrochenen System
zusatzlich auftretende Oberflachenenergie zu schaffen.

Da wir zwei neue Oberflachen produzieren setzen wir jetzt einfach

Pbruch = 2Y

Beide Terme sind Energien pro Flacheneinheit; eingesetzt erhalten wir fir rm

m-Y

'm =

Omax

Damit haben wir ryy; wir brauchen aber immer noch einen sinnvolles MaR fiir omax; eine Grole, die aus der Ableitung
der Potentialkurve resultiert.
Dazu erinnern wir uns, daf3 die Steigung der Potentialkurve etwas mit dem E-Modul zu tun hatte. Wir haben also
etwas verkappte zusatzliche Information tUber den Verlauf unser Sinus-N&herung, die wir einbringen kénnen.
Das ist nicht besonders schwierig, aber auch nicht direkt einsichtig. Der vielleicht einfachste Rechenweg fiihrt Giber
die Betrachtung unserer Sinus-Néherung an der Stelle rg.

Um rg kdnnen wir den Sinus durch sein Argument nahern, d.h.

m(r — ro) Ti(r - ro) mM-rg r — 1o m-rg

sin

'm 'm 'm ro m

In dieser Naherung erhalten wir fiir die Spannung o bei rg und daraus dann fiir omax
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Omax - T+ € - (ro/fm)

u

o(r =rp)

o(r =ro) 'm

u

Omax
€ mT-IQ

’ Der erste Term - a/€ - ist aber schlicht der Elastizitaitsmodul E - damit haben wir das Ziel erreicht. Wir miissen nur noch
rm aus obiger Formel einsetzen und erhalten

Omax =

Das Endergebnis ist damit

E-y )12
Omax ~
ro

’ Das ist eine brauchbare Formel! In Worten sagt sie:

Die maximale Spannung, die ein Material aushalt bevor es bricht, ist proportional zu der Wurzel aus seinem
Elastizitatsmodul und seiner Oberflachenenergie.

Damit kann man arbeiten; wir erhalten zum Beispiel folgende Werte flr einige Materialen

Material Omax [GPa]
C (Diamant) 205 {111}
C (Graphit) 1,4 {100}
Si 32 {110}
SiO2 ("Glas") 16 {amorph}
Angeben sind die kleinsten Werte fur die jeweilige krist. Ebene

Da die Oberflachenenergie stark anisotrop ist, wird auch omax anisotrop sein. Diamanten (und Si, und fast alle
Einkristalle) kann man auch immer in einer Ebenen besonders gut spalten, d.h. dort brechen sie am leichtesten.

’ Was sagt das Experiment? Jetzt, wo wir leicht Vorhersagen machen kénnen, lohnt sich die Uberpriifung.

Das Experiment sagt: Die meisten Materialien brechen bei viel kleineren Spannungen als omax - Glas, z.B. liegt
eher bei ca. 0,1 GPa als bei den theoretischen 16 GPa. AuRerdem findet man im Experiment oft stark
schwankende Werte, auch fir nominell identische Proben.

Woran liegt das? Nun ja, wie schon erwahnt (und wie fast immer): An Defekten, und zwar an einer speziellen Sorte,
die wir als "Mikrorisse" bezeichnen. Wir sind Mikrorissen schon mal kurz begegnet, haben sie aber nicht
ausfihrlich behandelt.

Den Zusammenhang zwischen Mikrorissen und der Bruchfestigkeit schauen wir uns im néchsten Kapitel etwas
genauer an.
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7.3.2 Mikrorisse und Bruchfestigkeit

Mikrorisse als Quelle lokaler Bruchvorgénge

Was sind Mikrorisse? Zunachst mal kleine Hohlrdume oder "voids", insbesondere falls sie eher zweidimensional sind.
Aber da ist noch viel mehr:

Kleine Risse im Wortsinn, die von der Oberflache aus in das Material fihren. Jede mechanisch bearbeitete
Oberflache wird solche Mikrorisse aufweisen, auch wenn sie mit dem bloRem Auge oder dem Lichtmikroskop nicht
sichtbar sind.

Interne Risse, z.B. zwischen Kérnern, insbesondere zwischen zusammengesinterten Kérnern einer Keramik, oder

an Ausscheidungen die nicht so recht ins Gitter passen. Diese Mikrorisse mégen zwar nur einige nm ausgedehnt
sein; aber das reicht um das Bruchverhalten zu beeinflussen.

Aufgestaute Versetzungen, z.B. an einer Korngrenze. Das sieht im Extremfall so aus:

Versetzungsstau
» » Netzebenen

Gleitebene

Korngrenze (

Irgendeine Spannung treibt die eingezeichneten Stufenversetzungen nach rechts (linkes Teilbild), wo sie auf eine
undurchdringliche Barriere stof3en, z.B. eine Korngrenze oder eine Ausscheidung. Der Versetzungsstau als
Ergebnis ist rechts dargestellt; der Bereich unterhalb der zusammengequetschten Versetzungen ist "praktisch” ein
kleiner Rif3.

Damit laf3t sich verallgemeinert sagen: Jede "verdinnte" Zone im Kristall kann als Mikrori3 aufgefal3t werden - und das
alles gilt dann sinngemaf auch fiir amorphe Materialien. Die entscheidende Erkenntnis ist jetzt: An Mikrorissen tritt
Bruch friher ein als im ri3freien Material. Das hat zwei Grinde:

1. An einem Mikrori3 kdnnen die lokalen Spannungen
hoher sein als im Volumen. Das nebenstehende Bild zeigt
einen im unbelasteten Zustand spannungsfreien Mikrorif3
(es ist nur etwas Material von der Oberflache her
herausgenommen). Legen wir von auf3en eine einachsige
Spannung an (d.h. wir machen einen Zugversuch), finden wir
an differentiellen Einheitswirfeln im Volumen (weit weg vom
RiR) ebenfalls nur einen einachsigen Spannungszustand.

An einem Einheitswiirfel dicht am Mikrorif3 missen die
Spannungen jedoch anders sein - direkt am Rif3 ist schlicht
kein Material das dem Zug von oben oder unten direkt Paroli
bieten kann. Wir miissen Spannungen ab- oder aufbauen,
damit der Wiirfel in Ruhe bleibt; das Bild zeigt das
schematisch. Dicht an der Rif3flache sind die Spannungen
kleiner, an der Ril3spitze grol3er.

Dies fuhrt dazu, dafR nach lokaler Transformation auf
Hauptachsen, die (bruchverursachenden)
Normalspannungen jetzt hdher sein kdnnen als die externe
Spannung; insbesondere an scharfen "Kanten". Damit
erfolgt lokaler Bruch am Mikrorif3 bei kleineren Spannungen
als im Volumen.

2. Viele Mikrorisse in der allgemeinen Definition (z.B. der Versetzungsstau) haben bereits hohe eingebaute
Spannung; in der Regel sowohl Bereiche mit Zug- als auch mit Druckspannungen.

Irgendwo am Mikrorif3 wird sich die eingebaute Spannung mit der angelegten duf3eren Spannung so uberlagern, daf3
die Normalspannungen sich addieren. Wiederum sind die lokalen Spannungen hdher als die &uf3ere Spannung;
lokaler Bruch erfolgt vor dem globalen Bruch.

Beide Effekte kdnnen sich naturlich Gberlagern, im Endeffekt werden wir aber praktisch immer davon ausgehen kdnnen,
dafd ein lokaler Bruch am Mikrorif3 lange vor dem globalen Bruch eintritt.
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Die Lage ist ziemlich komplex; es sieht nicht so aus als ob es leicht mdglich ware, ein simples Bruchkriterium fir
lokale Briiche an Mikrorissen aller Art zu entwickeln. Es sieht auch nicht nur so aus - so ist es!

’ Aber - wir sind gar nicht so wahnsinnig scharf darauf, herauszufinden ob an irgendeinem Mikrorif3 ein lokaler Bruch
auftritt, d.h. der Rif3 sich etwas vergré3ert. Was wir wirklich wissen wollen, ist ob die ganze Probe bricht!

Die wichtige Frage ist also, ob mindestens einer der lokalen Mikrorissen sich unaufhaltsam ausbreitet - bis er die
ganz Probe umfal3t. Und daftir, fir die Ausbreitung von Mikrorissen, lassen sich netterweise simple Kriterien
finden.

Wohlauf! Schaun mer mal.

RiRausbreitung an Mikrorissen

’ Wir betrachten einen (idealisierten) Mikrorif3 in einem anderweitig perfekten Kristall in der unten gezeigten Geometrie.

Wir missen nur ausrechnen, ob es sich energetisch lohnt, den Ril3
F zu vergrof3ern. In anderen Worten: Nimmt die im Kristall mit Rif3
gespeicherte elastische Energie P* als Funktion der Mikrori3flache
2c - b ab oder zu, falls wir eine Spannung o anlegen.

Das Kriterium fUr RiRausbreitung ist dann, ob P*rjr gréRer oder
kleiner wird. In Formeln:

“— dP*Rig
/ d(c - b)

Wie grof3 ist die im ril3freien Kristall gespeicherte elastische
Energie? Im perfekten Kristall ist sie pro Volumeneinheit fur einen
linearen Verlauf der Spannungs- Dehnungskurve gegeben durch die
schon friher eingefiihrte Zahigkeit, also

Pk= [ode =% -0 € = 02/2E .

Die Spannung o ist im betrachteten Bereich Gberall identisch mit
der extern angelegten Spannung, und die Dehnungen (in
Zugrichtung) ergeben sich aus € = (1/E) - ©.

Weit weg vom Mikrorif3 wird sein Einflu3 auf das Spannungs- und
Dehnungsfeld minimal und damit vernachlassigbar sein. Fir diesen
Teil des Kristalls gilt dann die obige Formel.

{ >0 d.h. der Ri3 wird sich nicht ausbreiten

<0 d.h. der RifR wird sich ausbreiten

’ Um den RiR herum werden die Spannungen und Dehnungen jedoch anders sein als im Volumen des Kristalls, und
damit auch die gespeicherte elastische Energie.

Wie genau die Spannungen und Dehnungen um den Mikrori3 herum aussehen, und damit die gespeicherte
elastische Energie, ist ein schwieriges Problem der Elastizitatstheorie; die Losungen sind selbstverstandlich von der
genauen Art des Mikrorisses abhangig. Wir wollen uns aber damit nicht belasten und machen eine radikale
physikalische Naherung:

Wir nehmen an, daR3 in einem Zylinder um den Mikrorif3 herum die Spannungen und Dehnungen schlicht Null sind.

Schauen wir uns an was das bedeutet:

Maximale N
Spannung Keine
Spannung
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’ Direkt an der Oberflache des Mikrorisses kdnnen keine Spannungen wirken und keine Dehnungen vorhanden sein - die
oberflachennahen Atome erfahren keine Kréfte und sind immer im Gleichgewichtsabstand zu ihren Nachbarn (wir
vernachlassigen mal die "Ecken").

Das scheint im Widerspruch zu obiger Aussage erhdhter Spannungen an einem Mikrorif3 zu sein, aber die
Spannungstberhéhung tritt nur an "scharfen” Ecken massiv auf.

Grundsatzlich kénnen wir erwarten, daf3 in einem zur Groéf3e des Mikrorisses korrespondierendem Volumen die
Spannungen und Dehnungen insgesamt kleiner sind als im Volumen. Unsere Naherung bertcksichtigt dies; wir
kénnen aber nicht so recht abschétzen, wie gut sie ist.

’ Wir kommen aber relativ leicht zu einer Formel, die trotz Naherung einige Aussagekraft hat.
Im Zylindervolumen ist also keine elastische Energie gespeichert, oder umgekehrt herum betrachtet, es wird die
Energie PRjg freigesetzt falls wir jetzt in ein gegebenes Volumen einen Rif3 einfihren.
Die freigesetzte Energie ist damit:

02
PRiB = — . '|T'C2'b
2E

Der zweite Term ist schlicht das Volumen des Zylinders.

Mit der Ri3flache A = 2 - [2c¢ -b] (der Faktor 2 berilicksichtigt, dal3 es zwei RilZoberflachen gibt)
erhalten wir

o2 m-c-A
Priz = —
2E 4

’ Dieser gewonnenen elastischen Energie steht die aufzuwendende Oberflachenenergie Pop =Yy -A=4y-c-b
entgegen.

Wir kdnnen damit das Bruchkriterium von oben neu formulieren: Bruch wird erfolgen, wenn bei einer VergroRerung
des Mikrorisses die gewonnene elastische Energie grof3er ist als die aufzuwendende Oberflachenenergie.

Das Kriterium fur RiBwachstum in Formeln ist also

dPob dPRig
<
dA dA
Damit haben wir
d d (o2.mm-c-A
— (YA < —
dA dA 8E
o2.-Tm-c
Y <
8E
’ Als Endergebnis erhalten wir
Bruch erfolgt fur
8E - vy \ 1/2
g > -
Tm-C
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’ Das ist eine einfache und nitzliche Formel. Sie besagt insbesondere, daf? ein im Material vorhandener Mikrorif3
unaufhaltsam wachsen wird, wenn die aul3ere Zugspannung groR3er ist als eine kritische Spannung die von der Ril3groRe
¢ abhangt!

Wie gut ist die Formel? Schlief3lich haben wir eine ziemlich radikale Ndherung benutzt.

Die Antwort ist: Ziemlich gut - im Rahmen des idealisierten Zustands. Genauere (und viel komplexere) Rechnungen
ergeben gerademal einen Faktor 2 Unterschied; wir erhalten:

2E -y ) 1/2
g > e
Tm-C

Insbesondere ist die funktionale Abhangigkeit der Bruchspannung von der Oberflachenenergie und der RiRgroflie
unveréndert.
’ Vergleichen wir die Bruchspannung bei Vorhandensein von Mikrorissen (wir nennen sie oRjg), mit der maximalen
theoretischen Bruchfestigkeit omax, erhalten wir

Omax m-C

ORiR ro

Die maximale reale Bruchspannung eines Materials ist also um den Faktor 11 - c/rg kleiner als die theoretische
Bruchspannung. Dabei ist ¢ die Abmessung des groldten vorhandenen Mikrorisses.

Die Formel zeigt inshesondere: Schon kleinste Mikrorisse im Bereich weniger Gitterkonstanten rg, d.h. im
Nanometerbereich, verringern die Bruchfestigkeit signifikant.

Im Gbrigen verstehen wir, warum die Bruchstiicke einer schon gebrochenen Probe jetzt tendenziell erst bei h6heren
Spannungen brechen: Die verbliebenen Mikrorisse kdnnen nur kleiner sein als der Mikroril3, der zum ersten Bruch
fuhrte.

’ Was sagt das Experiment zu unserer Formel? Zu den zwei unabhéangigen Vorhersagen

ORR < Y”

orig o (llc)

Wahrend (die nicht ganz einfach zu messende) Abhangigkeit von der Ri3gréRe ¢ im allgemeinen ganz gut erfillt ist;
gilt das nicht fur die Proportionalitéat zur Wurzel aus der Oberflachenenergie vy.
Die sich aus Bruchexperimenten ergebende Oberflachenenergie ist tendenziell oft erheblich groRer als die wahre
Oberflachenenergie.
Dies bedeutet, daR im (vergréf3erten) Ril3 mehr Energie steckt, als man in den neuen Oberflachen "unterbringen”
kann. Das ist in der Praxis eine gute Sache - erhéht es doch die reale Bruchfestigkeit.
’ Die Ursache firr diese Beobachtung ist in der Regel, dal’ an der Ri3spitze doch etwas plastische Verformung stattfindet
- auch bei eigentlich sproden Materialien! Versetzungen werden erzeugt und bewegt - und dazu wird Energie bendtigt.
Das ist die im Experiment gefundene zusétzliche Energie, die eine erhdhte Oberflachenenergie vorgaukelt.

Wir beenden damit den Sprodbruch - obwohl viele Fragen offen bleiben, und noch viel zu sagen wére. Klar geworden ist
hoffentlich, warum die ingenieurmafige Bruchmechanik - z.B. die Vorhersage welches Bauteil unter welcher Belastung
wann brechen wird - zu den schwierigsten Problemen der strukturellen Materialwissenschaft gehort (man beachte die
bisher gar nicht angesprochene zeitliche Entwicklung der Bruchspannung, d.h. das Alterungsverhalten des Bauteils
bezuglich Sprédbruch).
Und wir wollen nicht vergessen: Die strukturelle Integritét eines Produkts ist die Grundvoraussetzung fir sein
Funktionieren. Grof3ere technische Katastrophen sind haufig auf Briiche (nicht unbedingt nur Sprédbriiche)
zuruckzufuhren.

Wer gerne mehr wissen mdchte: In einem "advanced" Modul werden noch einige Punkte etwas vertieft.
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7.3.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.3: Der Sprodbruch

’ Bruch tritt spatestens dann auf, wenn durch
elastische Verformung gegen die Bindungskréafte
soviel Arbeit geleistet wurde, dass die | -aLryde

Bindungsenergie tbertroffen wird. :-.n'"- 'g.-uli. his
Nach dem Bruch steckt die zugefiihrte Energie \
in der Oberflachenenergie y - A der \

neugeschaffenen zwei Oberflachen A. —

Mit diversen Naherungen und Tricks erhalt man
fur die maximale (einachsige Zug)spannung

Omax. die ein Material aushélt bevor es bricht,
die nebenstehende Beziehung. ]

Ein Material ist also umso fester, falls es einen
grof3en E-Modul und eine grof3e
O_berflachenenergle hat: AuB_erdem sollte der Pbruch = 2Y
Bindungsabstand rg klein sein.

’ Diese Betrachtung liefert aber nur eine absolute
Hochstgrenze. In realen sproden Materialien tritt E-v
Bruch i.d.R. schon bei viel kleineren Spannungen Omax ~ | —
auf. ro

In duktilen Materialen erfolgt schon lange vor

i Wendepunkt

1/2

Erreichen der Bruchspannung plastische
Verformung, dadurch werden die Spannungen
angebaut und die Bruchspannung kann nicht
(sofort) erreicht werden. Falls die Spannung
aufrecht erhalten wird, wird Bruch aber friher
oder spéater weit unterhalb der theoretischen
Grenze erfolgen.

’ Auch reale sprédeMaterialien brechen bei kleineren
Spannungen als der theoretischen Grenze, weil sie
Defekte enthalten, die "Mikrorisse" genannt
werden.

Das Konzept der Mikrorisse ist auf jedes
Material anwendbar (nicht nur auf Kristalle); in
Kristallen kann ein Mikroriss auch eine
Versetzungsaufstauung oder ein E——
Leerstellenagglomerat sein. Spannung Keine

Spannung
’ Um einen Mikroriss herum sind die lokalen
Spannungen anders als im soliden Material,

insbesondere an den Enden kénnen sie sehr hoch
werden.

Andererseits werden im Volumen um den
Mikroriss herum die Spannungen schwach
sein - das Material ist dort ja schon "gerissen".

Eine VergrofRerung der Mikrorissflache um die
Flache dA fuhrt demnach einerseits zu
Energiegewinn dPRjss, weil um den Riss
herum Spannungen, und damit Energie
abgebaut wird, andererseits zu einer
Energieerhthung dPop durch die neugebildete
Oberflache.

’ Das Bruchkriterium ist dann einfach
Nettoenergiegewinn, d.h: = dPob dPRig

dA dA
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’ Eine simple Naherung (mit ¢ = lineare Ausdehnung
des Risses) ergibt: 8E -y ) 1/2

Aufwendigere Rechnungen &ndern nur den
Faktor 8 etwas.

Nach wie vor ist die maximale Bruchspannung
proportional zur Wurzel aus E und Yy, aber statt

m-C

des Bindungsabstandes rg geht jetzt die
Mikrorissgrof3e ein.

’ Damit kbnnen schon kleinste, praktisch nicht
nachweisbare Risse im nm Bereich die
Bruchfestigkeit eines Materials erheblich
verkleinern!
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7.4. Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 7: Mechanische Eigenschaften

Der Zugversuch ergibt eineFille von
Materialeigenschaften:

Unterscheidung sprdde - duktil - gummiartig usw.;
und damit auch elastische - plastische Verformung.

Zahlenwerte fur E-Modul (E = do/d €); FlieRgrenze
Rp, max. Zugfestigleit Ry, Bruchdehnung und
Spannung, Zahigkeit (Flache unter o - € Kurve) als
Funktion der Temperatur T und der
Verformungsgeschwindigkeit de/dt.

’ Mechanismen dazu indirekt bestimmbar:

Spannung
o=F/Ad

< deldtfy

b

-«
®

|

Elastizitat aus Anderung Bindungsabstande (alle
Kristalle, ...). Maximale Dehnung wenige % oder
kleiner.

Gumimielastizitat: Maximale Dehnung 100 % und
mehr = Reiner Entropieeffekt!

<T2

|
|

Plastische Verformung: Erzeugung und Bewegung
von Versetzungen.

’ Auf beliebigen Ebenen im Probekérper steht die
wirkende Kraft nicht senkrecht auf der betrachteten
Ebene, deshalb:

Zerlegung der Spannung in Normalspannungen (o)
und Scherspannungen (T).

Spannungsverlaufe (blau) als Funktion des
Ebenenwinkels 0). sind nicht mehr &hnlich dem

Kraftverlauf (rot). Oex

. . . Onorm = Oex Sin2 O Oscher = — - sin 2 O
Scherspannungen bestimmen die plastische >
Verformung!

’ Spezielle elastische Verformungen werden mit
passenden elastischen Modulen beschrieben E

Einachsiger Zug (und Druck): E-Modul und G =
Querkontraktionszahl v = 0.2 .... 0.5 2(1 + V)

Reine Scherung: Schermodul G

12

04E (fir v ~0,3)

Allseitiger Druck: Kompressionsmodul K E

u

Bendotigt werden in isotropen homogenen K = 0,8E (fir v =0,3)
Materialien aber immer nur 2 elastische Module! Ein 3(1-2v)

beliebiger Modul ist immer durch zwei andere

darstellbar.

’ Elastisches Verhalten von Verbundwerkstoffen (Typisch:
Hartes Material (z.B. Fasern) mit Eg in weicher Matrix lr_rnn
mit E) ist leicht eingrenzbar: : e T

Extremfélle: "Harte" gleichférmig verteilte Fasern mit
Volumenanteil Vg senkrecht oder parallel zur

Zugrichtung ergibt Extremwerte fir den effektiven E-
Modul Eyvp des Verbundwerkstoffs : Epa und Ese. !
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Epa=EF-VF+Em-(1-Vp)

Ese=
VE 1-Vg
— +
Er Em

’ Entspricht Reihen- bzw. Parallelschaltung von
Widerstanden (oder Kondensatoren, oder Mischung von
Dielektrizitatskonstanten, oder ...).

Analogie ist weitgehend: Elektrische / mech.
Spannung (= Ursache) produziert Wirkung =
Dehnung / Strom proportional zur Ursache. E bzw.
Widerstand R sind Proportionalitatsfaktoren.

’ Die beiden Extremfalle im Eyg - Vg Diagramm
grenzen alle moglichen Falle der Verteilung von
hartem Material in weicher Matrix ein!

’ Ein beliebiger Korper verformt sich elastisch unter dem

Einflul3 beliebiger Krafte. Wir beschreiben den Vorgang:

Aus einem kubischen Volumenelement dV am
Punkt r wird im allgemeinsten Fall ein "geschertes"
Parallelepiped.

Analogie: Aus einem kubischen Gitter wird ein
triklines.

’ Dazu mul3 auf jede Flache des Kubus eine beliebige
Spannung wirken kénnen, die wir in eine Normal- und
zwei Scherspannungen zerlegen kdnnen: >

Die "Buchhaltung” erfolgt durch zwei Indizes: Der
erste gibt die Ebene an ("i" fur die Ebene senkrecht
zu x), der zweite die Richtung ("j" fur xj Richtung).

’ Anordnung der gjj und Tjj in Matrixform ergibt einen
Tensor. =

Da unser dV - Wiirfel sich weder bewegen noch
drehen soll, sind nur 6 Komponenten unabhangig.

’ Tensoren sind Weiterfihrungen von Vektoren; der
Spannungstensor ist ein Tensor 2. Stufe.

Skalare = Tensoren 0. Stufe

Vektoren = Tensoren 1. Stufe (1 Unterstrich)
Spannungen, Dehnungen = Tensoren 2. Stufe (2
Unterstriche)

(E-Modul = Tensor 4. Stufe).

Tensoren 2. Stufe verkniipfen Vektorfelder, so dass
ein lokaler Vektor, z.B. ein lokaler
Oberflachennormalenvektor A durch Multiplikation
mit dem Tensor in einen anderen Vektor
transformiert wird; im Beispiel in die auf die
Oberflache wirkende Kraft E. >
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Der einfachst mogliche Fall einer solchen
Verknupfung ist, dass jede Komponenten des
Kraftvektors von jeder Komponente des
Oberflachennormalenvektors abhangt:

’ Die Verkniipfung von Spannungstensor ojj und dem
zugeharigen Dehnungstensor €ij braucht im
allgemeinsten Fall jetzt einen Tensor 4. Stufe mit 81
Komponenten,; die cjjk heil3en elastische Koeffizienten.
>

’ Mit Symmetrietiberlegungen laf3t sich (fir die hier immer
unterstellten Einkristalle) die Zahl der elastischen
Koeffizienten reduzieren:

Im "schlimmstmoglichen” Fall (trikline Symmetrie)
werden 21 elastische Koeffizienten gebraucht.

Im einfachsten Fall (kubische Gitter), reichen 2 -
daraus lassen sich dann unsere altbekannte
elastische Module wie E, v, G oder K ableiten.

Der einfachste Fall gilt auch fir beliebige isotrope
homogene Materialien, z.B. fur alle Polykristalle mit
"kleinen" willkurlich orientierten Kérnern oder fur
isotrope amorphe Materialien - und damit fir die
gebrauchlisten technischen Werkstoffe.

Speziellen Spannungszustanden entsprechen
"einfache” Tensoren. >

’ Fur einen gegebenen Tensor IRt sich durch eine
geeignete Koordinatenstranformation immer ein
Koordinatensystem finden, bei dem alle
Nichtdiagonalelemente = 0 sind. >

Dieses KO-System heil3t Hauptachsensystem.

Tensoren werden, soweit méglich, immer im
Hauptachsensystem notiert.

Die verbliebenen Normalspannungen werden dann
nur mit einem Index geschrieben und der Grolie
nach geordnet.

’ Die maximale Scherspannung Tmax die dann auftreten
kann, ist gegeben durch die nebenstehende Formel. =
Die Ebenen mit maximaler Scherspannung liegen

unter 459 zu den Ebenen auf denen o1 und o3
wirken.

¥ Bedeutung:

Die maximal mdglichen Scherspannungen
bestimmen das Auftreten von plastischer
Verformung

Die maximale Nornalspannung o1 bestimmt das
Auftreten von Bruch.

011 = C1111-€11+C1112- €12+ C1113 - €13
+C1121 - €21+C1122 - €22+ C1123- 023
+C1131 €31 +C1132 €32+ C1133* €33

O12 = C1211- €11+ ...

o1 0O

gij(x,y,z) = 0 o0

0 0 o3
01>02>03

01—-03 .J_‘*

Tmax =
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’ Bruch tritt spatestens dann auf, wenn durch elastische
Verformung gegen die Bindungskréfte soviel Arbeit
geleistet wurde, dass die Bindungsenergie Ubertroffen
wird.

Nach dem Bruch steckt die zugefiihrte Energie in
der Oberflachenenergie y - A der neugeschaffenen
zwei Oberflachen A.

Mit diversen Néaherungen und Tricks erhéalt man fir
die maximale (einachsige Zug)spannung Omax, die
ein Material aushélt bevor es bricht, die
nebenstehende Beziehung.

Ein Material ist also umso fester, falls es einen
groRen E-Modul und eine grof3e Oberflachenenergie
hat. Au3erdem sollte der Bindungsabstand rg klein
sein.

’ Diese Betrachtung liefert aber nur eine absolute
Hochstgrenze. In realen sproden Materialien tritt Bruch
i.d.R. schon bei viel kleineren Spannungen auf.

In duktilen Materialen erfolgt schon lange vor
Erreichen der Bruchspannung plastische
Verformung, dadurch werden die Spannungen
angebaut und die Bruchspannung kann nicht (sofort)
erreicht werden. Falls die Spannung aufrecht
erhalten wird, wird Bruch aber friilher oder spater
weit unterhalb der theoretischen Grenze erfolgen.

’ Auch reale sprédeMaterialien brechen bei kleineren
Spannungen als der theoretischen Grenze, weil sie
Defekte enthalten, die "Mikrorisse" genannt werden.

Das Konzept der Mikrorisse ist auf jedes Material
anwendbar (nicht nur auf Kristalle); in Kristallen
kann ein Mikroriss auch eine
Versetzungsaufstauung oder ein
Leerstellenagglomerat sein.

’ Um einen Mikroriss herum sind die lokalen Spannungen
anders als im soliden Material, insbesondere an den
Enden kénnen sie sehr hoch werden.

Andererseits werden im Volumen um den Mikroriss
herum die Spannungen schwach sein - das Material
ist dort ja schon "gerissen".

Eine VergrolRerung der Mikrorissflache um die
Flache dA fiihrt demnach einerseits zu
Energiegewinn dPRjss, weil um den Riss herum
Spannungen, und damit Energie abgebaut wird,
andererseits zu einer Energieerhéhung dPop durch
die neugebildete Oberflache.

’ Das Bruchkriterium ist dann einfach
Nettoenergiegewinn, d.h: =

’ Eine simple Naherung (mit ¢ = lineare Ausdehnung des
Risses) ergibt:
Aufwendigere Rechnungen &ndern nur den Faktor 8
etwas.

Nach wie vor ist die maximale Bruchspannung
proportional zur Wurzel aus E und vy, aber statt des
Bindungsabstandes rg geht jetzt die MikrorissgréRe
ein.
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’ Damit kénnen schon kleinste, praktisch nicht
nachweisbare Risse im nm Bereich die Bruchfestigkeit
eines Materials erheblich verkleinern!
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Der Kligere gibt nach

8. Plastische Verformung von Kristallen

8.1 Plastische Verformung und Versetzungen
8.1.1 Theoretische Verformungsfestigkeit

Vorbemerkung

’ Plastische Verformung ist uns schon oft begegnet. Einige grundsatzliche Eigenschaften der plastischen Verformung
haben wir auch schon kennen gelernt, und es ist gut sich die folgenden Punkte schnell wieder anzueignen

1. Plastische Verformung zeigt sich in eindeutiger Weise: Nach Wegnahme der verformenden Spannungen ist das
Objekt zwar noch zusammenhéangend, d.h. nicht gebrochen - aber es sieht anders als vorher, es ist verformt. Das
gilt nicht nur fir den Zugversuch im Labor, sondern auch fur Grol3versuche im Feld, wie das folgende Bild
demonstriert.

2. Im Zugversuch ist die plastische Verformung eindeutig an den Spannungs- Dehnungskurven zu erkennen.
Plastische Verformung findet statt sobald die Flie3grenze Rp erreicht ist.

3. Plastische Verformung (von Kristallen wie dem oben gezeigten) erfolgt ausschlielich durch die Erzeugung und
Bewegung von Versetzungen.

4. An jedem Punkt der Probe erfolgt plastische Verformung dann und nur dann, falls die (im Hauptachsensystem)
dort maximale auftretende Scherspannung Tmax = ¥2(01 - 03) grof3er ist als eine (materialspezifische) kritische
Scherspannung Tkrit.

5. Sowohl Rp als auch Tkt (die ja offenbar eng verwandt sein miissen) sind stark von Geflige und der Temperatur
abhangig.

6. Plastische Verformung von Metallen ist direkt (durch Nutzung) und indirekt (durch Vermeidung) die absolute
Grundlage der Metallzeitalter.

’ Plastische Verformung von Kristallen ist ein nahezu unerschopfliches Thema. Nach wie vor héngt der Fortschritt vieler
Technologien vom Fortschritt bei der Beherrschung plastischer Verformung ab.

In diesem kurzen Kapitel wollen wir uns jedoch nur einem von vielen mdglichen Unterthemen widmen:

Was bestimmt fir ein gegebenes Material die
FlieBgrenze Rp?

’ Wie schon beim Bruch, Uberlegen wir uns aber zuerst, wie grof3 der theoretische Maximalwert fir Rp sein wird.
Danach widmen wir uns der Frage, welche Mechanismen Rp verringern kénnen, und wie man Rp beeinflussen kann.

’ Um das Ganze etwas weniger abstrakt zu machen, hier zwei Hinweise auf die Bedeutung des obigen Satzes fiir den
Alltag:

Bei Metallen ist die "Harte" im wissenschaftlichen oder umgangsprachlichen Sinn so ziemlich dasselbe wie Rp.
Verdoppeln wir die Flie3grenze, ist das Material auch doppelt so hart.

Das massengefertigte Material Stahl, ohne das unsere Zivilisation undenkbar wéare (und unsere Kultur sich nach
wie vor im bei Geisteswissenschaftlern beliebten Sklavenhaltermodus der Antike befande), ist im wesentlichen
Eisen (Fe), dem kleinere (oder, bei Legierungsstahlen, gréRere) Mengen weiterer Elemente zugesetzt werden, z.B.
0.4 % C. Damit kann man die Harte (also Rp) von ziemlich weich bis superhart verandern. Heute nach
wissenschaftlichen Prinzipien, friher durch Versuch und Irrtum gemischt mit "Magie".
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Das Thema "Stahl" ist eine unerschopfliche Quelle zum Thema "Was bestimmt die Flie3grenze". Es wird in einigen
Modulen im Riickgrat 2 gestreift.

Theoretische FlieRgrenze

’ Wir beginnen mit der zur plastischen Verformung gehérenden Elementarbeobachtung: Teile des Kristalls sind auf einer
bestimmten kristallographischen Ebene (meistens der dichtest gepackten Ebene) aufeinander abgeglitten.

Das sieht schematisch so aus:

Betitigte
Glitehere

7Y
AL

’ Obwohl wir schon wissen, daf} das oben gezeigte Endergebnis der Abgleitung peu a peu durch den Durchgang von
Versetzungen entstanden ist, stellen wir und zunachst ganz dumm und berechnen, welche Spannungen wirken
missen, damit der ganze Kristallblock in einem Stiick nach rechts rutscht. Das simpelste Modell dazu sieht so aus:

Zuerst ziehen wir durch eine (nicht eingezeichnete) Normalspannung
die beiden Ebenen, zwischen denen wir Abgleitung haben wollen so
weit auseinander, daf} sie ohne sich zu bertihren Gbereinander
gleiten kdnnen. Dies entspricht der eingezeichneten Dehnung €.

AnschlieRend genligt eine (vernachlassigbar kleine) Schubspannung,
um die gewiinschte Abgleitung zu bekommen.

:> Wie grol3 € sein mul3, ergibt sich durch elementare Geometrie (die
wir uns hier schenken) zu € = 0,1543

Zu berechnen ist also nur, welche Normalspannung omin wir
mindestens brauchen, um das notwendige € zu bekommen.

¥ Das einfache Ergebnis ist

Omin =

6,46

- und das ist viel zu grof3. Kein Wunder, denn die bendétigte Dehnung ist nicht sehr weit weg von der theoretischen
Bruchdehnung; ganz zu schweigen davon, daf? experimentelle Werte um Grof3enordnungen kleiner sind.

’ Aber unser Modell ist vielleicht auch ein bi3chen zu simpel?

Kann sein. Herr Frenkel hat sich so um 1926 der Sache angenommen, und mit erheblich besseren Modellen, aber
immer noch ohne Versetzungen, omin berechnet.

Das Ergebnis, an dem nun kein Weg mehr vorbeifihrte, war

G ist der Schubmodul, also ~ 0,4 E .

’ Fein - wir haben jetzt eine minimale Spannung die ungefahr einen Faktor 10 kleiner ist. Aber es niitzt nichts - sie ist
immer noch viel zu grof3. Schauen wir uns den Vergleich theoretischer und gemessener Werte an (gleich als
Scherspannungen angegeben)
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Material 10° WPl e vPa)
Au 450 3000 0,9
Al 31,6 2110 1
Cu 81,8 5450 1
Zn 45,9 3060 1-3

’ Wir liegen noch immer um einen Faktor von rund und roh 1000 daneben! Es niitzt nichts: Plastische Verformung (von
Kristallen) erfolgt ganz sicher nicht durch das Abgleiten ganzer Kristallblécke in einem Stiick.

Das war der Stand der Erkenntnis um 1930. Die industrialisierte Welt lebte von der plastischen Verformung der
Metalle - und niemand wuf3te wie das "funktioniert”.

Klar war nur, wie es nicht geht. Die Versetzung muf3te "erfunden" werden!

Es ist eine grof3e historische Ungerechtigkeit, dal’ die Wissenschaftler, die das mehrtausendjahrige Ratsel der
plastischen Verformung |6sten, nie den Nobelpreis bekamen.

’ uUnd jetzt ist es Zeit, Kapitel 4.1.4 noch einmal anzuschauen.
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8.1.2 Versetzungen und plastische Verformung

In diesem Kapitel wollen wir einige Eigenschaften von Versetzungen rekapitulieren und einige neue Eigenschaften
qualitativ kennen lernen.
Wir wollen aber nicht mehr ganz tief im Urschleim wihlen, sondern setzen folgende Grundlagen voraus - alle in
Kapitel 4.1.3 und Kapitel 4.1.4 bereits besprochen:

* Formale Erzeugung von Versetzungen durch die Volterra Konstruktion.
* Bedeutung von Burgers- und Linienvektor.
* Grundsatzlicher Mechanismus der Versetzungsbewegung.

Es bleiben - immer noch stark vereinfacht - folgende Punkte:

’ 1. Jede Versetzung hat eine Gleitebene; sie wird aufgespannt durch Linien- und Burgersvektor | und b. Die lllustration

zeigt dies fur den einfachen Fall einer reinen Stufenversetzung
Gleitehene
Lu/ b

In dieser einfachen Geometrie ist die Gleitebene planar und leicht zu sehen. Da der Linienvektor im Prinzip aber
beliebig gekrimmt verlaufen kann, missen Gleitebenen nicht unbedingt planar sein.

Versetzungen sind nur auf ihrer Gleitebene relativ leicht beweglich. Fir Ausnahmen siehe den Link.

Bei reinen Schraubenversetzungen sind Burgersvektor und Linenvektor parallel - damit kann jede Ebene eine
Gleitebene sein.

’ Damit werden die prinzipiell méglichen Geometrien etwas unibersichtlich. In der Praxis sind die Dinge jedoch viel
einfacher, denn nicht jede prinzipiell mégliche Kombination von Burgers- und Linienvektor tritt in der Praxis auch auf. Wir
haben vielmehr die Regel:

2. Bevorzugte Burgersvektoren sind die kirzest moglichen Gittervektoren, und bevorzugte Gleitebenen sind die dichtest
gepackten Ebenen. FUr Ausnahmen zu dieser Regel siehe den Link.

Damit gibt es eine vom Kristalltyp abhangige bestimmte Zahl an mdglichen Abgleitungen, d.h. der Verschiebung
eines Teils eines Kristalls relativ zu einem andern gekennzeichnet durch die Ebene auf der die Verschiebung
stattfindet und die Richtung der Verschiebung auf dieser Ebene. Die Richtung ist nattirlich die Richtung des
Burgersvektors, man nennt die moglichen Richtungen auch Gleitrichtungen.

Zunéachst kann auf jeder der dichtest gepackten Ebenen Abgleitung erfolgen, und das in so viele unabhangige
Richtungen wie unabhéangige Burgersvektoren in dieser Ebene enthalten sind.

Das folgende Beispiel macht dies fur fcc Kristalle klar. Wie es dann fur bcc und hexagonal Kristalle aussieht, finden
wir gleich in einer Ubung heraus. Man sollte sich zumindest die Lésung fiir diese Ubung anschauen; denn dort wird
auch noch sonst manches erklart.

’ Das linke Bild zeigt eine der vier {111} Ebenen mit den drei in dieser Ebene enthaltenen Burgersvektoren vom Typ b =
a/2<110>.
Es ist ziemlich miihsam, die jeweilige Geometrie nachzuvollziehen, aber es ist eine gute Ubung - und man sollte
das wenigstens einmal tun.
Das rechte Bild zeigt dieselbe Situation etwas abstrahierter. Mehrere {111} Ebenen sind erkennbar und einige (nicht
alle) moglichen Burgesvektoren sind eingezeichnet. Au3erdem wird klar, daf? jeder mogliche Burgersvektor zu zwei
Gleitebenen gehort.
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’ Jede mdgliche Kombination aus einer Gleitebene und einem Burgersvektor in dieser Ebene heil3t Gleitsystem.

Da es nicht egal ist, auf welcher der zwei méglichen Gleitebenen sich die Versetzung bewegt, wird jeder
Burgersvektor auf jeder Ebene, also zweimal gezahlit. Die Tabelle fal3t alles nochmal zusammen fir fcc Kristalle.

fcc bcc hep
Dichtest
gepackte Ebenen {111
4
(111)
Anzahl (-111),
(1-11),
(-1-11)
Kurzgs\;gkciglrlcher 2/2<110>
3
Anzahl pro Auf (111):
Gleitebene a/2[1-10],
a/2[10-1],
a/2[01-1]
Anzahl der _
Gleitsysteme 12(=3-4)

Wir sehen au3erdem, wie nitzlich die Unterscheidung in allgemeine Ebenen {hkl} und Richtungen [uvw] und
spezielle Ebenen (hkl) bzw. Richtungen <uvw> ist

Die beiden freien Spalten sollen eigentlich in einer Ubung ausgefiillt werden. Wer keine Zeit hat, kann das Ergebnis
aber auch direkt auschauen

Ubung 8.1 -1

Zahl der Gleitsysteme fur bcc und hep

’ Viele Gleitsysteme in einem Kristall bedeuten, daf3 es relativ einfach ist in jede gewlinschte Richtung Abgleitung zu
produzieren.
Entweder ist eines der Gleitsysteme bereits zuféllig richtig orientiert, oder man muf3 einige Gleitsysteme
kombinieren.

Ein allgemeiner Satz der Topologie sagt, dal? man mindestens 5 unabhangige Gleitsysteme braucht, um jede
beliebige Verformung durch geeignete Uberlagerungen von Abgleitungen auf den verfiigbaren Ebenen zu erhalten.
Schon hier wird also klar, warum hexagonale Metalle, insbesondere Mg, Zn und Co, vergleichsweise schwer
verformbar sind, wéahrend die fcc Metalle leicht verformen und deshalb "weich" erscheinen.

’ 3. Die makroskopische plastische Verformung ist die Summe aller mikroskopischen Versetzungsbewegungen auf den
betétigten Gleitsystemen.

Dabei macht jede Versetzungsbewegung eine Verformung - auch wenn man das nicht an der Oberflache sieht. Drei
Beispiele sollen das verdeutlichen.

I I

:Links ist eine Versetzung komplett durch den Kristall gewandert (und damit verschwunden). Sie hat auf beiden
Seiten eine Gleitstufe von genau einem Burgersvektor hinterlassen. Der Vorgang kann im Link animimiert
beobachtet werden.

Im mittleren Bild steckt die Versetzung noch irgendwo im Kristall (nicht gezeigt). Eine Gleitstufe ist
dementsprechend nur auf einer Seite zu sehen.
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Das rechte Bild zeigt ganz schematisch den Querschnitt durch einen Versetzungsring als Beispiel einer Verformung
die auf der Kristalloberflache keine direkten Spuren hinterla3t (wer Probleme hat, hier den Querschnitt eines
Versetzungsringes zu erkennen, hat kein grof3es Problem - es ist nicht so einfach).

Aber auch dieses Material ist plastisch verformt. Um das zu sehen missen wir nur in Gedanken einen perfekten
Einkristallwirfel mit perfekt ebener und glatter Oberflache mit vielen solchen Versetzungsringen fullen - wir werden
keinen Wiirfel mehr haben, sondern ein verformtes Gebilde. Die Oberflache aber, obwohl vielleicht nicht mehr perfekt
eben, istimmer noch perfekt glatt.

’ Mit dem blofRen Auge erkennbare plastische Verformung hat eine Unzahl von Versetzungen "beschéaftigt". Einige davon
sind noch im Material - die Versetzungsdichte p von stark verformtem Material ist hoch, z.B. p =3 - 1010 cm=—2=3 .
10° km Versetzungslinien pro cm=3 - die Entfernung Erde - Mond in einem Wiirfelzucker!

’ 4. Eine Versetzung hat eine Energie pro Langeneinheit, genannt Linienenergie EL.

Damit betreten wir gegeniiber Kapitel 4 Neuland. Die Linienenergie ist schlicht die Energie die bendétigt wird um eine
Langeneinheit Versetzung zu erzeugen. Diese Energie ist dann in der Versetzung in Form elastischer Energie
"gespeichert".

Elastisch deshalb, weil der Kristall um die Versetzung herum elastisch verformt ist. Entsprechende Rechnungen der
Elastizitatstheorie ergeben als gute Naherungsformel fir die Linienenergie pro Burgersvektor Lange.

Wie der Spannungs- und Dehnungszustand um eine Stufenversetzung herum aussieht, kann man im Link
betrachten. Wer sich die (kleine) Miihe macht, die dort gezeigten Bilder zu verstehen, wird gleichzeitig das "Wesen"
des in Kapitel 7 besprochenen Spannungstensors besser verstehen

EL~ G- b2

G ist der Schubmodul, b der Burgersvektor.

Das "=" Zeichen bericksichtigt unter anderem, dal3 die Energie etwas vom Winkel zwischen Burgersvektor und
Linienvektor abhéngt. Schraubenversetzungen haben eine etwas kleinere Energie als Stufenversetzungen.
AulRerdem ist die Linienenergie anisotrop - sie hangt davon, in welche Gitterrichtung die Versetzung verlauft; d.h.
vom Linienvektor.

Ein typischer Wert fiir eine Linienenergie ist EL ~ 5 eV/|b|
’ Wir verwenden hier bewul3t den Ausdruck "Energie" und nicht “freie Enthalpie", was, wie immer, eigentlich richtiger
ware.

Aber die durch Versetzungen in den Kristall eingefuhrte zusatzlich Entropie und damit der Energieterm —T - S ist
schlicht vernachlassigbar gegeniiber der inneren Energie EL der Versetzung. Die Anderung der freien Enthalpie
Gkrist des gesamten Kristalls bei Einfihrung einer Versetzung ist damit immer

AGkrist = EL-L

Mit L = Gesamtlange der Versetzungen.

Die unmittelbare Konsequenz daraus ist: Versetzungen sind niemals Gleichgewichtsdefekte. Ein Kristall kann seine
freie Enthalpie durch die Bildung von Versetzungen niemals verringern - im Gegensatz zum Einbau atomarer
Fehlstellen.

’ Falls der Kristall seine Versetzungen nicht verschwinden lassen kann, wird er die "zweitbeste" Losung anstreben: Ein
metastabiles Gleichgewicht mit minimierter Versetzungsenergie.

Die Minimierung der Energie der vorhandenen Versetzungen hat etliche wichtige Konsequenzen, die hier nur
gestreift werden sollen:

» Der Burgersvektor hat immer den kleinst moglichen Wert der fur Translationsvektoren des Gitters zugelassen
ist (Wegen [b1 + b2]2 >b12 + b2, d.h. gréRere Burgersvektoren dissoziieren in kleinere).

» Die Versetzung verlauft moglichst gerade, d.h. minmiert die Lange - sie verhalt sich wie ein gespanntes
Gummiband.

* Die Versetzung dreht sich so, daf3 sie mdglichst viel Schraubencharakter hat.

* Die Versetzung dreht sich so, dal3 sie moglichst in einer Gitterrichtung kleiner Energie verlauft.

Die letzten drei Bedingungen kénnen widersprichlich sein. Eine Gesamtoptimierung produziert oft Anordnungen, die
uns wahnsinnig kompliziert vorkommen, und die wir nicht berechnen kdnnen. Der Kristall hat jedoch kein Problem,
die energetisch giinstigste Anordnung zu finden.

’ Das ist eine ziemlich h&aufige Situation in der Materialwissenschaft: Bei der Minimierung einer (freien) Energie, gibt es
viele, zum Teil widerspruchlichen EinfluRgréf3en. Die resultierende Struktur kommt uns kompliziert vor, aber
reprasentiert schlicht das Energieminimum. Beispiele sind

Ein Seifenblasencluster oder schlicht Schaum - minimiert wird die Gesamtoberflache bei fester Zahl an Blaschen.

Magnetische Doméanenstrukturen.
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Ausscheidungsgrof3en, -verteilung und -gestalt - wobei hier oft auch kinetische, also nicht-energetische Einfllisse
mitspielen.
Elektronendichteverteilung um geladenen Defekte herum - hier beginnt die Halbleiterei.

’ 5. Versetzungen kdnnen nicht im Kristall enden, sondern nur an (externen oder internen) Oberflachen oder an
Versetzungsknoten.

Das folgt ziemlich unmittelbar aus der Volterra Konstruktion - man
versuche mal, mit einem Messer eine Schnittlinie zu machen, die im
Brot endet.

Ausscheidung

Erlaubter Gezeigt sind erlaubte Endpunkte und ein nicht erlaubter. Im unteren
Endpunkt Korn des Kristalls haben wir ein Versetzungsnetzwerk, wie es in
der Regel meistens vorliegt.

Die Versetzungsknoten des Versetzungsnetzwerks sind haufig

unbeweglich - das erklart, warum die Versetzungen den Kristall nicht
verlassen kénnen.

’ 6. Mechanische Spannungen uben Kréfte auf Versetzungen aus, wobei nur die Komponente in der Gleitebene senkrecht
zur Versetzungslinie wichtig ist, da nur sie zu einer Versetzungsbewegung fihrt.

Die Kraft F resultiert aus der Méglichkeit, durch Verschieben der Versetzung Energie zu gewinnen. Sie kann durch
eine etwas trickreiche Tensorformel beschrieben werden, die wir hier mal "zum Spal3" angeben

Vektor 1 ]

F={g-b)-nj-j

Vektor

\W_)

Skalar

Normalen-
vektor der
Gleitebene

Dabei ist o der Spannungstensor am betrachteten Ort (x,y,z) fur das gewahlte Koordinatensystem, der Tensor ist
also nicht auf Hauptachsen transformiert. Die auf die Versetzung wirkende Kaft kann damit entlang der Versetzung
variieren; steht aber immer senkrecht zur Versetzungslinie und liegt in der Gleitebene.

’ Wir missen uns aber damit nicht belasten. Es ist namlich fur alle praktische Zwecke ausreichend, die Kraft pro
Langeneinheit |, die in der Gleitebene senkrecht zur Versetzungslinie wirkt, wie folgt zu formulieren:

Fv

=7T-b

Dabei ist T die in der Gleitebene am Ort der Versetzung wirkende Scherspannung; gleichzeitig wird klar, warum
plastische Verformung von den maximalen Scherspannungen abhéangt.

7. Eine Versetzung bewegt sich nicht, solange die auf sie wirkende Scherspannung kleiner ist als eine kritische
Scherspannung Tkrit -

Das ist die entscheidende Aussage, an der grof3e Teile der Materialtechnologie hdngen. Sie impliziert, daf3:

* Plastische Verformung erst nach Uberschreiten einer kritischen Scherspannung beginnt.

* In duktilen Materialien dann kein Bruch eintritt, sondern erst plastische Verformung erfolgt. Das hat grof3e
technische Bedeutung; wer daran zweifelt moége sich vorstellen, mit einem Auto aus Glas statt aus Metall
gegen den Baum zu fahren.

* Es jetzt klar ist, wo man ansetzen muf3, wenn man Tkrit &ndern will: Entscheidend ist die Wechselwirkung
von Versetzungen mit lokalen Spannungen und die dabei auftretenden Kréfte.
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’ 8. Es existieren Mechanismen, um bei ausreichend hohen Spannungen Versetzungen in hoher Dichte zu erzeugen.

Wir brauchen diesen letzten Punkt, da bisher nicht so recht klar wurde, wo eigentlich die vielen, vielen
Versetzungen herkommen, die fiir kraftige plastische Verformung nétig sind.

Ein gegebenes Material hat irgendeine, von seiner Herstellung und Vorgeschichte abhangige Versetzungsdichte, die
niemals ausreichen wirde um es kréftig zu verformen. Selbst wenn wir im Extremfall einen vollstandig
versetzungsfreien Si Einkristall plastisch verformen (bei hoher Temperatur geht das problemlos), finden wir
anschlieBend nicht nur viele Versetzungen im Kristall, sondern noch viel mehr sind durch den Kristall geglitten und
wieder verschwunden.

Es mul also ganz einfach Mechanismen geben, um Versetzungen zu erzeugen - an dieser Schlu3folgerung fiihrt
kein Weg vorbei. Aber wie? Der Kristall hat kein "Volterra-Messer" zur Verfiigung!

’ Eine nicht unproblematische Frage! Fallt Ihnen dazu was ein? Na?
Ein leicht verstecktes Beispiel hatten wir schon: Die Agglomeration von Zwischengitteratomen oder Leerstellen fuhrt

zu Staplfehlerringen, die von Versetzungen begrenzt sind. Das ist ein Mechanismus zur Erzeugung von
Versetzungen!. Aber kein sehr effizienter. Es mufd noch etwas anderes geben

Der wirklich auftretende Mechanismus zur massenhaften Erzeugung von Versetzungen ist etwas trickreich - fir uns.
Der Kristall hat kein Problem. Wer es genau wissen will, betétigt den Link, hier nehmen wir nur zur Kenntnis:

Versetzungen generieren in einem Akt der Urzeugung sich selbst. Falls mal ein paar Versetzungen da sind, kdnnen
sie ziemlich leicht mehr Versetzungen machen - falls eine Scherspannung an ihnen zieht (so &hnlich wie Adam und
Eva in der Bibel: Erst waren es zwei, heute 8 Milliarden). Wir haben einen Mechanismus fir
Versetzungsmultiplikation. Man nennt diesen Mechanismus nach einem seiner Erfinder auch "Orowan" Prozel3

’ Das heif3t, wir haben einn Art Lawineneffekt: Einige Versetzungen machen neue Versetzungen, alle zusammen noch
mehr - der Defekt vermehrt sich wie die Karnickel, nur viel schneller.

’ Es ist auch fur Insider immer wieder verbliffend, wie man mit nichts als der Grundgeometrie eines gegebenen Kristalls
(d.h.Bravais Gitter und Basis), der Volterra Konstruktion und relativ einfacher Elastizitatstheorie, eine extrem komplexe
Struktur aufbauen kann - die der Versetzungen in dem Material. Wir haben hier nur an der Oberflache gekratzt; wer
etwas tiefer blicken will, betéatigt den Link.

Wie so oft, kann man das bedauern - eine Uberschaubare Welt wére einfacher zu begreifen - oder begrif3en - eine
komplexe Welt bietet mehr Moglichkeiten. Nur &ndern kann man es nicht!

Versetzungen in Kristallen sind nach wie vor Objekt heftiger laufender Forschung - wer's nicht glaubt, geht in die
Bibliothek und guckt mal in ein Exemplar des "Philosophical Magazine", kurz und liebevoll "Phil. Mag." genannt,
eines der altesten Wissenschaftsmagazine tiberhaupt (moglicherweise das Alteste). Die Titel der Arbeiten sprechen
fur sich.

’ Mit unseren vertieften Kenntnissen Uber die Eigenschaften von Versetzungen bewaffnet, kbnnen wir jetzt das
paradigmatische Experiment zur plastischen Verformung verstehen - den Zugversuch am Einkristall.
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8.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 8.1: Plastische Verformung und Versetzungen

’ Plastische Verformung kann immer nur durch blockweises Abgleiten
verstanden werden (und nicht etwa durch individuelle
Atombewegungen).

Ein direkter Mechanismus - wie gezeigt - wirde
Scherspannungen in der Gréf3enordnung von ganz grob 10 % des
E- oder G-Moduls bendtigen.

Reale Kristalle verformen sich aber schon plastisch bei
Spannungen, die um mehrere GréR3enordnungen kleiner sind!

Die entscheidenen Frage ist: Was bestimmt die Flie3grenze Rp,
d.h. die minimale mechanische Spannung, ab der plastische
Verformung beginnt. Ry ist im Ubrigen (bis auf einen Zahlenfaktor)
so ziemlich dasselbe wie "Hérte".

Konsequenz: Plastische Verformung erfolgt immer durch die

(Erzeugung und) Bewegung von Versetzungen.

’ Versetzungen sind im Prinzip simple eindimensionale Defekte,
trotzdem ist plastische Verformung mit Versetzungen ein sehr
komplexer Vorgang.

’ Wichtige Eigenschaften von Versetzungen sind:

Charakterisierung durch Burgesvektor b (i.d.R. kleinstmdglicher W
Translationsvektor des Gitters) und Linienvektor t.

Versetzungsbewegung erfolgt in der durch b und t aufgespannten
Gleitebene. Gleitebenen sind i.d.R. die dichtest gepackten
Ebenen des Kristalls. Damit sind die méglichen
Versetzungsstrukturen und Verformungen geometrisch
eingeschankt.

leitehene

Beliebige dreidimensionale plastische Verfomung bendétigt

mindestens 5 Gleitsysteme = kristallographisch verschiedene
Kombinationen von Burgersvektor und Gleitebene. In fcc Kristallen
gibt es 12 Gleitsysteme (4 Ebenen x je drei_b - Vektoren; Bild
rechts).

Die Linienenergie einer Versetzung ist ~ Gb2 ~ 5 eV/ |b|;
Versetzungen sind damit niemals Gleichgewichtsdefekte. Der
Kristall wird deshalb versuchen, die Gesamtlange aller
Versetzungen, d.h. die Versetzungsdichte pyer zu minimieren.

Versetzungen kénnen nicht im Kristall enden, sondern nur an &
anderen Defekten und auf Oberflachen / Grenzflachen.

Scherspannungen in der Gleitbenen Uben auf die Versetzung eine
Kraft Fyv senkrecht zur Linienrichtung aus; die Versetzung wird Fv
sich bewegen, sobald diese Kraft eine gewisse Mindestgré3e i
Uberschreitet. Die Kraft pro L&ngeneinheit ist durch die

nebenstehende einfache Formel hinreichend gut gegeben.

’ Damit ist folgender Satz "bewiesen”
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Plastische Verformung erfolgt sobald in den verfligbaren
Gleitebenen eine kritische Scherspannung Tkrit
Uberschritten wird

{1 Diese kritische Scherspannung bestimmt ziemlich unmittelbar die
Flielgrenze Rp; sie kann in weiten Grenzen durch geeignete
Eingriffe in das Geflige manipuliert werden.

& Optimierung von Tkrit ist die Grundlage der gesamten Metallurgie
und damit der Zivilisation.
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8.2 Einkristallverformung als Modell
8.2.1 Beobachtungen und Interpretation

’ Wir haben jetzt die wichtigsten Zutaten zusammen, um das paradigmatische Experiment der plastischen Verformung
durchfuhren zu kénnen, namlich den Zugversuch am Einkristall.

Beim Erhdhen der Zugspannung o wird irgendwann der Punkt erreicht, an dem die kritische
Scherspannung, die zur Bewegung einer Versetzung notwendig ist, auf einem der vorliegenden
Gleitsysteme erreicht ist.

i Die dort wirkende Spannung ist im wesentlichen durch die schon friiher abgeleitete Formel

gegeben:

© war der Winkel zwischen Zugrichtung und Ebene; fir die exakte Formel siehe den Link.

Die maximale Scherspannung wird also auf derjenigen Gleitebene vorliegen, die am nachsten an
O = 45° kommt.

Die auf die dort vorhandenen Versetzungen wirkend Kraft Fyy pro LaAngeneinheit war

1l
-
o

Fv

Die jetzt anlaufende plastische Verformung definiert die FlieRgrenze Rp im Spannungs-
Dehnungsdiagramm.

’ Falls wir unseren Einkristall willkiirlich zur Zugrichtung orientiert haben, kann es naturlich sein, dal3 mehrere
Gleitebenen sehr &hnliche Winkel zur Zugrichtung haben, und der Prozel3 der Versetzungsgleitung dann auf mehreren
Ebenen simultan einsetzt.

Falls wir hochsymmetrische Kristallrichtungen, z.B. <100> in Zugrichtung orientieren, wird das mit Sicherheit
passieren (Warum wohl?)

Die gemessene Flie3grenze Rp wird natirlich etwas von der Orientierung abh&ngen; den kleinstmdglichen Wert
bekommen wir, falls zuféllig eine der Gleitebenen unter 45° zur Zugrichtung stand.

’ Um eindeutige Verhaltnisse zu bekommen, suchen wir uns deshalb eine Richtung bei der nur eine Gleitebene mdglichst
unter 45° zur Zugrichtung steht, und alle anderen unter Winkeln, die moglichst verschieden sind von 45°.

Dann wird Tkrit auf einer Gleitebenen viel friiher erreicht als auf den anderen.
Diese optimale Richtung zu finden ist gar nicht ganz einfach; fur fcc Kristalle mit ihren 12 Gleitsystemen ist es die
<123> Richtung.

’ Was wir jetzt erhalten, sieht schematisch etwa so aus (wobei wir statt o gleich T auf der bevorzugten Gleitebene
auftragen).
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1. Versuch

R.,I

"Normaler" Einkristall Versetzungsfreier Einkristall

Wie ein (leicht) verformter <123> Cu Einkristall wirklich aussieht, ist im Link gezeigt.

’ Sobald Tkrit auf der bevorzugten Gleitebene erreicht ist - das in dieser Auftragung nattirlich identisch ist zu Rp - beginnt
Versetzungsbewegung und insbesondere auch Versetzungsmultiplikation, und damit plastische Verformung. Nur kleine
Zuwachse an Spannung werden bendtigt, um grofRe Verformungen zu erzielen.

Falls urspriunglich keine oder nur wenige Versetzungen vorhanden sind, niitzt das nix - wir missen erst
Versetzungen erzeugen. Der vordere Teil der Kurve sieht dann so aus wie rechts gezeigt; wir beobachten einen
mehr oder weniger grof3en "Peak” um Rp.

’ In anderen Worten: Wir brauchen erst etwas Uiberhéhte Spannungen um einige Versetzungen (an der Oberflache) zu
erzeugen. Sobald eine geniigende Anzahl vorhanden ist, beginnt die lawinenartige Vermehrung im Volumen, und wir
kénnen die Spannung jetzt wieder senken um eine vorgegebene Verformungsgeschwindigkeit einzuhalten.

Beenden wir die Verformung nach Durchlaufen des "Peaks" der Verformungskurve und machen mit dieser Probe
jetzt einen 2. Zugversuch, ist der Peak deutlich kleiner. Das ist klar: Wir miissen jetzt ja nicht mehr erst
Versetzungen machen; es sind ja vom erstenmal her noch geniigend viel vorhanden. Damit ist aber auch klar: Die
Spannungs-Dehnungskurve unseres Kristalls hdngt von seiner Vorgeschichte ab, die wir ja nicht immer kennen.

Damit wird plastische Verfomung in der Praxis nicht gerade einfacher. Letztlich ist aber das was geschene wird,
immer eine Funktion des Grundmaterials und seines Gefliges. Ein und derselbe Stahl - das Grundmaterials - kann
je nach Geflige einen weiten plastischen Eigenschaftsbereich haben.

’ Die Probe verformt sich, indem sich ganze Blocke immer auf denselben Ebenen (nicht vergessen, daf3 "die” Ebene (hkl)
den kompletten Satz an entsprechenden Ebenen des Kristalls meint!) gegeneinander verschieben (weil sehr viele
Versetzungen auf derselben Ebene durchgelaufen sind).

Wir verstehen jetzt die_friher schon postulierte "Stufenstruktur" der Probenoberflache.

Der Bereich der Spannungs- Dehnungskurve, in dem plastische Verformung, sobald begonnen, sehr einfach verlauft,
wird "Bereich I" genannt. Es ist der Bereich der Einfachgleitung.

’ Es folgen die Bereiche Il und Ill, in denen die Probe abwechselnd "hart" und wieder "weich" wird, anschlie3end bricht
sie.

Was geschieht? Im Prinzip einfach zu verstehen. Mit zunehmender Spannung wird gelegentlich die kritische

Scherspannung in einem anderen, nicht so giinstig orientierten Gleitsystem erreicht. Versetzungen in diesem
System laufen los und vermehren sich.

Wir haben jetzt Mehrfachgleitung. Mindesten zwei Sorten von Versetzungen auf verschiedenen Ebenen missen
sich schneiden, gegenseitig durchdringen wie unten gezeigt - und das ist schwer.

|

= ‘ Gleitebene 1
\ " £ Vers etzungs-
‘ schneiden
' Gleit
’ ehene 2
Gleitehene 2 l

Lo
l Gleit-

ehene 1

Die Versetzungen behindern sich gegenseitig, sie sind nicht mehr leicht beweglich. Die Abgleitung erfolgt jetzt auf
mehreren Ebenen, dementsprechend kompliziert wird die Oberflachenstruktur - das rechte Bild vermittelt einen
Eindruck von Doppelgleitung im linken Teil.
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Man muf die Spannung jetzt kraftig erhéhen, bevor die Versetzungen sich losreien kénnen und die Verformung
wieder mit wenig Spannungszuwachs weiter geht, d.h. der "weiche" Bereich Il erreicht wird.

’ Die Probe wird lang und langer, und selbstverstandlich gleichzeitig dinner.
Das hat nichts mit der Querkontraktion im elastischen Bereich zu tun, sondern ist eine schlichte Konsequenz aus
der Tatsache, daf3 plastische Verformung das Volumen der Probe nicht andern kann.

Irgendwann wird die Probe brechen - der erste Hauptsatz der Materialwissenschatft ist unerbittlich. Dieser duktile
Bruch verlauft aber nach anderen Kriterien als der bereits behandelte Sprédbruch.

Wir wollen ihn aber hier nicht behandeln. Mehr dazu in diesem Modul.

’ AbschlieBend betrachten wir was geschieht, falls wir den Einkristall so orientieren, daf von Anfang Mehrfachgleitung
stattfindet - z.B. auf drei Ebenen fiir einen {111} orientierten fcc Kristall (warum?).

Versetzungsbewegung auf mehreren Ebenen und damit gegenseitige Behinderung setzt gleichzeitig ein - wir

erhalten unmittelbar den Bereich Il der Verformungskurve. Wir erwarten (und erhalten) folgendes Spannungs-
Dehnungsdiagramm

Orientierung fiir
Mehrfachgleitung

i

] Bruch
Orientierung fiir
Einfachgleitung

I 113 juns

’ Einfach genug. Aber eine Moral aus dieser Geschichte halten wir doch fest: Der Versuch mit den komplizierteren
Bedingungen liefert die einfachere Kurve.

Das ist eine allgemeine Beobachtung bei Kristallen: Komplexes anisotropes Verhalten "mittelt sich weg" bei

geeigneter Versuchsfihrung oder in Polykristallen. Das ist zwar sehr vorteilhaft fir technische Anwendungen, kann
aber Einfachheit vortduschen, die in Wahrheit gar nicht da ist.

’ .Eigentlich mifRte dem Studierenden spéatestens jetzt eine kleine Unstimmigkeit in den Bildern in diesem Modul
aufgefallen sein

Nein? - dann sollten Sie vielleicht mal zu der friher gezeigten Verformungskurven zurtickspringen.
Ja? Die Erklarung findet sich dann im Link.
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8.2.2 Merkpunkte zu Kapitel 8.2: Einkristallverformung als Modell

’ Bei einem fiir Einfachgleitung ortientiertem Einkristall (<123>
Orientierung fiir fcc Gitter) wird bei Erhdhen der Spannung zunéchst
nur auf einer Gleitebene Tkrit Uberschritten.

Obwohl nur von geringer praktischer Bedeutung, zeigt der Versuch
sehr deutlich was bis zum Bruch geschieht:

Elastische Verfomung bis zu Rp, d.h. bis zum Erreichen von Tkrit
auf der "gunstig" orientierten Gleitebene.

"Weiches" Verhalten im Bereich I, da Versetzungen auf der
betatigten Gleitebene jetzt laufen kdnnen und grof3e plastische
Verformung erméglichen.

Die blockweise Abgleitung ist (im Mikroskop) gut sichtbar.

Verfestigung (d.h. "hartes" Verhalten) im Bereich I, weil durch die
gestiegene Spannung jetzt auch andere Gleitsysteme betétigt
werden, und die Versetzungen sich gegenseitig behindern, d.h.
nicht mehr leicht laufen kénnen.

Entfestigung im Bereich Il (Kristall ist wieder "weich"), weil bei
den jetzt sehr hohen Spannungen Versetzungen sich von
Hindernissen "losreif3en" kdnnen.

SchlieB3lich Bruch - auch weil der Kristall jetzt sehr lang, und
damit auch viel diinner geworden ist.

’ Damit ist auch klar, wie sich Einkristalle verformen, die so orientiert
sind dass mehrere Gleitebenen gleichzeitig aktiviert werden (z.B.
<100> Orientierung von fcc Gittern):

Bereich Il wird praktisch von Anfang an vorliegen.

’ Fur Polykristalle, deren Koérner "statistisch" orientiert sind, d.h. keine
Vorzugsrichtungen haben, werden wir ahnliches Verhalten erwarten.

Damit haben wir dann "klassische" Spannungs - Dehnungskurven
von technischen Materialien im Prinzip verstanden!

Dass die Realitat noch erheblich komplizierter ist, versteht sich
dabei von selbst.
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8.3 Verfestigung
8.3.1 Intrinsische FlielRgrenze

Vorbemerkungen

’ Aus den vorhergehenden Kapiteln wurde deutlich, daR3 die plastische Verformung eines Kristalls ein sehr komplexes
Phanomen ist.

Zwar kann plastische Verformung im Grunde vollstandig verstanden werden durch die Eigenheiten der
Wechselwirkung von Versetzungen mit mechanischen Spannungen im Material, aber in der Praxis niitzt das nicht
viel.

Der ingenieurmaflige Umgang mit plastischer Verformung bentitzt deshalb nach wie vor ganze Séatze von
mechanischen KenngroRen, die aus Zugversuchen und &hnlichen Experimenten ermittelt werden.

’ Eine der wichtigsten Materialparameter ist zweifellos die FlieRgrenze Rp. Wir wissen auch schon einiges tber Rp:

Wir wissen wie wir es_messen kénnen, und welche geometrische Parameter die erhaltenen Werte etwas
beeinflussen kénnen.

Wir wissen, dal3 Rp bedingt ist durch das Erreichen einer kritischen Scherspannung auf einem Gleitsystem.

Wir ahnen, da3 Rp durch das Gefiige massiv beeinflul3t werden kann. Was passiert, beispielsweise, wenn eine
laufende Versetzung auf ein Korngrof3e stof3t? Was immer passiert, es wird die Versetzungsbewegung behindern
und damit Rp tendenziell erhéhen.

’ Indem wir Rp gezielt manipulieren, kébnnen wir ein Material "weicher" oder "harter" machen, mehr duktil oder mehr
sprdde, und dariiber hinaus eventuell noch die Temperaturabhangigkeit der wichtigen Parameter andern.

Dabei ist einsichtig, dal3 jede MalRnahme, die Rp &ndert, alle anderen mechanischen und sonstigen Eigenschaften
(und man kommt schnell tber 20) auch &ndern kann.

Ein simples Beispiel: Einige Promille Kohlenstoff in Fe macht aus weichem Schmiedeeisen harten Stahl - aber
gleichzeitig auch aus relativ korrosionsfestem Eisen einen leicht rostenden Stahl.

’ Wie kann man Rp beeinflussen. Einsichtig ist: Jede Malinahme, die Versetzungen die Bewegung erleichtert oder
erschwert, wird Einflu? auf Rp nehmen.

Und das bedeutet, daf} potentiell jeder Defekt - atomare Fehlstellen, andere Versetzungen, flachenhafte Defekte wie
Korngrenzen und Volumendefekte, z.B. Ausscheidungen, EinfluR auf Rp nehmen kénnen - und genau das tun sie
auch.

’ Im folgenden werden wir die wichtigsten Mechanismen kurz betrachten. Alle Scherspannungsangaben sind jetzt direkt
auf die Gleitebene der Versetzung bezogen; wir haben damit immer die minimalen extern beobachtbaren Werte.

Intrinsische Fliel3grenze

’ Falls wir in Gedanken einen Einkristall verformen, der auf3er einigen Versetzungen keine anderen Defekte enthélt,
werden wir trotzdem eine Mindestspannung aufbringen miissen, bevor sich die Versetzungen bewegen.

Dies ist die intrinsische FlieRgrenze Tj; sie ist eine Eigenschaft des jeweiligen Idealkristalls. Man definiert sie als
die Spannung, bei der eine Versetzung sich im Mittel mit einer Geschwindigkeit von 1 cm/s bewegt (wie man das
mif3t lassen wir hier offen).

Die intrinsische Flie3grenze ist temperaturabhéngig; sie wird mit zunehmender Temperatur kleiner.
’ Woher kommt T;?

Betrachten wir die Stufenversetzung in dem Bild unten und Uberlegen uns, wie sie sich bewegt.
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Die eingeschobene Halbebene mulR gegen die Atome der Nachbarebene driicken; das erfordert Arbeit und damit
potentielle Energie.

Drickt sie mit ausreichend viel Kraft. wird die Konfiguration umschnappen, die Halbebene ist jetzt einen
Burgersvektor weiter gelaufen. Energetisch stellt sich das als ein periodisches Potential dar - das sogenannte
Peierls Potential; es ist im Bild oben schematisch dargestelit.

’ Das Peierls Potential ist sicherlich eine Eigenschaft der Bindungen, und damit des intrinsischen Materials. Es gibt das

absolute Minimum der FlieBgrenze - mit weniger Spannung wird man keine Versetzung bewegen kénnen.

Das Peierls Potential oder die zugehdrige Peierls Spannung kann recht klein sein, und ist dann schwer zu
messen, da die nachfolgend besprochenen anderen Effekte hohere FlieRgrenzen erzwingen.
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8.3.2 Mischkristall-, Ausscheidungs- und Dispersionshartung

Mischkristallhartung

’ Die einfachste Methode, die FlieRspannung Rp zu vergrof3ern, d.h. den Kristall harter zu machen, besteht im Einbau
extrinsischer atomarer Fehlstellen, d.h. von substitutionellen oder interstitiellen Fremdatomen.

Das bekannteste Beispiel fir Hartung mit interstitiellen Fremdatomen ist C in Fe - aus weichem Eisen wird harter
Stahl. Weniger bekannt ist z.B. O in Si - damit wird Si bei hohen Temperaturen ebenfalls "harter" und es ist etwas
einfacher, die fur elektronische Bauelemente tddliche plastische Verformung zu vermeiden.

Zn in Cu oder Cu in Al sind Beispiele fur Hartung mit substitutionellen Fremdatomen.

’ Man nennt diese Form der Hartung "Mischkristallhartung"; ein nicht besonders glicklicher Name (welche Kristalle
werden denn bei C in Fe "gemischt"?).
Wie funktioniert Mischkristallhartung im Versetzungsbild? Zunachst machen wir uns klar, daf} eine Versetzung, die
auf ein Fremdatom trifft, dort lokal andere Bindungsverhaltnisse der Atome spurt.

Lage nach
i Losreissen
e
JREELIE
< Gleitehene

Damit kann es lokal schwieriger werden, den Versetzungskern zur nachsten Netzebene zu bewegen. Der Effekt ist,
daf die Versetzung lokal etwas festhangt, sie ist "gepinnt" wie man im gebrauchlichen Denglisch sagt.

Liegt jetzt auf der Gleitebene eine Scherspannung vor, die die Peierls Spannung oder intrinsische FlieRgrenze i
Uberschreitet, wird die Versetzung loslaufen - und zwischen den Fremdatomen kann sie das auch.

Aber an den Fremdatomen hangt sie fest. Als Gesamteffekt wird sie sich nur ausbauchen, wie oben rechts gezeigt.
Erst bei erhdhter Spannung wird es ihr gelingen, sich von den Fremdatomen loszureif3en.

’ Versetzungsbewegung erfolgt jetzt also unstetig, als eine Art Hindernislauf.
Um wie viel muf3 die Scherspannung in der Gleitebene (engl. "resolved shear stress”) erhéht werden, damit die
Versetzungen wieder beweglich werden?

Wir nennen diese zusatzlich notwendige Spannung Ts ("s" steht fiir "solution™), eine genaue Analyse ergibt die
Beziehung

TMK = Kmk - (Cs)”

Dabei ist cs die Konzentration der Fremdatome, und ks eine Proportionalitatskonstante.
’ Spannend ist natirlich ks. Es ist eine Materialkonstante, die aber fir jede Sorte Fremdatom anders sein wird. Manche
Fremdatome werden grof3e Wirkung zeigen, manche nur kleine. Einige Beispiele dazu

4% Cu in "normalem" Al erhéhen Rp auf ca. 180 MPa ausgehend von einem stark schwankenden Wert von (25....
100) MPa. Das ist eine Verdopplung bis Versiebenfachung; schon eine recht kraftige Hartung. Wir kénnen blof3
nicht ganz sicher sein, dal’ das Cu auch durchweg atomar geldst ist.

Hier einige Messungen

Rp [Mpa] Mischkristallhdrtung in Cu Ry [Mpa]  Mischkristallhéirtung im Cu - Ni System
F 3 A
Sn
15 Sh/ln 30 \
10 20 \

L . \
Z—= 7 \

0 05 1 15 0 20 40 60 50 100

Atomprozent Fremdatome Atomprozent T6
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Die Wurzelabhangigkeit von der Konzentration ist bei den kleinen Konzentrationen im Bild links noch nicht richtig zu
sehen, wohl aber bei groRen Konzentrationen im Bild rechts.

Fur Eisen mit geldsten Fremdatomen (man nennt das dann auch Stahl) gibt es ein sehr &hnliches Bild.

Ausscheidungs- und Dispersionshartung

’ Da atomare Defekte bereits sehr effektiv Versetzungsbewegung behindern kdnnen, ist es nicht verwunderlich, dal’
groRRere dreidimensionale Defekte das auch tun. Dies gilt insbesondere fir Ausscheidungen und Dispersionspartikel.

Ausscheidungen sind, wie bereits behandelt, kleine Teilchen einer zweiten Phase, die durch Agglomeration von
Fremdatomen entstanden sind. Sie kdnnen also - je nach thermischer Behandlung und Phasendiagramm - wachsen
und schrumpfen.
Dispersionspartikel sind Teilchen einer zweiten Phase, die schon in der Schmelze vorhanden waren; sie sitzen
damit relativ unveranderlich im Wirtskristall.

’ Beide 3-D Defekte sind massive bis uniiberwindliche Hindernisse fiir die Versetzungsbewegung, erhéhen also immer Rp.

Die zusatzlich notwendige Spannung Taus um Versetzungen durch den Kristall zu jagen, ist

2G-b

<>

TAus =

Mit G = Schermodul; b = Burgersvektor; < >ist der mittlere Abstand zwischen den Ausscheidungen.
’ Wieso bewegen sich Versetzungen Uberhaupt noch, falls Ausscheidungen uniiberwindliche Hindernisse sein kénnen?

Aus dem gleichen Grund, der Eidechsen beweglich halt, selbst wenn man sie am Schwanz festhalt: Sie lassen
einen Teil ihrer selbst zurlick. Wie das geht ist unten gezeigt.

Die Versetzung kommt von oben und néhert sich einer Reihe von
Ausscheidungen, an denen sie festgehalten wird.

F
= e ® ® Die auf die Versetzung wirkende Kraft ist als schwarzer Pfeil an einigen
Punkten eingezeichnet, sie steht immer senkrecht auf der

ﬁ\m Versetzungslinie.

® . ® Die Versetzung baucht sich aus. Dabei zieht die in der Gleitebene

® vorhanden Scherspannung, die Linienenergie (die nicht umsonst die
Dimension einer Kraft hat, ndmlich Energie pro cm, und deswegen auch
Linienspannung heil3t), zieht zuriick. Falls die Scherspannung zu klein
ist, bleibt die Versetzung ausgebaucht liegen.

Falls die Scherspannung aber ausreicht, um die vorletzte Konfiguration
zu produzieren, werden sich benachbarte Ausbauchungen bertihren und
@ ® @ @ reagieren. Das Resultat ist ein Versetzungsring um die Ausscheidung,
und eine regenerierte Versetzung, die der Ausscheidung ein
Schnippchen geschlagen hat.
Die Rechnung dazu ist relativ einfach und ergibt die obige Formel, die als
wesentliche Kenngré3e den mittleren Abstand < >zwischen den
Ausscheidungen hat.

Dal’ die Versetzungsbewegung tatsachlich so ablauft, zeigt das folgende elektonenmikroskopische Bild von A. Appel
(GKSS Geesthacht)
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Die Versetzungen sind hier als weil3e Linien zu sehen.

Das Material ist eine Ti - Al Legierung, die seit einiger Zeit als neuer
hochtemperaturfester Leichtmetallwerkstoff entwickelt wird;
insbesondere fiir Turbinenanwendungen.

Es is sehr schon zu sehen, wir die Versetzungen sich um kleine (und
hier nicht sichtbare) Hindernisse herumwinden; zwischen den
Hindernissen sind sie ausgebaucht.

Die weiRen Flecken sind die Uberbleibsel von Versetzungen, die sich
losgerissen haben.

’ Aha! Man kann also jedes Material kréaftig harten, indem man ganz viele kleine Ausscheidungen produziert. Gemach! Im
Prinzip: Ja -aber!
Sind die Ausscheidungen zu klein, schneidet die Versetzung sie einfach durch. Die Abgleitung in der Ausscheidung
erfolgt dann ausnahmsweise blockweise.

J_. ‘J_

Sind es zu viele Ausscheidungen, haben wir wahrscheinlich ein insgesamt ganz anderes Material, nicht nur einen
harteren Ausgangskristall.
AuRerdem - wie machen wir das? X % irgendwas in ein Material eingebracht bildet nicht automatisch viele kleine
Ausscheidungen, nur weil wir das gerne héatten.
’ Fur eine gegebene Konzentration an Fremdatomen wird es irgendein Optimum geben - eine machbare Mischung aus
noch atomar gelésten Fremdatomen und ein Spektrum an Ausscheidungsgréf3en das dann automatisch auch die
mittleren Abstande bestimmt.

Es ist dabei klar, da3 beide Mechanismen sich nicht einfach addieren. Im Prinzip wird der Mechanismus mit der
héchsten notwendigen Spannung das Verhalten dominieren. Der jeweils andere wird aber auch noch etwas
beitragen, und sei es nur, die Versetzungsbewegung zu verlangsamen.
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8.3.3 Eine Fallstudie

Der Einfluf3 von Cu in Al gibt ein sehr schénes und verhaltnismafig einfaches Beispiel fir den Einflu von atomar
gelésten Fremdatomen und Ausscheidungen wechselnder Art und GréRRe auf Rp.

Dies ist eine Kurzfassung der entsprechenden Fallstudie aus dem Buch von Ashby und Jones, eines der besten
Lehrbucher zur mehr mechanisch orientierten Materialwissenschaft.

Wir nehmen Al mit 4 % Cu (Gewichtsprozent). Um das Cu komplett atomar zu verteilen, halten wir die Legierung einige

Zeit bei T > 550 °C.

N
600 -
: {
=1t
2}
400 Cualy

300+

200 a+®

100

0 T T T T T
0 10 20 30 40 50

Al Gewichts % Cu ——»

L

’ Was wir erhalten, sieht so aus:

Das Phasendiagramm zeigt eindeutig, da dann die L&slichkeit hoher liegt
als 4 %.

AnschlieBend wird abgeschreckt, (engl. "to quench"), d.h. so schnell als
moglich abgekiihlt - z.B indem man die Proben in kaltes Wasser oder Ol
fallen laft.

Danach bringen wir die Proben auf z.B. 150 °C (sie werden getempert)
und messen jetzt in regelméaRigen Zeitabstéanden (bei Raumtemperatur) Rp
an einer Probe, die wir zu diesem Zweck entnehmen (und anschlieRend
entsorgen). Tage und Wochen lang, eine Probe nach der anderen, bis wir
keine mehr haben.

Ein aufwendiges und langwieriges Experiment, insbesondere falls wir das
ganze dann noch fir andere Tempertemperaturen und Cu Konzentrationen
wiederholen.

500 | Schneiden | % |
K

400 [ - ey
hirtung o
300 —

Rp [Mpa]

Bei RT
I 3 T

CuAl; Aus-
scheidungen

Temperzeit [hr] hei 150 °C ~ —————

’ Rp sinkt erst deutlich, steigt dann in zwei "Wellen" an, um dann langsam wieder zu sinken (man beachte die

logarithmische Zeitskala). Was geschieht?

Das Phasendiagramm sagt uns, daf3 im thermodynamischen Gleichgewicht bei 150 °C die Phase « (= Al + ca. 0,1
% Cu) und O (= CuAl») nebeneinander vorliegen. Da wir sehr viel mehr Al als Cu haben, erwarten wir CuAla-
Ausscheidungen in einer (Al + 0,1 % Cu) Matrix.

Wir starten aber mit atomar verteiltem Cu. Was wir an der Rp(t) Kurve ablesen kdnnen, ist der Weq ins
Gleichgewicht, die Kinetik der CuAl>-Ausscheidungsbildung und die Wirkung des sich andernden Gefliges auf Rp.
’ Wie sich die Ausscheidungen bilden, kdnnen wir nicht ohne weiteres wissen. Hier kommt sie Analytik ins Spiel;
insbesondere die Durchstrahlungselektronenmikroskopie (TEM) und diverse Réntgenmethoden.
Nach dem Rp Test untersuchen wir die Probe auf ihre exakte Mikrostruktur. Das Experiment ist jetzt eine
Doktorarbeit - falls wir in der Lage sind, die gesamte Theorie noch anzuhangen, und damit die experimentellen

Befunde zu erklaren.

’ Was ist nun geschehen? Das ist - im gro3en ganzen - gar nicht schwer zu verstehen:

Wir starten mit atomar geldsten Fremdatomen in relativ hoher Konzentration - wir erwarten damit ausgepragte
Mischkristallh&rtung (engl."Solution hardening") und damit ein erhebliches gréReres Rp als in reinem Al zu Beginn

der Messung.

Ausscheidungsbildung heil3t unumstolich, dal Cu Atome durch das Al Gitter diffundieren miissen, so dal3 sie
sich gegenseitig finden kdnnen. Jede einzelne Ausscheidung beginnt als "Zweier-Cluster" von 2 Cu Atomen, wird

zum Dreierpack - usw.
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Diese Kleinstagglomerate werden beim Versetzungspinning kaum wirkungsvoller sein kdnnen als einzelne Atome -
aber ihre Konzentration ist nur die Halfte bzw. 1/3 der atomaren Cu Konzentration. Rp wird dadurch zunéchst nur
kleiner werden konnen.

’ Mit langsam grof3er werdenden Ausscheidungen kommt eine Trendwende.
Die Ausscheidungen haben eine GréR3e erreicht, mit der sie Versetzungen immer massiver behindern kénnen,
irgendwann sind sie trotz geringerer Dichte effektiver als die atomar geldsten Cu Atome - Rp steigt wieder an.

Warten wir zu lange, werden grofRe Ausscheidungen auf Kosten der kleineren wachsen (man nennt das "Ostwald
Reifung"). Dadurch verringert sich die Dichte, Rp nimmt wieder ab und erreicht, falls wir lange genug warten, den
intrinsichen Wert - das Cu ist jetzt vollig wirkungslos.

’ Das ist alles richtig, erkért aber nicht die "Wellen" und die genaue Gestalt der Kurve. Um das zu verstehen missen wir
die Details der Ausscheidungsbildung studieren.

Die erste Agglomeratsform, die sich bildet, ist etwas spezielles:
Sogenannte Gunnier-Preston Zonen (immer abgekirzt als"GP-
zones".

Das sind, wie links gezeigt, winzige (Durchmesser im 10 nm
Bereich) Cu-Scheibchen in der Al Matrix, die das Gitter kraftig
verspannen und Versetzungen ganz effektiv festhalten kdnnen.

Sie sind verantwortlich fir den Wiederanstieg von Rp und fir die
erste "Welle" in der Kurve.

’ Mit den GP-Zonen haben wir aber noch kein Gleichgewichts CuAl». Die Bildung dieser (groRen) Ausscheidungen lauft,
etwas Uberraschend, in drei Stufen:

Zunachst bilden sich aus einigen GP-zones erste CuAl2 Auscheidungen mit einer spezifischen Gitterstuktur, die
zwar relativ gut ins Al Gitter pal3t - aber nicht die Gleichwichtstruktur von CuAly ist. Diese ©" genannte Phase
wachst auf Kosten der GP-zones, die sich auflésen und das bendétigte Cu freisetzen.

Gleichzeitig beginnt an Versetzungen und Korngrenzen die Nukleation des "richtigen" CuAly, allerdings ist der
wachsende Kristall noch ganz spezifisch in das Al Gitter eingebaut und stark verspannt. Diese ©' Phase wachst
langsam auf Kosten der ©" Phase, die schlie3lich komplett verschwindet.

Und das ganze nocheinmal! CuAly, aber jetzt mit beliebiger Orientierung zum Wirtsgitter, beginnt an Korngrenzen
und an den Ecken der ©' Phase zu wachsen - jetzt relativ kugelférmig, da ohne Beziehung zum Al Gitter. Das ist
die eigentliche © Phase. Die ©' Phase verschwindet wieder.

’ Warum geht die CuAl Ausscheidungskinetik einen derart komplizierten Weg? Weil die Oberflachenergie der
Phasengrenze CuAl; - Al bei kleinen Ausscheidungen minimiert werden muf3! Sonst ist keine Keimbildung mdéglich.

’ Die diversen O Phasen unterscheiden sich nicht sehr in ihrem "Festhaltevermdgen” fur Versetzungen. Da ihre Grol3e
kontinuierlich zunimmt, wird der mittlere Abstand gréRer, und Rp sinkt kontinuierlich.

Das Rp(t) Diagramm zeigt diese Stufen der Ausscheidungsbildung schematisch. Ebenfalls eingezeichnet sind die
auleren Spannungen, die man brauchte um diejeweils vorliegenden Ausscheidungen zu schneiden, bzw. mit dem
Orowan Prozel3 zu umgehen.

Es gibt ein deutliches Maximum bei einer Spannung, die etwa dreimal héher liegt als die ca. 130 MPa intrinsische
Festigkeit des Materials. Das ist ein beachtlicher Faktor!

’ Was wirde passieren, wenn wir die Temperung bei ca. 40 °C durchfiihren oder unser auf maximale Festigkeit
optimiertes Produkt in den Tropen langere Zeit verwenden wollen? Vermutlich genau dasselbe - nur wird es
entsprechend langer dauern. Wieviel langer, kbnnen wir versuchen abzuschéatzen:

Der zeitbestimmende Prozel ist wahrscheinlich die Diffusion von Cu in Al. Wir kénnen in etwa davon ausgehen,
daf dieselben Zusténde erreicht sind, falls die Cu Atome dieselben mittleren Distanzen zuriickgelegt haben, d.h.
dieselben Diffusionsléangen L aufweisen.

’ Die Diffusionlange war

L=(D-t)”

Wir haben also fiir gleiche Alterung
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L(T1) D(T1) - t1 t1 . exp—(Hw/kT1) t1 Hm
=1 = = = —.exp — (UT2-1/Tq)
L(T2) D(T2) - t2 to . exp—(Hwm/kT2) to k

’ Der entscheidende Parameter ist also die Wanderungsenergie des Cu Atoms in der Al Matrix. Hier wird hoffentlich
deutlich, warum Bildungs- und Wanderungsenergien so fundamental wichtige Gréf3en sind.
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8.3.4 Verformungs- und Feinkornverfestigung

Verformungsverfestigung

’ Wir haben schon gesehen, dal? Versetzungen auf einem Gleitsystem durch Versetzungen anderer Gleitsysteme in ihrer
Bewegung behindert werden kdnnen.

Dies gilt ganz allgemein: Versetzungen sind Quellen lokaler elastischer Spannungen und sie reagieren auf
Spannungen - das heilt sie "sehen" sich. Egal ob sie sich abstoRen oder anziehen - sie tun sich schwer
aneinander vorbei zu kommen.

Kristalle mit hoher Versetzungsdichte missen demzufolge eine hohere FlieBspannung Rp haben als Kristalle mit
niedrigen Versetzungsdichten.

Das ist leicht zu Uberprifen: Wir verformen eine Probe bis zu einem bestimmten Punkt und nehmen sie dann als
neue Probe. Von der urspriinglichen Probe wissen wir schlie3lich auch nicht, was damit vorher schon alles passiert
ist.

’ Die Verformungskurven, die wir erhalten werden, sehen etwa so aus:

Rp(2)

Ryl | |

1. Versuch

Es klappt also: Proben, die viel Versetzungen enthalten, sind "héarter" als welche mit nur wenig Versetzungen.
’ Aber Verformungsverfestigung ist tiickisch. Sie hangt nicht nur von allen méglichen Parametern ab, sondern kann sich
im Laufe der Zeit ganz langsam &andern - hier liegt eine der Ursachen fir mechanische Alterungsprozesse.

Theorien missen sich auf mehr oder weniger einfache Modelle beziehen - hier wird in der harten Forschung viel
getan (und viel gestritten).

Der allgemeinste und stark vereinfachte Ansatz gibt fiir die notwendige Spannung Tyyv um Versetzungsbewegung in
Anwesenheit anderer Versetzungen aufrecht zu erhalten

Tw ~ 02:G b (pv)*

Mit G = Schermodul, b = Burgervektor; py ist die Versetzungsdichte.

’ Verformungsverfestigung ist uns allen gelaufig. Wer hat nicht schon eine Buroklammer so lange hin-und-her gebogen,
bis sie bricht.

Das ist das obige Experiment - nur daf wir nicht ziehen, sondern biegen, also mehrachsige Spannungen bemihen.

’ Die Vorgange bei sehr hohen Versetzungsdichten werden mafilos kompliziert - friher oder spéter erfolgt der Bruch.

Feinkornhartung

’ Bisher haben wir nicht beriicksichtigt, dal3 nahezu alle reale Strukturmaterialien Polykristalle sind. Die Frage ist also:
Wie ubertragt sich die Verformung in einem Korn auf das Nachbarkorn?

Kdnnen Versetzungen durch mehrere Kérner durchlaufen? Im Prinzip nicht! Die Zeichnung zeigt warum

Gleiteh ene
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’ Der Wechsel von einer Gleitebene zu einer anderen Uber die Korngrenze hinweg ist nicht méglich. Was allenfalls
geschieht ist, daf} eine Versetzung an der Korngenze absorbiert wird, und eine neue Versetzung auf der anderen Seite
emittiert wird

Verformung erfolgt jetzt so, daf3 jedes Korn fur sich auf die in seinen Gleitsystemen vorliegende Spannung reagiert:
d.h. jedes Korn verformt sich - im Prinzip - individuell.

Da die Kérner bald nicht mehr zusammenpassen wirden, treten an den Korngrenzen grof3e Spannungen auf, die
sich den &uf3eren Spannungen Uberlagern und zuséatzlich Verformung bewirken, die den Zusammenhalt der Kérner
ermoglicht.
’ Letztlich sind Korngrenzen sowohl sehr effektive Hindernisse fir Versetzungen, als auch effektive Quellen. In jedem Fall
wird eine zusétzliche Spannung Tk bendtigt, um Verformung des ganzen Kristalls zu gewahrleisten.

In einer simplen Naherung, der Hall - Petsch - Beziehung, gilt .

kkG

TKG =
<d>”

Mit kkc = Materialkonstante und <d >= mittlere Korngrolie.
Ein feinkdrniges Material ist also "harter" als ein grobkérniges.
’ Die Spannungs - Dehnungskurven von Polykristallen sehen naturgeméaf ganz anders aus als die von Einkristallen.

Der Beginn der plastischen Verformung ist nicht sauber definiert - die kritische FlieRspannung ist in einigen
"gunstig" orientierten Kérnern friher erreicht als in anderen.

Die Versetzungsbewegung ist durch Korngrenzen von Anfang an behindert - es gibt keinen "weichen" Bereich | wie
bei Einkristallen. Wir erhalten die typischen Verformungsdiagramme realer Materialien.
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8.3.5 Erholung und Gesamtschau
Rekristallisation und Erholung

’ Mit zunehmender Verformung steigt die Versetzungsdichte, das Material wird harter und ist naher am endgultigen
Bruch.
Falls wir die Vorgeschichte eines Stlickes Stahl oder Aluminium nicht kennen, haben wir also ein Problem - wir
wissen nicht, Uber wieviel "Verformungsreserven" das Material noch verfiigt.

Wir kdnnen natdrlich testen -mit einfachen Hartemessungen, oder mit aufwendigeren Methoden.
’ Wir kdnnen das Material aber - im Prinzip - auch rekristallisieren. Dazu missen wir es nur gentigend heif3 machen.

Defekte werden ausheilen, Kérner wachsen, das Material erholt sich. Zum Schluf3 werden wir uns dem méglichen
Metagleichgewicht - modglichst wenig Defekte - wieder genéhert haben.
Damit haben wir entweder wieder ein brauchbares Material - oder wir haben die vom Hersteller miihsam
eingestellten Eigenschaften zerstort.

’ Was ist das Kriterium fir Erholung, wie hoch muf? man mit der Temperatur gehen?

Ein Blick ins Phasendiagramm hilft. Falls man eine Phasengrenze Uberschreitet, geschieht was immer auch das
Phasendiagramm verlangt.

Falls wir, fiir den einfachsten Fall, ein ziemlich reines Metall betrachten (ohne Anderung des Gittertyps beim
Aufheizen, also nicht z.B. Fe) gibt es ein einfaches Kriterium:

Erholung benétigt mobile intrinsische atomare Fehlstellen, in Metallen also Leerstellen.

Wir miissen also so weit aufheizen, daf3 nennenswerte Selbstdiffusion stattfinden kann.

Zusammenfassung und Gesamtschau

Plastische Verformung von Kristallen ist ein komplizierter Prozel3, doch kann er in allen Details prinzipiell verstanden
werden durch eine Betrachtung der Wechselwirkung von Versetzungen mit anderen Defekten.
Die diversen Beitrage von Gitter und Defekten zu der FlieRgrenze Rp wurden in den vorhergehenden Unterkapiteln
kurz dargestellt, der Gesamteffekt besteht aus einer nichtlinearen Uberlagerung aller Effekte, wir haben

Rp = Rp(Ti, TMK, TAus, TV, TKG)

Dabei sind die meisten Variablen eine Funktionen der Verformung € die sie beschreiben, der Temperatur, und
moglicherweise auch noch der Zeit.
’ Es ist schon erstaunlich, daf3 eine Unzahl von metallischen Werkstoffen mit optimierten Verformungseigenschaften
entwickelt werden konnten, ohne die geringste (bzw. vollig falsche Vorstellungen) Gber die Mechanismen der Verformung
und den Wirkmechanismus der diversen Rezepte zur Eigenschaftsverbesserung!
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8.3.6 Merkpunkte zu Kapitel 8.3: Verfestigung

’ Die kristische Scherspannung Tkrit, ab der plastische Verformung
einsetzt, kann durch geeignete Maflnahmen in weiten Grenzen
manipuliert werden.

Sie ist zunachst bestimmt durch die intrinsische FlieRgrenze i
des (perfekten) Materials - eine Art Materialkonstante.

’ Generell gilt: Alle Arten von Gitterdefekten kdnnen Versetzungen
festhalten("pinnen")

Wie stark ein Defekt eine Versetzung "pinnt", hangt von Art,
Grof3e und Gestalt des Defektes ab

Wie stark alle Defekte alle Versetzungen "pinnen”, hangt
darUberhinaus noch von den Defektkonzentrationen und der
Versetzungskonfiguration und -dichte ab.

’ Als Mischkristallhartung bezeichnet man den Anteil Tk, der von
atomar geldsten interstitiellen oder substitutionellen Fremdatomen
herstammt

Als paradigmatisches Beispiel mag 0.x % Kohlenstoff im sonst
recht weichen (Schmiede)eisen dienen: Wir erhalten harten Stahl
schon fiir x < 0.5% !

Der Zuwachs Tk an kristischer Schubspannung ist i.a.
proportional zur Wurzel aus der Kozentration der AF.

’ Ausscheidungshértung arbeitet entsprechend mit Ausscheidungen der
zuvor atomar geldsten atomaren Fehlstellen.

Ausscheidungen behindern Versetzungsbewegung zwar i.d.R.
weitaus effektiver als atomare Defekte, dafur ist ihre Dichte aber
automatisch weitaus geringer

Der Zuwachs Tays an kristischer Schubspannung ist i.a.
proportional zum Kehrwert des mittleren Abstands < >zwischen
den Ausscheidungen

’ Verformungs- und Feinkornverfestigung nutzt Versetzungen und
Korngrenzen als Hindernisse fir die Versetzungsbewegung

Viele Versetzungen erhalt man durch plastische Verformung.
Vorverformtes Material ist daher harter als jungfrauliches - aber es
bricht auch friher! Der Zuwachs Ty ist proportional zur Wurzel
aus der Versetzungsdichte pyv

Kleine Korner erhdhen Tkrit erheblich um Tkg, das umgekehrt
proportional zur Wurzel aus mittlerer Korngrof3e <d > ist.
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’ Die technische Frage ist nun: Wie stellt an das optimale Gefiige her?

Und wie erhalt man es bei Temperprozessen, inshesondere beim
SchweilRen?

’ Denn bei hohen Temperaturen erholt sich das Material, d.h.
Defektdichten werden kleiner, und deshalb Kérner und
Ausscheidungen gréRer.
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Die SchweiRnaht wird
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haben als das Grundmaterial.




8.4 Steel
8.4.1 Plain Carbon Steels

Some Preliminary Remarks

The (huge) Hyperscript "Iron, Steel and Swords" contains a lot about steel. Check it if you like

’ The "lIron Age" lasted a long time. It actually should be called "Steel age", because pure iron is not only difficult to
make, but has only limited limited use as a structural material.
Steel and cast iron, both Fe - C alloys or compounds, and not just iron made the difference to the bronze tools and
weapons in use before the iron age. Note, however, that bronze products were used for a long time parallel to steel
products.
The beginning of the iron age in Northern Europe dates to about 800 BC; one could debate if it ever really ended.
The industrial revolution in the 19th century has one of its deeper roots in the discovery of how steel could be mass
produced; and the car industry, for example, is still perfectly impossible without steel but quite possible without
Silicon. The computer, of course, is perfectly impossible without Si - but does this mean that we are now in the
Silicon Age?
’ Iron technology was invented in the Mediterranean about 1500 BC; present day knowledge ascribes its discovery to the
Hethites from what is now Turkey.
India and China also mastered iron technology in ancient times. It appears, however, that the Hethites were earlier
by several hundred if not 1000 years. The Japanese, of course, had and still have a heavy cult around their steel
swords for a longe time, and there was some early iron techology in Africa, too.
’ In the "Hyperscripts of AMAT", a growing number of modules deals with the history of iron and steel; in particular with
the ancient paradigm of this material: the (magical) sword. These modules will give you an idea of what iron technology
meant to our ancestors, and why your conception about it is probably totally wrong. Available are:

A short history of Iron and steel

* In German.
* In English (the newer and occasionally updated version).

Myths around making a sword (In German; not for the faint of heart)

The Ring of the Nibelung (In German; Wagner's opera in the context of forging Siegfrieds sword).

Damascene Technology (In English; contains many links to other sources).

An early (magical) sword (In English; shows the original and its reconstruction).

Magical swords (In German; What makes a sword magical - how is a Japanese sword made?).
’ In this module, however, we will look at steel from a scientific point of view.

This is not easy: Steel is an extremely complicated material with an amazingly large number of variants; and new
discoveries are still being made.

Here we will only look at some basics; this involves cutting corners and being at bit imprecise at times. To simplify
things, we will treat carbon steels, alloy steels, and cast iron separately; even so this does not make much sense
for many real steels.

The Iron - Carbon Phase Diagram

’ The Iron - Carbon Phase Diagram is one of the most important diagrams of mankind - but not part of public education.

Here is the important part:
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9 Composition {(Atom % C) 25

0 1 2 EH 4 7
100%Fe  Composition (Weight % C) 100 % FesC

’ What we see is:
The color a smith sees at the temperature given (sort of). Notice the "bright cherry red" at the 996 K boundary

Absolutely pure iron changes from the x-phase (which has a bcc lattice) to the fcc y- phase just below 1200 K
(1180 K, to be precise). Around 1700 K it changes to the bcc d-phase; at 1800 K and some it melts.

There is no B Phase ??? Well - B -ferrite is simply non-magnetic « - ferrite; here we can just forget about it.

The situation is quite different with a little bit of carbon - somewhat more than 0.1 weight %, say. Around the melting
point tricky stuff is going on, which we will not consider any more.

Below 996 K (= 723 ©C) the iron cannot dissolve all the C and we have some mixture of «-iron and Fe3C.

Above 996 K, however, the y-phase can keep quite a bit of C in solid solution up to a maximum of 2% at 1403 K (=
1130 °C).

At about 0.8 % C, we have an eutectoid composition at a temperature of 966 K, and around 4.5 % we have a true
eutectic composition at 1403 K.

The diagram extends only to about 6.7 % C; at higher C concentration nothing of interest will be found. This means
we are actually considering the Fe - Fe3C phase diagram.

If you wonder why so much happens with so little carbon, don't forget: At 6.7 weight %, every fourth atom in the
soup is a carbon atom; we have 25 atom %!

’ All important true phases have (old) names; these are

* Cementite (German: Zementit). The stoichiometric Fe3C phase. It is a compound with a complicated lattice; it
is rather hard and brittle.

* Ferrite (German: "Ferrit). The x-phase with the bcc lattice. If you want to be precise, you call it « - ferrite.

* Austenite (German "Austenit). The y-phase with the fcc lattice.

’ Just to get you used to the facts of life concerning iron and steel, there are some more old-fashioned names still very
much in use, and absolutely de rigeur for everybody who calls herself a materials scientist:

* Pearlite (German: Perlit), the two-phase mixture obtained right below the eutectoid point at 0.8 % C
concentration - we will encounter it quite soon and excessively.

* Ledeburite (German: Ledeburit); the two phase mixture obtained right below the eutectic point at 4.5 % C
concentration; we will not have much dealing with that because it should not exist in equilibrium at room
temperature.

* Martensite (German: Martensit); a kind of metastable version of austenite + carbon; but with a tetragonal lattice
and different mechanical properties; this will exercise us a great deal.

e Bainite (German: Bainit); a mixture of & - ferrite supersaturated with carbon and cementite, but in a (hon-
equilibrium) structure quite different from pearlite.

If you wonder why there are so many strange names, consult the link.
’ Considering cast iron, the important part is the eutectic at around 4.4 % C.

At that concentration, casting at about 1400 K is easy; and the temperature is so low that it was easily achieved in
ancient times.

But cast iron contains a lot of carbon (mostly in the form of graphite; which is not directly evident from the phase
diagram), is brittle, and while employed in huge quantities, not what we are after. What we are after is steel.
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’ Considering steel, the important part is the eutectoid reaction at about 0.8 % C.

If we cool this composition from a temperature larger then 996 K ("bright cherry
red"), it will completely ("congruently") solidify into a Fe - Fe3C eutectic, i.e. a
mixture of o-iron (i.e. bcc iron with a tiny bit of dissolved C) and cementite
(i.e.FezC).

This mix is shown on the right; it is called "pearlite" (German: Perlit); the black
lamellae are the FesC parts; their thickness is a few um. The name comes from
the pearl-like luster of this material.

’ What do we get if we cool a composition somewhat poorer ("hypo") or richer ("hyper")
in carbon than the eutectoid composition?

At high temperatures just before the phase change takes place and for less
carbon then 0.8 % at the eutectoid point, we will have a hypoeutectic mixture of
ferrite with practically no carbon and austenite with the eutectoid composition.

Below the eutectoid temperature, the ferrite just stays ferrite, but the austenite
turns into pearlite. We expect islands (= grains) of pearlite with its typical laminar
structure embedded in ferrite.

Conversely, if we have too much carbon, i.e. hypereutetectic steel, we expect
island (= grains) of pearlite embedded in cementite.

That is different from an eutectic reaction, where both components need to solidify. Here nothing needs to solidify, we
have some grain structure with &« and B grains, and the & grains could remain unchanged.

We won't go into more details here, but you can look at an illustration of the solidification and phase change
process in an illustration module.

’ What the structures (= Gefuge) you get look like is shown in the pictures below.

10 pm -

Ferrite and more blackish Pearlite
grains
at0.4% C

Pearlite and (white) cementite
at1.3% C.

Ferrite and blackish Pearlite grains
at0.1%C

Interestingly, cementite seems to be black for hypoeutectice steel and white for hypereutectic steel. Six sources
ignore

the obvious problem with pictures like these. The resolution of the apparent paradox (probably) is as follows:
Both, ferrite

and cementite are "white". The black part comes from the boundaries between ferrit and cementite (a simple
optical effect

at high magnifications).

’ Now there is a first complication: If we start well above the eutectoid temperature of 996 K, the composition of the & + v,
or the y + Fe3C phase mix has to change according to the lever rule as the temperature decreases.

It only can do so by diffusion in the solid state. But this is a relatively slow process, so we might expect that what
we will get, will depend on the cooling rate. Only for very slow cooling will we obtain the "equilibrium” structure
shown in the phase diagram.
What kind of mechanical properties do we expect? We have, after all, some kind of composite made from a relatively
soft and ductile material (ferrite) and a hard and brittle material (cementite).

As far as Youngs modulus is concerned we could use the rules derived for compound materials.

But we are more interested in properties like hardness, yield stress, ultimate tensile strength, and maximum strain.
The latter is a kind of direct measure for ductility. Since all these properties are "defect sensitive" (as we learned in
chapter 8!), simple rules cannot exist. We only can make educated guesses.
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’ We certainly would expect that an increasing cementite concentration would

lead to an increase in hardness but to a concomitant loss of ductility (it 131:[
becomes hard and brittle). MPa
1000
Let's see what we get. Some essential mechanical properties are shown Normalized
on the right. Since not only the carbon concentration, but also other 800 4

structural details determine what you get, the graphs give a whole ranges

of properties for structures somewhere between "annealed" and 500
Annealed

"normalized".
"Annealed" and "normalized" refer to different standardized heat 400
treatments designed to give comparable structures with respect to grain
size and shape, and dislocation density. 200
"Annealed" is as close to equilibrium as possible. We have large grains
and small dislocation densities. "Normalized" means that some heat 0 02 04 06 08 10
treatment was used so that the history of the material (it might have been Weight % Carbon
heavily deformed, for example), is essentially wiped out, but grain sizes
are small and we are far from equilibrium. .

’ The first graph shows the yield stress Rp (German: FlieRgrenze) and the 100 1

ultimate tensile strength Ry (German: maximale Zugfestigkeit). .
- racture energy
We see that both increase with increasing carbon content, but the more " %
important parameter Rp sort of tapers off and remains constant around 50 T e
05 % C Annealed o
40
’ The second graph gives the maximum elongation that can be achieved in a ﬁgmmml
tensile test and the impact energy or fracture energy (German: Zahigkeit). 20 7 Pl M
Normalized

The maximum elongation is a fairly direct measure of ductility; we see S e e 1
that the ductile behavior gets worse in a rather linear fashion with “Weight % Carbon

increasing carbon content.

It is pretty close to zero as soon as there is no longer a contingent
matrix of ductile «- ferrite.

The impact energy is a fairly direct measure of "brittleness". Low energy
means easy fracture - the material is brittle.

It decreases steeply, tapers off around around 0.5%, and reaches a
relatively constant low value for hypereutectic steels. Essentially, the
fracture toughness than is determined by the fracture properties of the
cementite, which now forms a continuous skeleton with embedded
pearlite grains 1.

Kinetics of the Eutectoid Phase Change

’ So much for the simple part. Iron-carbon compounds or plain carbon steels now become difficult for two major and
related reasons:

’ 1. The phase diagram from above does not show the real equilibrium structure - FeC3 called cementite is not the phase
with the absolute minimum of the free energy; that is actually carbon.

However, FeC3 is metastable; it simply forms before pure C (= graphite) can develop; and it may take a long time
before all FeC3 is decomposed into C.

The real, i.e. true equilibrium phase diagram of Fe and C, however, looks a lot like the C - FeC3 from above. Just
take out the vertical line for stoichiometric FeCg, substitute "C" for "FeC3" everywhere, and shift the horizontal lines
downwards a few K; leaving everything else the same (except for the "L + graphite” liquidus line, which goes up
much steeper). If you can't imagine this, look it up in the link.
This has some consequences for cast iron (it is essentially the reason why we find pure graphite and not just
cementite in cast iron as already mentioned above)

’ 2. The solubility of carbon in austenite is much larger than in ferrite. At temperatures somewhat higher then the

"magical” 996 K, austenite can easily accommodate any carbon concentration around the eutectoid concentration of
0.8%.

Passing the eutectoid temperature during cooling now requires a radical change. Practically all the homogeneously
dissolved carbon now has to go to the inhomogeneously distributed cementite - by diffusion, there is no other way.

This simply takes time, and if that time is not available, because the austenite is quenched, i.e. rapidly cooled
(really rapidly at this point, with at least 1000 K/s for hypoeutectics), something new happens.

The carbon stays in place - more or less - and this necessarily prevents pearlite and ferrite formation. Instead, a new
lattice type is found, called "martensite". It is a body-centered tetragonal lattice; essentially a bcc lattice elongated
somewhat in one direction.
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’ The transformation from the fcc austenite lattice to the tetragonal martensite lattice does not need long range diffusion
(as, e.g., the transformation from the austenite lattice to pearlite).
It takes place by a shear process (involving special dislocations); and all transformations of that kind are called
martensitic transformations. There are many martensitic transformations in materials science.

’ It looks like martensitic transformations are easy - if you don't have to move atoms around, it could just happen!

Not so: Changing from one lattice type to another one will (almost) always involve a volume change. If there is no
moving around of atoms, if nothing can "give", such a transformation will then automatically produce a lot of stress
and strain, and thus requires plenty of energy. Martensitic transformations therefore are difficult; they only happen if
there is a large driving force.

As a corollary, martensitic structures are rarely equilibrium structures; they are metastable at best. But that does
not mean that they can last a long time at normal temperatures.

’ The pictures below illustrate what happens and what it looks like.

The martensite shear Martensite "needles"” or lathes in austenite (Magnification
transformation x1000)

Looking at the schematic representation of the shear transformation; it is clear that the process is not easy, stores
a lot of elastic energy, and tends to make thin needles or plates (called "lathes™).

’ Pure martensite is soft and ductile. However, we don't have pure martensite; we have martensite with interstitially
dissolved carbon - and this is an extremely hard and brittle substance.

Hard martensite is of not much use by itself - but it is the key to things like "magical swords" or high strength steels

’ Look at the Vickers hardness diagram below to get an idea of how much better the edge of a Japanese swords - pure
martensite - will be, compared to a regular decent steel.
If you want to know what "hardness" means in some detail - look up the link above. For steel, the Vickers hardness
Hy is pretty much the same thing as the yield stress Rp; we have in a good approximation

Rp = 3.2 Hy

’ So in all the diagrams here or in books, you can always substitute hardness for yield stress and vice verse at least
qualitatively. For numbers you have to watch out what kind of hardness (usually Vickers or Brinell) is given

Hardness o oo
b

martensiie

[N —

0.06% C

martensite

Quenched 0.89
(Martensite + Rp
Austenite) GPa ) g

0.04% C
martensite

600
Glas —

0.01% C

400 1 martensite

0.01% C
cold worked

Annealed

(ot+ Pearlite) 0 10 20 30 40

Au —]| : : : : : (Disloc. density)"? 10° m’!
0 02 04 06 08 10

Weight % Carhon

Vickers hardness of annealed and Yield stress as function of martensite
quenched plain carbon steel. induced dislocation density

’ Why is martensitic steel so hard? A better question is: Why is the yield stress so high, because this addresses basic
mechanisms we learned about in chapter 8?
Above we said because carbon containing martensite is hard - but that is a bit of a tautology.

’ Do we need new mechanisms for raising the yield stress of a given material that we did not address in chapter 8?

As you would guess: Not really! Martensite formation simply generates a high density of dislocations since a lot of
(local) plastic deformation is needed to accommodate the martensite "lathes”
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Indeed, if we plot the yield stress (or hardness) versus the root of the dislocation density introduced by various
martensitic structures, we obtain exactly the straight line we would expect from the discussion in chapter 8.3.4

While this kind of knowledge is not (yet) very helpful if you actually make steel; it simply proves that we understand
what is basically going on - and therefore also what can go wrong.

Steel Making Now and Then

So, if you were an ancient smith and you would quench your red-hot sword blade in cold water, you might on occasion
find that the edge of the sword is now extremely hard, while the interior is still tough, but far softer.

What has happened then is easy to see - for us: Only the surface near parts will cool down fast enough for
martensite formation. The inner parts simply will stay hot longer and just produce pearlite with ferrite or cementite.

’ But this will only work on occasion. Why it does not always work, you don't know. Your best guess would be that some
magic is involved, or that some goods need to be in a good mood on quenching day, if things are to work out.

Because what you ancient smith - living sometime between 1500 BC to 1850 AD - can't know, is that what you get
also depends very much on the exact carbon content (which, whatever it was when you started, you changed a lot
simply by forging the blade in your fire).

Even worse: What you get also depends a lot on all the other elements that your raw steel will contain in some
small amounts. And on the temperature you quench from. And on the temperature you quench to. And on the liquid
you use, not to mention if you agitate it it or don't. And on the clay, or whatever you use to coat parts of the blade.

And no god, priest, nobleman, politician, philosopher, general, or feuilleton writer ever told you anything helpful for
about 3000 years of steel technology; notwithstanding all the sacrifices, spells, offerings, prayers, tithes, etc. that
you made or were forced to make, and their ever-present air of general superiority.

For all you know, and for all the bullshit they did tell you (try Aristotle): Some of your products might be good, some
might be bad. And nobody really knew why.

’ Thank gott scientists and engineers, we don't have to slit the throat of some living being anymore so that some macho or
tussy up in the heavens or down in the netherworld feels obligated to help us to produce good steel on occasion. We
know almost everything there is to know about martensite formation in plain carbon steels. Not yet everything there is to
know, but enough to turn martensite into full scale use for special steels. In particular we know three major tricks that
help us to produce a wide variety of steels reproducibly and reliably:

1. We can produce martensite with rather low cooling rates, too. All we have to do is to add some suitable elements
(which will bring us to the next subchapter dealing with alloy steel). This will allow us to produce homogeneous
martensite even in bulky steel. That's nice, but still not of much use.

2. We can anneal the material in a well-defined way; i.e. heat it up again. Since martensite is only metastable, we
can expect that at enhanced temperatures we will get some change to the stable cementite + ferrite mixture. If we
do it right, we will retain some of the hardness of the martensite while gaining some of ductility of low-carbon steel.

3. During cooling, we can keep the steel at some medium to high temperature for a while (this process is called
tempering (from German)) - and produce yet another structure.

’ For the second point, all that needs to be done is to get the carbon in the austenite mobile again, so it can form
cementite and ferrite.

Obviously, you want to stay below the eutectoid temperature for this; 300 °C - 600 °C is what you use.

You won't get pearlite + ferrite, however. You rather end up with small FeC3 (= cementite) particles in x-ferrite. Your
grain size is also smaller, because you retain the small grain structure of the martensite.

What you are doing now is optimizing precipitation hardening. The fine FeC3 particles make dislocation movement
difficult (which gives a high yield stress and hardness), but do not completely prevent it (which keeps the material
ductile).

’ But don't "over-temper"! If the cementite particles get too coarse, you loose hardness without gaining much ductility
anymore.

If you do it just right, you end up with tempered steel, a synonym for the ultimate combination in strength,
hardness, toughness - you name it - for a good part of the 19th and 20th century.

’ By now you got the idea: The exact structure of the cementite - x-ferrite mixture is of prime importance. We have all the
strengthening mechanisms discussed in chapter 8 in combination; in addition we keep microcracks from happening or
spreading. What you get will depend sensitively on the carbon concentration, and in particular at the heat treatment
(cooling and annealing / tempering).

Very slow cooling gives an equilibrium structure with largish grains 1) of pearlite and ferrite. For low carbon
concentrations (say 0.1% - 02 %) we get mediocre strength properties of this "mild" steel. However, the material is
easy to work with and it can be welded! That's why your car body and much else is made from this basic kind of
steel (however, with a few more alloying elements thrown in).

Rapid cooling plus tempering gives "tempered steel". The ultimate in strength for plain carbon steel, but not easy to
work with; it is also not weldable.
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’ How about rapid cooling to some intermediate temperature; and slow cooling after that? Followed by some tempering or
not?
You get the idea once more. There are innumerable possibilities for plain carbon steel; and then we have the whole
periodic table for alloying - but essentially we understand what is going on.
’ The "rapid cooling to some intermediate temperature and slow cooling after that" suggestion is actually a good one. It
produces yet another characteristic mix of FeC3 - x-ferrite, called "Bainite".

The picture below shows some transmission electron microscope pictures of the structures discussed:

L

/#/;’"4/ s

Pearlite Bainite Tempered martensite

Pretty much the same mixture of Fe and C, but different structures and very different properties
’ As promised, we only did some basics - there is much, much more to plain carbon steel!

’ Now we look at all that stuff from a "distance" and realize that what we do when we make plain carbon steel is just what
some ancient smiths did: We used "damascene technology": We always produced an intimate mix of "soft" and "hard"
iron. But there are differences:

We do it on a much finer scale and in far more tricky ways. We also understand what we do. We don't need magic
of any kind or help from above (or below).

We also know how to define and measure the properties of the steel we make. We do not have to cut through live
people to assess the quality (as the Japanese did).

’ But for many kinds of the steel we can make, we have essentially the same problem as our elders: We cannot cast
everything we want.

While we can easily achieve the needed temperatures, just pouring some liquid Fe - C mix in a form will not give the
structure we need. Maybe some additional heat treatment helps, but if not - then you bang your material into shape
like all smiths before you

If you can't cast it, you also will have a hell of a time to weld it. After all, welding means to liquefy portions of your
material and then solidify again. If the structure at the seam is not what you need, you have a problem.

’ This is the main reason while car bodies, to give one example, are not made from very strong steel.

If instead of pressing sheets of the stuff into the right shape and then weld everything together you would have to
bang it out of some big lump of steel with a hammer, you and | and most everybody else would not be driving a care.

So be glad we have mild steel and understand its properties perfectly. Otherwise, the parts of society mentioned
above would do what they always do and did: They drive a car, and you and me do the banging - as slaves.

1) pearlite is not a phase, it is a mixture of two phases. However, given its distinct structure and its appearance in "grains", it
is often treated as if it would be a true phase. Since grains can only be formed by true phases, purists sometimes use the
word "nodule" instead of grain.
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8.4.2 Alloy Steels

General Remarks

’ Writing these modules, | found it surprisingly hard to find data or good metallographic pictures for the plain carbon steel
of the preceding chapter.
Well, there is a simple reason for that: There is practically no such thing as plain carbon steel - and probably never
has been.
Steel practically always contains other elements besides carbon too, which were added intentionally or
unintentionally.

’ Unintentional elements are in particular Sulfur (S) and Phosphorous (P); but also Sn, As and Sb.
All these elements tend to diffuse to grain boundaries where they might segregate; reducing the cohesive strength -

the steel becomes brittle. If it does not happen right away, it might happen after some temper treatment; as a result
we have (undesired) temper brittleness.

’ By now you should be sensitive to words like "tend" and "might”, which indicate that
things are not so simple and easy.

Phosphorous, for example, is not always harmful. In properly treated steel, it
might be beneficial, too, as shown below.

Since the "bog iron” (German: "Raseneisenerz"), used for millennia to make
iron and steel, contained relatively large amounts of P, it "might" have been
crucial for the early smiths to keep the Phosphorous from segregating to grain
boundaries. What bog iron looks like is shown on the right - we all have seen
stones like that, but possibly not recognized what it was.

However, if you were lucky, some other elements contained in your iron "might"
have helped in this respect and you may never have noticed that you had a
problem.

’ But generally, some elements, in particular Sulfur S (and P), are almost always bad
news, and not easy to avoid.

But fortunately, Manganese (Mn) is also quite ubiquitous - and it sort of "soaks
up" the Sulfur (by forming immobile sulfides).

We thus have a first reason for adding something else: To neutralize bad effects
of unwanted, but hard to avoid trace impurities. But this, while being quite
important, is nevertheless only a minor point for making alloyed steels, sort of a
fringe benefit.

So small wonder that you will always find 0.5 % -1 %or so of Mn in practically
any alloy steel (and in "plain carbon", too).

’ The major reasons for adding all kinds of elements to carbon steel are:

1. Improved strength while maintaining good ductility and in particular workability ("Verarbeitbarkeit"). The key words
in this context are solution strengthening and precipitation hardening ("Mischkristall- und
Ausscheidungshértung") while maintaining weldability ("Schwei3barkeit").

2. Improved hardenability. The key is to enable martensite formation even at relatively low cooling rates so that it
can occur in the interior of massive steel pieces , too. In German, hardenability is called "Hartungstiefe" (=
"hardening depth"), which gives a better impression of what is meant: Even regions deep in the bulk, which by
necessity cool down more slowly than surface near region, become "hard", i.e. experience martensite formation.
3. Improved corrosion resistance. The key word is "stainless steel", resulting from rather large additions of
Chromium (Cr).

4. Stabilized austenite at low temperatures. In other words, we get (honmagnetic) austenitic steel (with an fcc
lattice) at room temperature (and somewhat below). It is almost, but not quite the same thing as point 3. from
above.

In addition, we should not forget that properties like weldability, and pedestrian concerns like money, are also part of
the alloying game
’ All the obviously desirable features from above can be achieved to some extent by adding a suitable amount of the right
elements.
To make things complicated, most elements do several things from the list above, and a combination of two
elements usually does not just produce the sum of the individual properties, but something new.
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In addition, improving one property by adding a certain element might easily produce problems with some other
properties. You many have to compromise.

And not to forget: As we have seen by alloying Iron with just Carbon: Many variations of properties are possible with
just one element!

In discussing, not to mention making alloyed steels, a certain amount of alchemy is in evidence, even today. And
new discoveries and new steels will certainly come forth in the future, too.

The link provides a short list of some alloying elements and what they are used for.

’ It is entirely impossible to touch all bases here. Let's just give the four categories from above a cursory glance and make
a basic distinction at the beginning:

We distinguish between

* Low-alloy steels: We only add less than about 2 weight % of the major alloying element(s) (and usually
keep the carbon concentration low)
* High-alloy steels: We add a lot more than 2 weight % and possibly as much as 20 weight %.

In between is "medium-alloy”, but that already goes to far in this context.

Improved Strength and Good Workability

’ Here we are generally talking low-alloy steels, in particular with a rather low carbon concentration. The general idea is to
avoid martensite formation, which is bad for welding and shaping, but still have good strength properties.

If you want to shape a piece of material by any method (for car bodies you just press some sheet metal in a form),
you must have some "workability"; in other words, you need some plastic deformation, i.e. ductility. Think of pure
martensite as being like glass, and you get the idea.

Weldability is a particular important part of "workability"; another one would be "hot pressability” (Heil3pre3barkeit")
or "drawability” ("Ausziehbarkeit; Tiefziehbarkeit"). Just consider how you would make a car body, if those two
properties are non-existent, and you have a good idea of how important "workability” is for mass production!

’ We clearly need strength (= "hardness") without martensite formation.
This leaves us with all the basic mechanisms discussed in chapter 8 for strengthening.

We thus add suitable elements to obtain:

e Solution hardening. Except for nitrogen, which dissolves as an interstitial like carbon, all other suitable
elements will always be of the substitutional solid solution type.

* Precipitation hardening. Either by forming finely dispersed hard and small carbides of the alloying elements,
or by influencing the cementite formation to occur in fine particles, or by producing precipitates of compounds
of the alloying elements (e.g. borides, or intermetallic phases), or by all of the above.

* Grain size reduction. You may produce small grains (i.e. from a martensitic transformation), and/or keep
small grains small by keeping grain boundaries from moving (and thus grains from growing) by precipitating
suitable elements there (without making the grain boundary brittle, of course). This will always lead to
hardening, too.

’ It only remains to check the "easy" elements of the periodic table

under all kinds of conditions. Let's do that for solution hardening first. T
What we find is that Carbon and Nitrogen have by far the biggest 04/ Jp
direct effect on the yield strength (owing to their being Re 200
interstitials), and that Phosphorous in solution is very good, too e Lso-
(but, remember, very bad if segregated in grain boundaries).
Then we have Silicon (Si), Manganese (Mn) Titanium (Ti) and 107
Copper (Cu, not shown) and some others as still pretty good 507
solution hardener. Cu, however, has drawbacks (including its 0 i i .
prize), and Si causes problems here (also it is much in use for 0 ! 2 v 4

other purposes).

This leaves Mn, Ti, and to some extent Ni and Vanadium (V) as
alloying elements (we also had Mn to neutralize spurious S, if
you remember).

Complex - but not difficult. We had much the same picture before
for Copper.

In essence, we understand that part of steel alloying.
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’ Precipitation hardening can be more efficient than solution hardening, and indeed, very small amounts of Boron (B;
0.005 %), or about 0.1 % of Niobium (Nb) or Vandium (V) will produce considerable increases in strength.

Always provided that the heat treatment was right, the grain size is small, and so on and so forth.

Just on example: Niobiumcarbide particle of about 1 nm size will increase the yield stress from about 20 MPa to
200 MPa, at a concentration of about 0.1 weight % Nb, while "huge" particles with about 10 nm diameter have
practically no effect anymore!

We understand that immediately, by looking at the mechanism of precipitation hardening. If a 1 nm particle can
stop a dislocation completely, a 10 nm particle can do no more - but we have 1000 times fewer 10 nm particles at a
fixed solute concentration.

We also understand why these micro-alloyed steels are rather recent developments: Try to optimize such a steel
if you don't know what happens, can't see your precipitates anyway, and can't measure their size and other
properties for some quantitative data. In other words, with no knowledge about deformation and dislocations, just
optical microscopes, and without the whole bag of microanalytical tools, you are simple blind. The best you can do
is go by trial and error following up some guesses.

’ Anyway, with some basic understanding and giving proper care to their needs, micro-alloyed steels may have much
better strengths than "mild" carbon steels, with all other properties (exept the prize) being comparable.

’ To some extent, micro-alloyed steels are the steel industry's answer to the Al car-body challenge from Audi, because
they allow to maintain the easy manufacturability and strength of a steel car body, while considerably reducing the
weight (the sheet metal can be thinner).

’ Of course, you may now ask yourself a simple question:
1600

Why do | always add carbon, if | can get all kinds of hardening
mechanisms from other elements, too? 1200

Precipitation
Hardening

Good thinking. Take carbon-free iron, add sizeable amounts of [MPa)
elements like Ni and Co, and rather small amounts of, for example, E00
Al, Si, Mo, or Ti. This gives you some solution hardening if nothing
else happens.

Martensite

Hardening
4001

Solution Hardening

Keep out P, S and so on, make sure the grain size is very small and T. : : :

: : . ; T
the grain boundaries not embrittled by segregation of the wrong ot 1wttt
elements. —— Annealing time at 500 °C [hr]

Upon cooling down this alloy, some relatively soft martensite will form

(No carbon!). This is when you shape your piece of steel in the form it Hardening mechanisms of
is supposed to have when it is finished. maraging steel

After that, you do some tempering, just right, to now form lots of very
small intermetallic precipitates between the major elements and the
minor elements.

’ This puts some precipitation hardening on top of everything else and you end up with "maraging steel" (short for
martensitic aging), being fantastically strong while still ductile - and being rather expensive.

The picture above shows the total effect with an increase of the tensile strength to a fantastic 1500 MPa! Even larger
values have been achieved while still keeping a maximum elongation of 6 % - 8 % before fracture!

A maraging steel is what you use for landing gear of Jumbo jets, for ultra centrifuges (needed for making atomic
bombs) or for golf clubs (needed for hitting little balls). Interestingly, if you enter "maraging steel" into Google, you
will find either golf club advertisement, or stern warnings concerning trade restriction, but very little useful
information. We have a real high-tech material here!

Improved Hardenability

’ Shaping a sword, a car body, or whatever by banging, pressing, stamping, rolling or drawing a piece of some rather soft
steel into the desired shape, and then making it hard by heating and quenching, is actually a great way of getting strong
(= hard) products with comparably little effort.

So we want to keep this old-fashioned hardening method, known for millennia for plain carbon steel, but we also
want to make the result less sensitive to the cooling rate. Remember, with plain carbon steel, you only get hard
martensite in those parts of your work piece that cool down with cooling rates of about 1000 K/s.

There is no way to achieve this kind of cooling rate with anything thicker than a few mm! Therefore the only option
left is to alloy the right elements to our plain carbon steel, hoping that this will lower the austenite - martensite
transformation temperature. This then might produce the good hardenability we are after - which, remember, is not
just a large hardness value, but hardness as deep as possible into the bulk of a massive sample.
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. This brings us to an old piece of wisdom concerning of what is better: Being practical, or being theoretical? If you
don't have a good theory here, you do not even know if that feat is possible at all. Even if you trust your luck, you
have no idea of how much of what you should add. Good luck and all the time in the world to you practitioner!

’ Well, the truth is that we know a lot about alloying and hardenability, but we really do not have a "final" theory yet, and a
lot of what is known about hardenability did come from an empirically established data base.
. Thanks to Walter Jominy (the Chief Metallurgist for Chrysler Corporation sometime before the war), there is at least
a simple but accurate test to assess the hardenability of a given sample.

& Just take a standard size sample, heat it to some high temperature, and then spritz water (at defined conditions, of
course) at one end as shown below. The cooling rate will be different from one end to the other of the sample, and
all you do after it has cooled down completely, is to measure the hardness along its length.

0 ' 400 ' 800
————— HardnessHy

’ What you might find is shown to the right of the test set-up.

. Plain carbon steel with sufficient carbon (e.g. 0.8 % ) may become very hard in the region where the cooling rate
was very high, but the bulk of the sample remains "soft" (red curve), while very mild steel with little carbon (e.g. 0.3
%) just shows some hardening (green curve).

{» Now add some Cr, V, Mn, Ni, or Mo (or some other suitable elements), and if you do everything right, you may
obtain the blue curves - steels with good hardenability and adjustable hardness.
’ All you have to do now is to check what happened to the other 10 or so properties of supreme interest (ductility,
weldabiliy, fracture toughness, corrosion resistance, ....).
O If you are extremely lucky (and after 10 - 20 years of work), you may find a new kind of steel with properties just
right for your purpose and better than anything else available so far.

Austenitic and Stainless Steels

We all know it: Iron and steel rusts! What we probably do not know: Relatively pure iron ("wrought iron") rusts far less
then steel.

¥ In Delhiis a 1600 year old huge iron pillar (7 m tall, 6 tons in weight; see picture on the right) that does not rust. It
was forged together from many pieces of wrought iron with low carbon content. Its "secret" has recently been
unraveled: The relatively large amounts of P in the iron and in slag particles within the iron, catalyzed the formation
of 5-FeOOH ("Misawite") and a layer of crystalline phosphates that together form a stable protective layer.

. In the "Wirttembergisches Landesmuseuum™ (which we encounter in "sword" conncections, too) and in many
others, iron bars in the typical double-pyramid shape of the Celts as shown above are on display. Here si a picture:
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If you ever visit these museeums (the display above is from the museeum in Heidelberg), don't miss this part; you
will experience some surprise: These wrought iron bars, about 2000 years old, look like new. There is hardly a trace
of rust.

But these are the exceptions to the rule: Iron and steel rusts! In the museeums mentioned above, you can also see
the evidence for this fact: Most steel objects like swords are just lumps of rust.
’ In general, this is easy to understand: Since metals have too many electrons by definition, and Oxygen has too few,
metal-oxides will form in air. The noble metals are just the (rather easy to understand) exception to the rule.
The oxidation of a metal exposed to air will go on as long as oxygen can meet metal, i.e. as long as either one can
diffuse through the oxide layers formed.
Stainless metals, obviously not decomposing into oxides foreever, thus can only exist if the unavoidable oxide
layer formed in air will be impenetrable to oxygen as soon as a certain (small) thickness has been reached.
This is not all that difficult to achieve, after all, metals (and other reactive elements) like Al, Si, Pb, Cu, Cr, ... are
quite stable in air (at room temperature), and, as we have seen, even some relatively pure iron does not rust.
’ Iron, plain carbon steel, and many alloy steels, however, do generally not form a stable oxide - they rust! And sooner or
later our car body, sword, or cooking pot is just a piece of ugly iron(hydro)oxide.
And there is nothing particular systematic that you can do. The method of choice, of course, is to paint the object,
or more generally, to apply a protective coating, e.g. paint, Zn, Cd, or Cr, or if money is of ho consequence, Au. But
this will only help for some time if the object is mechanically stressed (i.e. used) because than the thin protective
layer will sooner or later been worn off or develops cracks - rusting just starts later, as we all know.
’ The alternative is to alloy a sufficient amount of typically Cr, so that the surface always is covered with a stable Cro0O3
layer.
The minimum amount of Cr you must add is 13 % (a number that can actually be calculated), but up to 25 % or so
are used.
But now you have high alloy steel; and while it may not easily corrode, its properties may also be quite different from
plain carbon steel.

’ Staying simple, you can get stainless steel by only alloying pure Fe (no carbon) with Cr and nothing else.

But even then you will get something new: Fe - Cr alloys stay ferritic (i.e.. in the bcc phase) at all temperatures -
they do not form fcc austenite at all. Well, no reason why they should, considering that this is no longer Fe with a
little bit of something.
The problem, however, is that now you have no possibility of using some kind of martensitic transformation for
hardening.

’ So if you also want strength, weldability and so on, you start a whole new game of going through the periodic table in

search of proper additional alloying elements.

Adding some Carbon again will help; 0.6 % is already enough to produce some martensite and thus hardenability.
Simple Fe - Cr - C stainless steels, quenched and tempered, are indeed used for, e.g., ball bearings, kitchen knives
or surgical instruments.
We now have stainless steel, with a bcc lattice at room temperature (lossely still called "ferrite"), it is also "ferro"-
magnetic (try your kitchen ware). But we can do more than that with high alloy steel containing a lot of Cr.

’ Besides having sufficient Cr, add some Ni (say 10 %) and the ubiquitious Manganese (about 1%).
What you will obtain is a steel that is still austenitic at room temperature (i.e a fcc and non-magnetic)). It is not

the stable phase at room temperature, but the transformation temperature is lowered and never takes place for
normal cooling rates.

This is mainly a result of the Ni addition; the transformation temperature goes rapidly down with increasing Ni
concentration (from 914 °C at 0 % Ni to 720 °C for 8% Ni, or to 600 °C for 15 % Ni.

’ Austenitic steels are materials quite different from regular steel.
Not only are they stable in corrosive environments (thanks to stable CroO3 on their surface) and non-magnetic.

They are relatively tough but still more ductile than regular steel and thus are easy to work with because they can
be pressed or drawn. They also have better creep properties (we will learn what that is in chapter 10) A certain
problem is that they work harden very rapidly, which makes them difficult to machine.
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You will find a lot of austenitic steel around you. Your kitchen sink will almost certainly consist of austenitic steel,
but also the inside of your electron microscope, and much piping in your nuclear power plant.

’ Well, so much for steel in just two short chapters. Three final remarks are in order:
1. | found it is impossible to do "steel" justice without including some of its history.
2. It is even more impossible (excuse the oxymoron), to do steel justice without having gone through the "basics"

first, as put down in chapters 2 to 7.

3. There is much more scientific stuff around steel (and any other alloy) that was carefully avoided here in order not
produce system crash at this level. In particular there are things like TTT-diagrams ("temperature-time-
transformation™), semiquantitative complicated diagrams that reveal , e.g., what will happen to a piece of alloy if it is
cooled down with a specific cooling rate.

’ I hope that you understood the basic messages:
1. Steel is just a collective name for an incredibly complicated set of materials with wildly different properties.

2. But everything can be understood in principle by understanding the atomic mechanisms of "strength" (and
"fracture™). There is no mystery anymore, and no magic is needed to produce a wide variety of products reliably.

3. We are just in the transition period where development of new steel alloys (of Iron and other metals) switches
from the (highly educated) "trial and error" method, to a development that is guided by scientific principles based on
the theory of the atomic structure of the material.
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8.4.3 Merkpunkte zu Kapitel 8.4: Steel

’ Carbon Steels owe their remarkable properties to the fact that at 996
K there is a phase change of the eutectoid kind:

Above 996 K: (Non-magnetic) Y - phase, fcc lattice; called
austenite, able to dissolve up to 2% carbon and still about 0.8 %
at 996 K.

Below 996 K: (Magnetic) & - phase; bcc lattice with hardly any
solubility of carbon, called ferrite.

’ Even if you would start with a relatively defect free y - phase, the
change of lattice type would by necessity introduce many defects and
thus lead to some hardening. However, the main hardening effects are
due to the need to remove surplus carbon in the o« - phase

Upon slow cooling one obtains pearlite, a mixture of &« - Fe and
cementite, which is itself an eutectic of x - Fe and FesC.

Upon fast cooling (= quenching) one obtains "lathes" of
martensite, a metastable lattice (tetragonal, sort of distorted bcc)
with the carbon atoms still dissolved. Martensite is very hard, but
brittle

Tempering below the eutectoid temperature of 996 K will keep part
of the hardness, while restoring some ductility: We have
"tempered steel", for many years a synonym for the utmost in
material strength.

’ Adding more alloying element servews to principially distinct goals:

"Repair” certain problems, e.g. add Mn to compensate for
unwanted, but unavoidable S in the mix.

Produce certain wanted properties, e.g. better corrosion
resistance by adding Cr.

’ However, each addition infringes on all properties; optimizing can be
long and hard work.

’ Nevertheless, an incredible richness of steel variants with a huge
spectrum of properties is known and produced.

What can be done with respect to the yield strength Rp
(proprotional to hardness) is shown in the diagram for the
presently ultimate in strength: maraging steels. Note that the
yield strength of pure ferrite is about 50 MPa.

’ In principle, whatever happens, can be understood by looking at the
movement of dislocations.
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8.5 Zusammenfassung / Merkpunkte zu Kapitel 8: Plastische Verformung von Kristallen

’ Plastische Verformung kann immer nur durch blockweises Abgleiten
verstanden werden (und nicht etwa durch individuelle
Atombewegungen).

Ein direkter Mechanismus - wie gezeigt - wirde
Scherspannungen in der Gré3enordnung von ganz grob 10 % des
E- oder G-Moduls bendtigen.

Reale Kristalle verformen sich aber schon plastisch bei
Spannungen, die um mehrere Gré3enordnungen kleiner sind!

Die entscheidenen Frage ist: Was bestimmt die Flie3grenze Rp,
d.h. die minimale mechanische Spannung, ab der plastische
Verformung beginnt. Ry ist im Gbrigen (bis auf einen Zahlenfaktor)
so ziemlich dasselbe wie "Harte".

Konsequenz: Plastische Verformung erfolgt immer durch die

(Erzeugung und) Bewegung von Versetzungen.

’ Versetzungen sind im Prinzip simple eindimensionale Defekte,
trotzdem ist plastische Verformung mit Versetzungen ein sehr
komplexer Vorgang.

’ Wichtige Eigenschaften von Versetzungen sind:

Charakterisierung durch Burgesvektor b (i.d.R. kleinstmdglicher W
Translationsvektor des Gitters) und Linienvektor t.

Versetzungsbewegung erfolgt in der durch b und t aufgespannten
Gleitebene. Gleitebenen sind i.d.R. die dichtest gepackten
Ebenen des Kristalls. Damit sind die méglichen
Versetzungsstrukturen und Verformungen geometrisch
eingeschankt.

zleitehene

Beliebige dreidimensionale plastische Verfomung benétigt

mindestens 5 Gleitsysteme = kristallographisch verschiedene
Kombinationen von Burgersvektor und Gleitebene. In fcc Kristallen
gibt es 12 Gleitsysteme (4 Ebenen x je drei_b - Vektoren; Bild
rechts).

Die Linienenergie einer Versetzung ist ~ Gb2 ~ 5 eV/ |b|;
Versetzungen sind damit niemals Gleichgewichtsdefekte. Der
Kristall wird deshalb versuchen, die Gesamtlange aller
Versetzungen, d.h. die Versetzungsdichte pyer zu minimieren.

Versetzungen kénnen nicht im Kristall enden, sondern nur an
anderen Defekten und auf Oberflachen / Grenzflachen.

Scherspannungen in der Gleitbenen Uiben auf die Versetzung eine
Kraft Fyv senkrecht zur Linienrichtung aus; die Versetzung wird Fv
sich bewegen, sobald diese Kraft eine gewisse Mindestgré3e i
Uberschreitet. Die Kraft pro Langeneinheit ist durch die

nebenstehende einfache Formel hinreichend gut gegeben.

’ Damit ist folgender Satz "bewiesen"
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) Plastische Verformung erfolgt sobald in den verfiigharen
Gleitebenen eine kritische Scherspannung Tkrit Uberschritten
wird.

{1 Diese kritische Scherspannung bestimmt ziemlich unmittelbar die
FlieRgrenze Rp; sie kann in weiten Grenzen durch geeignete
Eingriffe in das Geflige manipuliert werden.

& Optimierung von Tkrit ist die Grundlage der gesamten Metallurgie
und damit der Zivilisation.

Bei einem fir Einfachgleitung ortientiertem Einkristall (<123>
Orientierung fiir fcc Gitter) wird bei Erhdhen der Spannung zunéachst R
nur auf einer Gleitebene Tkrit Uberschritten. 5

Bruch
Obwohl nur von geringer praktischer Bedeutung, zeigt der Versuch
sehr deutlich was bis zum Bruch geschieht:

. Elastische Verfomung bis zu Rp, d.h. bis zum Erreichen von Tkrit
auf der "gunstig" orientierten Gleitebene.

) "Weiches" Verhalten im Bereich |, da Versetzungen auf der
betétigten Gleitebene jetzt laufen kdnnen und grofRe plastische
Verformung erméglichen.

. Die blockweise Abgleitung ist (im Mikroskop) gut sichtbar.

. Verfestigung (d.h. "hartes" Verhalten) im Bereich I, weil durch die
gestiegene Spannung jetzt auch andere Gleitsysteme betétigt
werden, und die Versetzungen sich gegenseitig behindern, d.h.
nicht mehr leicht laufen kénnen.

& Entfestigung im Bereich Ill (Kristall ist wieder "weich"), weil bei
den jetzt sehr hohen Spannungen Versetzungen sich von
Hindernissen "losreif3en" kdnnen.

. SchlieB3lich Bruch - auch weil der Kristall jetzt sehr lang, und
damit auch viel dinner geworden ist.

Damit ist auch klar, wie sich Einkristalle verformen, die so orientiert
sind dass mehrere Gleitebenen gleichzeitig aktiviert werden (z.B. Orientierung filr
<100> Orientierung von fcc Gittern): Mehrfachgleitung

. Bereich Il wird praktisch von Anfang an vorliegen. A

Fur Polykristalle, deren Koérner "statistisch" orientiert sind, d.h. keine
Vorzugsrichtungen haben, werden wir ahnliches Verhalten erwarten.

. Damit haben wir dann "klassische" Spannungs - Dehnungskurven
von technischen Materialien im Prinzip verstanden!

{0 Dass die Realitat noch erheblich komplizierter ist, versteht sich
dabei von selbst.
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’ Die kristische Scherspannung Tkrit, ab der plastische Verformung
einsetzt, kann durch geeignete Maflnahmen in weiten Grenzen
manipuliert werden.

Sie ist zunachst bestimmt durch die intrinsische FlieRgrenze i
des (perfekten) Materials - eine Art Materialkonstante.

’ Generell gilt: Alle Arten von Gitterdefekten kdnnen Versetzungen
festhalten("pinnen")

Wie stark ein Defekt eine Versetzung "pinnt", hangt von Art,
Grof3e und Gestalt des Defektes ab

Wie stark alle Defekte alle Versetzungen "pinnen”, hangt
darUberhinaus noch von den Defektkonzentrationen und der
Versetzungskonfiguration und -dichte ab.

’ Als Mischkristallhartung bezeichnet man den Anteil Tk, der von
atomar geldsten interstitiellen oder substitutionellen Fremdatomen
herstammt

Als paradigmatisches Beispiel mag 0.x % Kohlenstoff im sonst
recht weichen (Schmiede)eisen dienen: Wir erhalten harten Stahl
schon fiir x < 0.5% !

Der Zuwachs Tk an kristischer Schubspannung ist i.a.
proportional zur Wurzel aus der Kozentration der AF.

’ Ausscheidungshértung arbeitet entsprechend mit Ausscheidungen der
zuvor atomar geldsten atomaren Fehlstellen.

Ausscheidungen behindern Versetzungsbewegung zwar i.d.R.
weitaus effektiver als atomare Defekte, dafur ist ihre Dichte aber
automatisch weitaus geringer

Der Zuwachs Tays an kristischer Schubspannung ist i.a.
proportional zum Kehrwert des mittleren Abstands < >zwischen
den Ausscheidungen

’ Verformungs- und Feinkornverfestigung nutzt Versetzungen und
Korngrenzen als Hindernisse fir die Versetzungsbewegung

Viele Versetzungen erhalt man durch plastische Verformung.
Vorverformtes Material ist daher harter als jungfrauliches - aber es
bricht auch friher! Der Zuwachs Ty ist proportional zur Wurzel
aus der Versetzungsdichte pyv

Kleine Korner erhdhen Tkrit erheblich um Tkg, das umgekehrt
proportional zur Wurzel aus mittlerer Korngrof3e <d > ist.

’ Die technische Frage ist nun: Wie stellt an das optimale Geflige her?
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Und wie erhalt man es bei Temperprozessen, insbesondere beim
SchweilRen?

’ Denn bei hohen Temperaturen erholt sich das Material, d.h.
Defektdichten werden kleiner, und deshalb Kérner und
Ausscheidungen gréRer.

’ Carbon Steels owe their remarkable properties to the fact that at 996
K there is a phase change of the eutectoid kind:

Above 996 K: (Non-magnetic) Y - phase, fcc lattice; called
austenite, able to dissolve up to 2% carbon and still about 0.8 %
at 996 K.

Below 996 K: (Magnetic) & - phase; bcc lattice with hardly any
solubility of carbon, called ferrite.

’ Even if you would start with a relatively defect free y - phase, the
change of lattice type would by necessity introduce many defects and
thus lead to some hardening. However, the main hardening effects are
due to the need to remove surplus carbon in the o« - phase

Upon slow cooling one obtains pearlite, a mixture of &« - Fe and
cementite, which is itself an eutectic of x - Fe and FesC.

Upon fast cooling (= quenching) one obtains "lathes" of
martensite, a metastable lattice (tetragonal, sort of distorted bcc)
with the carbon atoms still dissolved. Martensite is very hard, but
brittle

Tempering below the eutectoid temperature of 996 K will keep part
of the hardness, while restoring some ductility: We have
"tempered steel", for many years a synonym for the utmost in
material strength.

’ Adding more alloying element servews to principially distinct goals:

"Repair” certain problems, e.g. add Mn to compensate for
unwanted, but unavoidable S in the mix.

Produce certain wanted properties, e.g. better corrosion
resistance by adding Cr.

’ However, each addition infringes on all properties; optimizing can be
long and hard work.

’ Nevertheless, an incredible richness of steel variants with a huge
spectrum of properties is known and produced.

What can be done with respect to the yield strength Rp
(proprotional to hardness) is shown in the diagram for the
presently ultimate in strength: maraging steels. Note that the
yield strength of pure ferrite is about 50 MPa.

’ In principle, whatever happens, can be understood by looking at the
movement of dislocations.
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Ein Durcheinander wie Kraut und Riuben!

9. Amorphe Materialien
9.1 Strukturen und Strukturvielfalt

9.1.1 Glaser und Polymere

Vorbemerkungen

’ Bisher haben wir uns Uberwiegend mit kristallinen Materialien beschéftigt, und Materialeigenschaften meistens als mehr
oder weniger direkte Konsequenz der Kristallinitat erklart.

Ein Phanomen wie die Diffusion in Kristallen, konnte im Detail auf die Eigenschaften von atomaren Fehlstellen,
insbesondere Leerstellen, in den betrachteten Kristallen zurlickgefiihrt werden. Plastische Verformung war
gekoppelt an die Existenz von Versetzungen.
Leerstellen, Versetzungen, Stapelfehler, und all die anderen Kristalldefekte kann es in amorphen Materialien per
Definition nicht geben - es gibt aber sehr wohl Diffusion, plastische Verformung, Bruch, usw. Damit stellen sich zwei
Fragen:
1. Was sind die hinter den Materialeigenschaft steckenden Mechanismen in all den Féllen, in denen die in Kristallen
wirkenden Mechanismen per Definition nicht greifen kbnnen?
2. Kann man Analogien finden? Es ware ja sehr wohl méglich, eine Art Leerstelle auch in amorphen Materialien zu
definieren (z.B. als lokal fehlendes Atom oder als lokal stark verringerte Dichte).

’ Bevor wir uns den amorphen Materialien und den obigen Fragen widmen, stellen wir kurz einige der Dinge zusammen,
die uns direkt oder indirekt schon begegnet sind

’ Bindungen und aus Bindungen resultierende Materialparameter
Eigentlich haben wir in dem betreffenden Unterkapitel nirgendwo Gebrauch von der Kristallinitt der betrachteten
Materialien gemacht - also missen die Schluf3folgerungen im Prinzip auch fir amorphe Stoffe gelten.

Allerdings haben wir bei vielen amophen Stoffen, insbesondere bei Polymeren, ein Gemisch ganz verschiedener
Bindungen vorliegen: Sehr starke, z.B. Kohlenstoff - Kohlenstoffbindungen entlang einer Polymerkette, und sehr
schwache, z.B. van der Waals Bindungen zwischen den Ketten.
Sofern die Bindungslange und -stérke eine Rolle spielt, nimmt man entweder einen (eventuell gewichteten)
Mittelwert oder die fir das betrachtete Phdanomen dominierende Bindung.
Die maximale Bruchspannung wird z.B. méglicherweise nicht durch den Mittelwert der Bindungen bestimmt,
sondern nur durch den Wert der schwéchsten vorkommenden Bindung. Ahnlich beim E - Modul: Die schwéchste
Bindung mag dominieren - oder wir miissen ein amorphes Material als Verbundwerkstoff behandeln.

’ Wir haben aber auch schon eine grof3e Ausnahme gesehen: Der E-Modul von Elastomeren (Gummi) ist nicht durch das

"Langziehen" von Bindungen zu erklaren!

Hier brauchen wir ganz spezielle Thermodynamik; der Schlussel zur Gummielastizitat ist die Entropie.

J Diffusion

Niemand wird bezweiflen, dal3 auch in einem Glas Diffusionsvorgénge stattfinden kénnen. In aller Regel gelten nicht
nur die Fickschen Dffusiongesetze, sondern auch der gemessene Diffusionskoeffizient zeigt typisches
Arrheniusverhalten, d.h. représentiert einen thermisch aktivierten Prozel und ist durch die folgende Gleichung
darstellbar

E
D =Dg-exp——
KT

Es liegt nahe, ein Analogon zum Leerstellendiffusionsprozel? zu suchen. Das mag auch haufig gerechtfertigt sein -
aber haufig auch nicht. In amorphen Materialien gibt es mit Sicherheit Diffusionsprozesse, die kein direktes
Analogon in Kristallen haben und trotzdem thermisch aktiviert ablaufen.

Hier ist noch vieles unklar. Diffusion in amorphen Materialien ist ein wachsendes and sehr aktives Gebiet der
laufenden Materialforschung.

’ Verformung und Bruch
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Selbst wer sich noch etwas Leerstellenartiges in Polymeren vorstellen kann, erleidet Schifforuch mit etwas
"Versetzungsartigem" (Ausnahme: Versetzungen in Quasikristallen). Plastische Verformungsmechanismen missen
deshalb ganz anders als in Kristallen verlaufen.

Fir den Sprodbruch, andererseits, kdnnen die alten Mechanismen im Prinzip weiter verwendet werden.

’ Wir haben aber auch etwas neues: Im Zugversuch werden wir Verhalten beobachten, wie wir es von Metallen gar nicht
kennen.

Dies gilt sowohl fiir die Form der Kurven, als auch und insbesondere fiir ihre Zeit- und Temperaturabhéangigkeiten.

Bevor wir uns jedoch mit den Eigenschaften von amorphen Stoffen beschaftigen, miissen wir zuerst ihre Struktur naher
betrachten.

Glaser

’ Am einfachsten stellt man sich Glaser als verhinderte Kristalle vor. Unser altes Bild aus Kapitel 3 kann das auch hier
gut illustrieren

In diesem Beispiel wurde SiO; uiberdies (sehr schematisch) noch durch den Einbau von Glasbildnern - méglichst
schlecht passenden lonen im Zwischengitter - an der Kristallisation gehindert. Gebréuchlich sind Na, Li, Mg, B, Ca
und Pb.

’ Das ist das Grundprinzip der mehr chemisch stabilisierten Glaser. In der Regel ist das Ausgangsmaterial SiO2, man
kann aber Glaser auch auf der Basis anderer Oxide produzieren, z.B. GeOy, ZrOz, P20s, B, O3.

’ Es gibt aber auch Elemente, die normalerweise amorph-glasartig sind. Das sind insbesondere die Chalkogene , die
aufgrund ihrer nur zwei verfiigbaren Bindungen zur Bildung von Ketten neigen.

Auch hier ist die "Chemie" entscheidend. Zwar ware der kristalline Zustand vielleicht etwas glinstiger, aber der Glas
- Kristall Ubergang wiirde die Umlagerung von so vielen Atomen erfordern, daR er praktisch nie stattfindet
(zumindest nicht bei niedrigen Temperaturen).

’ Vor ca. 30 Jahren wurde das Spektrum der Glaser stark erweitert: Es gelang, amorphe Metalle oder metallische
Gléaser herzustellen.

Das Rezept ist einfach - und funktioniert fur sehr viele normalerweise immer kristalline Materialien: Kihle eine
Schmelze des Materials sehr schnell ab - mit (104 - 105) °C/s. Damit wird die im fliissigen Zustand vorhandene
Struktur eingefroren - wir haben ein kinetisch stabilisiertes Glas.

Es ist nur stabil (bei tiefen Temperaturen) weil beim Abkihlen nicht einmal so viel Zeit (bzw. thermische Energie)
zur Verfugung stand, um die Atome nur ein bil3chen in andere Positionen zu bringen, und weil bei Raumtemperatur
die thermische Energie dazu nicht ausreicht. Leider ist man dabei auf diinnen Béander begrenzt, weil man aus
dicken Proben die Wéarme einfach nicht schnell genug herausbekommt.

’ Metallische Glaser haben Eigenschaften, die von ihrem kristallinem Zustande stark verschieden sein kénnen. Erste
Anwendungen betreffen vor allem magnetische Eigenschaften.

Zwischenzeitlich sind weitere Verfahren bekannt, mit denen man normalerweise kristalline Materialien amorph
herstellen (oder machen) kann - allerdings nur in diinnen Schichten oder als Pulver. Die Mikroelektronik benutzt
zum Beispiel amorphes Si, das entweder durch spezifische Abscheideverfahren ("Sputtern” oder "CVD") von
vornherein amorph entsteht, oder durch Beschuf3 von kristallinem Si mit energiereichen lonen (“lonenimplantation™)
einfach "kaputt" gemacht wird.

Ganz neu sind metallische Volumenglaser - spezifische Legierungen, die auch in cm3 GréRen amorph bleiben; sie
sind noch im Stadium der Grundlagenforschung. Heute aber ist schon klar: Ihre plastischen Eigenschaften sind
ganz anders als im kristallinem Zustand. Sie sind sehr viel harter und nicht stark verformbar - was uns nicht
wundern sollte.
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Letztlich kann man auch die Quasikristalle zu den amorphen Stoffen zéhlen, denn sie sind schlie3lich nicht
kristallin - aber auch nicht so richtig amorph.

Polymere

’ Als Polymere bezeichnen wir alle Materialien, die aus dreidimensionalen Anordnungen langer Molekilketten bestehen.

Die einzelne Molekiilkette wiederum ist eine Sequenz von
aneinander gereihten Monomeren.

AuRRerdem lassen wir noch Vernetzungen zu, Verbindungen
zwischen zwei Ketten.

’ Im Grunde sind nur zwei Grundsorten von Polymeren von Interesse:

Silikone mit der Die "eigentlichen",

Grundstruktur kohlenstoffbasierte Polymere
mit der Grundstruktur
R1 R2 R1 Ro R1 Ro Rx Rx Rx Rx Rx
I I I I I I R I
Das Das
—Si— Si —Si— Si — Monomer —Si— Si —C—C —C—C — Monomer —C—
ist ist
I I I I I I R I
Rz Rs R1 Rs R3 Rz Ry Ry Ry Ry Ry

’ Die R1 — 4 bzw. Ry y sind irgendwelche "Reste" verschiedenster Art, die an den Bindungen hangen kénnen - vom
simplen H - Atom bis zu komplexen Molekilen. Selbstverstandlich sind auch gréfiere Monomere mdoglich. Weiterhin
sind auch alternierende Einfach - Doppelbindungen etc. mdglich, oder wie man besser sagt, konjugierte Polymere;

also z.B.

—C

Rx

Rx
|
= C —C-==
| |
Rx Rx

Obwohl auch Silikone reizvolle und dartiber hinaus wichtige Anwendungen haben, fiihren sie doch ein bescheidenes
Schattendasein verglichen mit den Kohlenstoffpolymeren. Der Grund liegt in der viel geringeren Stabilitat und in den
dadurch stark eingeschrankten Eigenschaften.

Wir werden uns hier nur mit den Kohlenstoffpolymeren beschéftigen, obwohl einige allgemeine Erkenntnisse auch

fur die Silikone zutreffen.

’ Zunachst machen wir uns klar, daf3 das einfache Bildungsrezept von oben eine ungeheuerliche Vielfalt von
Konformationen zulaft - selbst wenn wir die komplexeren Polymerverbiinde, die haufig Gegenstand der Biologie sind,

noch auf3en vorlassen.
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9.1.2 Struktur von Polymeren

’ Um eine kleine Vorstellung von der mdglichen Strukturvielfalt der Polymer zu bekommen, nehmen wir ein simples
Monomer und schauen mal was man allein damit schon tun kann:

"R", der Rest, kann alles mégliche sein. Wir bekommen

— I
— X

e Polyathylen fir R = H (dann hétte als Monomer nattrlich auch CH»
gentigt)

—C ¢ Polyvinylchlorid (PVC) fir R = CI

— e Polypropylene (PP) fir R = CH3

¢ Polystyrene (PS) fur R = CeHs

T— [ o]

I_

Einige etwas komplexere Monomere vieler bekannter Kunststoffe sind in einem
eigenen Modul gezeigt.

’ Wir symbolisieren dieses Monomer mit ol . Damit kénnen wir nun folgendes tun:

Wir machen isotaktische Ketten verschiedener Lange:

Wir machen Ketten mit ataktischer Abfolge der Monomere:

Wir machen Ketten mit syntaktischer Konfiguration:

Wir machen "Kopf-Schwanz" Konstitutionen zu einer der obigen Konfigurationen, z.B.:

oder

Jetzt drehen wir die Molektile noch in der Kettenachse, z.B. immer um 90°:

Und so weiter und so fort!
Ob das alles mit einem gegebenem Monomer alles realisierbar ist - wer weil3? Aber im Prinzip geht das - und in der
Realitat geht es haufig auch.

Die diversen Varianten laufen unter den Oberbegriffen "Konstitution” und "Konfiguration", wobei uns die feinen
Unterschiede zwischen den beiden Begriffen hier gleichgultig sind.

All diese moglichen Varianten haben verschiedene Eigenschaften. Vielleicht nicht sehr verschieden, vielleicht aber
doch.
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’ Was uns nicht gleichgltig ist, heif3t "Konformation" - die raumliche Anordnung der Ketten. Was fir Méglichkeiten gibt
es?

Das hier ist die Spaghetti Konformation.
Man muf3 das wohl nicht n&her erklaren. Wohl
aber, dal es fur die einzelne Kette noch
verschiedene Mdglichkeiten des
Unordnungsgrades gibt.

Falls, wie in dem Beispiel links, jede der funf
Richtungen zur Fortsetzung der Kette gleich
wabhrscheinlich ist, haben wir eine rein
"statistische" Konformation der Einzelkette.
Bewegt man sich in Richtung der Kette, lauft
man automatisch in einem "Random walk". Die
Beziehungen dafir kennen wir - das wird sich
noch als wichtig erweisen

Falls Richtung 5 aber beispielsweise haufiger
vorkommt als die anderen 4 Richtungen, ist die
Konformation nicht mehr ganz zuféllig; sie ist
irgenwie ordentlicher als bei der "random walk"
conformation - und damit ist die Entropie dieser
Anordnung Kleiner.

’ Das sind ganz gehaltvolle Aussagen - mal ein biRchen darliber nachdenken! Wir kommen darauf zurlick.

Hier ist das andere Extrem. Ein Kristall aus
Polymerketten - auch das kann man beim
Spaghettikochen manchmal bekommen.

Wie viele Sorten Kristalle kann man aus ganz
langen Molekilketten machen?

Im Prinzip kdnnte man alle Bravaisgitter
nehmen, und auf die Gitterpunkte was
langliches setzen - aber sehr sinnvoll ware
diese Beschreibung mdglicherweise nicht
mehr. Vielleicht wéare eine eigene Systematik
sinnvoll? Lassen wir Berufenere daruber
nachdenken - hier nehmen wir zur Kenntnis,
daf noch ganz andere Konformationen maoglich
und dblich sind.

’ Was wir bei Polymeren héaufig finden sind alle Ubergangsstufen zwischen vollkristallin und Knauelspaghetti, dann noch
bereichsweise Mischungen und ganz neuartige Strukturen; hier ein paar Beispiele

N2

U’
e

Links ein teilkristallines Polymer, rechts ein sogenannter Spherulit; eine Konformation zu der es kein Gegenstiick
in der Welt der Kristalle gibt.
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’ Man kénnte mit den bisher angedeuteten Freiheitsgraden noch vieles konstruieren, aber wir haben noch eine weitere zur
Konformation zahlende Komponente, die angesprochen werden muf3: Die Vernetzung.

Wir lassen zu, dalR zwischen zwei Ketten Bindungen bestehen kénnen, etwa durch eine direkte Verzweigung einer
Kette, oder durch spezielle Atome oder Molekile. Hier ein Beispiel der Moglichkeiten

C — C Bindung

Spezielles
Atom oder
Molekiil

Wir kbnnen den Vernetzungsgrad charakterisieren indem wir z.B das Verhéltnis der C-Atome ohne und mit einer
Vernetzungsbindung angeben, oder einfach die Dichte der Vernetzungsknoten pro cm3 zahlen.

’ Die Zahl der mit unserem einfachen ol Monomer darstellbaren Modifikationen, unterschieden durch Konstitution,
Konfiguration und insbesondere Konformation, ist also mindestens Legion.

Jetzt nehmen wir noch kompliziertere Monomere dazu, und erlauben Mischungen verschiedener Monomere oder
Polymere - und erhéhen damit die Zahl méglicher Polymermaterialien nochmals gewaltig.

Jede Betatigung eines der maglichen Freiheitsgrade - Anderungen der Kettenlangenverteilung, mehr kristallin oder
mehr spaghettiartige Konformation, starkerer oder schwacherer Vernetzungsgrad - andert die Eigenschaften. Wie,
das bleibt zu diskutieren.

’ Man ist geneigt, die Flinte ins Korn zu werfen - die Variationsbreite der Mdglichkeiten erscheint zu grof3 fur eine
systematische Klassifizierung.

Aber das ist zu pessimistisch. Schlie3lich wissen wir, dal3 Polymere eigentlich immer sofort als solche zu
erkennen sind; man wird kaum jemals ein beliebiges Polymer mit einem Metall oder einer Keramik verwechseln. Es
gibt also allgemeine Eigenschaften, an denen man Polymere erkennt und denen wir uns jetzt widmen werden.
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9.1.3 Einige allgemeine Eigenschaften und Klassifikationen

Klassifikation

’ Polymere werden gerne in drei Hauptgruppen eingeteilt:

Thermoplaste:

Mit zunehmender Temperatur erfolgt Erweichung, die tiber einen viskosen Zustand (wie Honig) bis zur
Verflissigung fuhrt.

Der Prozel} ist reversibel; bei tiefen Temperaturen sind Thermoplaste relativ hart.

Die Konformation tendiert zu linearen, wenig verzweigten und vernetzten Ketten in amorpher Anordnung.
Beispiele: Polyathylen, PVC.

Duroplaste

Bei Erwarmung erfolgt Zersetzung bevor das Material weich wird.
Der Prozel ist irreversibel.

Duroplaste sind bei allen Temperaturen relativ hart.

Die Konformation tendiert zu stark vernetzten Ketten.

Beispiele: Alle "Epoxy" Kunststoffe.

Elastomere:

Bei Erwarmung erfolgt Zersetzung (&hnlich den Duroplasten)

Bei tiefen Temperaturen sind Elastomere ziemlich hart.

In einem mittleren Temperaturbereich existiert eine extreme elastische Verformbarkeit, d.h. der E-Modul ist
sehr klein; mit zunehmender Temperatur nimmt er etwas zu.

Der Vernetzungsgrad liegt zwischen dem der Thermoplaste und Duroplaste.

’ Damit haben wir einen ersten allgemeinen Zusammenhang zwischen mechanischen Eigenschaften und der
Konformation, insbesondere dem Vernetzungsgrad.

Spezifisches Volumen

’ Ein signifikanter Unterschied zwischen Kristallen und allen amorphen Materialien (inklusive teilkristalliner Polymere) ist
die Langenanderung als Funktion der Temperatur in der Nahe des Schmelzpunktes (sofern vorhanden).

Manche Polymere und Glaser schmelzen nicht, sondern kristallisieren vor Erreichen des Schmelzpunktes oder
“rauchen ab", d.h. &ndern sich chemisch ("verbrennen™).

Ansonsten aber findet man die folgenden typischen "Dilatationsdiagramme”, die letztlich das spezifische Volumen
bzw. die Dichte messen.

Das ist das typische Diagramm fiir einen Kristall - z.B. ein beliebiges Metall.
Das spezifische Volumen nimmt mit zunehmender Temperatur zu; aufgrund
der thermischen Ausdehnung. Die Steigung der Kurve gibt direkt den
thermischen Ausdehnungskoeffizienten .

Beim Erreichen des Schmelzpunktes Ty andert sich das Volumen
schlagartig - in der Regel nimmt es um einige Prozent zu. Es gibt aber auch
Ausnahmematerialien mit einer Dichteanomalie, z.B. Wasser, aber

im insbesondere auch Si und Ge.
Der thermische Ausdehnungskoeffizient der Fllssigkeit ist immer gré3er als
der des Festkorpers.

Teilkristallines
Polymer

So etwa sieht das spezifische Volumen aus fur ein Polymer das beim

................................... Gefrieren teilweise kristallisiert. Da in der Regel verschieden lange Ketten

T > T vorliegen, kann sich weder ein perfekter Kristall bilden, noch ist der
" Schmelzpunkt eindeutig definiert.
4 fmum/ Im "runden” Bereich der Kurve sind die eher ungeordneten Bereiche schon
geschmolzen (d.h. die Bindungskrafte zwischen den Ketten reichen nicht
Amarphes mehr aus um die Ketten zu fixieren), wahren die kristallinen Bereiche noch

Polymer; Glas " "
halten".

Der Schmelzpunkt ist aber noch eindeutig definiert.

Das ist das Diagramm fir ein vollstandig amorphes Polymer oder fiir ein Glas.
Beim Erreichen des Schmelzpunktes (den wir vielleicht von der kristallinen
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Modifikation des Polymers kennen) geschieht eigentlich gar nichts. Erst bei
einer erheblich kleineren Temperatur, die wir Glastemperatur Tg nennen,
erkennt man einen Knick der den Ubergang in die Kurve des festen Materials
kennzeichnet.

Der Schmelzpunkt scheint keine Rolle mehr zu spielen. Das ist aber nur in
Bezug auf das spezifische Volumen so; andere Parameter, insbesondere die
Viskositat, &ndern sich am Schmelzpunkt stark.

Im Bereich zwischen Ty, und T besitzt das Glas sogenanntes freies
Volumen, es ist nicht so dicht wie es sein kdnnte.

’ Die Glastemperatur ist fir amorphe Stoffe wichtiger als der Schmelzpunkt. Sie liegt fir gebrauchliche Polymere
zwischen ca. 200 K (unvernetzte Elastomere, z.B. Naturkautschuk) und ca. 380 K (Epoxy).

Die Erweichungstemperatur, bei der das Polymer viskos und formbar wird, liegt hoher, bei ca. 350 K fir die
Elastomere und ca. 400 K - 500 K fiir andere.
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9.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 9.1: Strukturen und Strukturvielfalt

’ Phanomene wie Diffusion, elastische und plastische Verformung oder
Bruch gibt es auch in nichtkristallinen Materialien. Die (atomaren)
Mechanismen mussen aber teilweise anders sein, da es keine
Kristallbaufehler wie z.B. Versetzungen geben kann. Wir
unterscheiden grob und ungenau zwischen

Glaser: "Verhinderte Kristalle"
Polymere: Lange Ketten mit fast immer organischen Molekdlen
als Kettenglieder = Monomere.

’ Wir betrachten hier nur (Kohlenstoff) Polymere. Die mdgliche
Strukturvielfalt ist gigantisch und ergibt sich aus den mdglichen
Kombinationen von:

Unterschiedliche Moglichkeiten der Verknipfung der Monomere
(ataktisch, syntaktisch, ..).

Unterschiedliche Kettenlangen und Kettenléangenverteilungen.

Viele unterscheidbare Konformationen der Ketten: Von
"spaghettiartig" bis kristallin.

Mehrere Moglichkeiten Ketten an Knoten zu verknupfen: Von
simplen "Schlaufen” bis zu kovalenten Bindungen.

In weiten Grenzen einstellbare Knotendichte (z.B durch
"Vulkanisieren" (= Schwefelbriicken) beim Kautschuk.

Mischungen verschiedener Monomere in einer Kette oder
Mischungen verschiedener Ketten.

’ Trotz der enormen Vielfalt moglicher Polymere, wird man einen
"Kunststoff* fast immer sofort erkennen. Drei Grundtypen werden
unterschieden:

Thermoplaste - werden mit steigender Temperatur weich oder
sogar (zah)flussig. Damit leicht formbar.

Duroplaste - werden mit steigender Temperatur nicht weich
sondern "rauchen ab", d.h. reagieren chemisch und zerstoren
sich damit selbst.

Elastomere - weniger vornehm alles was man mit "Gummiartig"
bezeichnen wirde.

’ Viele Parameter andern sich in charakteristischer Weise stetig mit
der Temperatur, z.B. das Volumen

Ein Schmelzpunkt Ty ist nicht gut definiert; wichtiger ist im
allgemeinen die GlastemperaturTg
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9.2 Elastische und viskoelastische Eigenschaften von Polymeren
9.2.1 Einige allgemeine Eigenschaften

Temperaturabhangigkeit des Elastizitdtsmoduls

’ Alle Polymere (aul3er einige Duroplaste) zeigen eine sehr starke Temperaturabhangigkeit des Elastizitatsmoduls.

In einem Diagramm mit dem Logarithmus des E-Moduls Uber der Temperatur sieht das etwa so aus:

logE
Duroplast
F'y

2 — Zersetzung ]

1 —

0 —

1 —

2 » T

Te

’ In der Nahe der Glastemperatur sinkt der E-Modul um mehrere GréRenordnungen.
Aus recht harten Thermoplasten und Elastomeren (die, wenn man mit dem Hammer draufhaut, wie Glas
zerspringen), werden weiche Materialien (Thermoplaste oder hochelastische Elastomere).

Der Ubergang in den fliissigen Zustand erfolgt bei Thermoplasten kontinuierlich; die Angabe eines E-Moduls alleine
verliert ihren Sinn.

Duroplaste bleiben hart, aber nur weil sie sich vor Erreichen der Glastemperatur zersetzen.

’ Die E(T) Kurve eines Polymers hat es in sich; sie wird uns im nachsten Unterkapitel noch ausfiihrlicher beschaftigen.

E - Modul und Vernetzungsgrad

’ Der Verlauf der E(T) Kurve ist fur ein gegebenes Polymer stark abhangig vom Vernetzungsgrad.

Gemessene Kurven fir Polyisopren oder Naturkautschuk; das milchig-klebrige Zeug von den Gummibaumen, sind
unten gezeigt.

Naturkautschuk ist nicht sehr niitzlich, es entspricht in etwa der braunen bis dunkelblauen Kurve. Es bedurfte der
Erfindung der Vulkanisation des Herrn Goodyear, bevor aus Kautschuk nutzbarer Gummi fir Reifen und zahllose
andere Anwendungen wurde.
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’ Durch zunehmende Vernetzung wird aus weichem, halbviskosem Naturkautschuk ein Elastomer, ein guter nutzbarer
Gummi, dessen elastischer Bereich in Maf3en einstellbar ist.

Bei sehr starke Vernetzung wird Hartgummi produziert, schon fast ein Duroplast.

Die Vernetzung erfolgt in diesem Fall durch Schwefelbriicken daher der Nahme "Vulkanisation".

Zeitabhangigkeit der Dehnung

’ Nimmt man einen beliebigen Kristall und setzt ihn plétzlich einer Spannung o aus, die nicht so grof3 ist dal3 die
FlieRgrenze tberschritten wird, wird die zugehorige elastische Dehnung € = (1/E)o sich praktisch instantan einstellen.

L J

Wird die Spannung plétzlich entfernt, wird die Dehnung sehr schnell auf Null
zuruickgehen.

Das gilt auch fur Polymere - solange wir im Bereich des grof3en E-Moduls
sind, d.h. deutlich unterhalb der Glastemperatur.

Tragen wir Spannung und Dehnung als Funktion der Zeit auf, erhalten wir
nebenstehendes Prinzipdiagramm.

’ In den "weichen" Bereichen ist das zeitliche Verhalten anders: Bei pl6tzlichem Einschalten der Spannung beobachten
wir eine ausgepragte zeitliche Entwicklung der Dehnung, ebenso beim plétzlichen Abschalten der Spannung.

Anelastisch

—

Viskoelastisch

b

L 4

Man kann zwei qualitativ verschiedene Verhaltensmuster unterscheiden:

AnelastischesVerhalten. Auf eine angelegte Spannung erfolgt eine
unmittelbare instantane Dehnung, die aber nicht zur Enddehnung fihrt.
Diese wird erst nach einiger Zeit erreicht, in der das Polymer sich mehr oder
weniger schnell immer weiter dehnt.

Beim Abschalten der Spannung erfolgt die Riickbildung der Dehnung
"spiegelverkehrt”. Erst nach einiger Zeit ist die Dehnung wieder auf Null.

Die viskoelastische Verformung enthéalt die Anelastizitat, aber auch noch
eine plastische Komponente. Nach einem rein elastischen und
anelastischen Verformungsteil wird die Probe unter konstanter Last jetzt
kontinuierlich langer.

Beim Abschalten der Spannung wird der Ausgangszustand nicht wieder
erreicht, die Probe hat sich zu einem Teil plastisch verformt.
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9.2.2 Der E - Modul und sein "Ersatzschaltbild"

’ Das elastische Verhalten eines Polymers - inklusive der Anelastizitat und Viskoelastizitat - a3t sich modellmaiig sehr
einfach durch eine Art mechanisches "Ersatzschaltbild" beschreiben.

Alles was wir brauchen ist eine ideale Feder: —”VW\/\!—

und einen "StoRdampfer": —|:|—

’ Wir beschreiben diese Elemente durch ihre Bewegungsgleichungen.

Die Feder enthalt den E -Modul des Materials und beschreibt den perfekten elastischen Teil der Verformung durch

1
€t) = —- o)
E

Ein StoRdampfer ist ein Element, das bei konstanter anliegender Spannung eine konstante
Dehnungsgeschwindigkeit zeigt. Es gehorcht der Gleichung

de) 1

dt n

Mit n = Viskositat des Materials; [nN] =Pa-s=N-m=2-s

’ Das visko-elastische Verhalten der E(T) Kurve kann dann mit folgenden Ersatzschaltbildern beschrieben werden:

Elastisch

1gE
A q
4 - Anelastisch

Gummielastisch

k Viskoelastisch

’ Wie sich so eine Kombination Feder - StoRdampfer bei Belastung verhélt, haben wir alle im Gefiihl. Es ergeben sich
tatsachlich die elastischen, und inshesondere anelastischen und viskoelastischen €(t) Kurven, die wir im
vorhergehenden Unterkapitel beschrieben haben.

Aber wir missen es nicht im Gefuhl haben - wir kdbnnen es jetzt auch rechnen. Betrachten wir zum Beispiel das
folgende Ersatzschaltbild.
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Wir kdnnen die Gesamtdehnung € als Summe der Einzeldehnungen €31
und €2 darstellen (wobei wir bei groRen Dehnungen etwas aufpassen

mussen).

Freischneiden an den rot punktierten Stellen sagt uns, dal3 wir an Feder
2 die Spannung of vorliegen haben; am StoRdampfer die Spannung op.
Beide zusammen entsprechen der externen Spannung Tex die auch an
Feder 1 anliegt.

Damit haben wir die Gleichungen

€E = €1+ €2
Oex = OfF + 0D
Oex
€ =—
E1
OF
€ = —
E2
deo oD
dt n

aus denen wir eine einfache Differentialgleichung fir €2 erhalten:

deo
Oex = €2-E2 + n-—
dt

’ Die Lésung mit der Anfangsbedingung €2(t = 0) = 0 ist

Oex E2
ext) = — | 1 — exp- (— -t)

E2 n

Addieren wir noch €1 = oex/ E1, die instantan erfolgende Dehnung der "in Serie" geschalteten Feder, bekommen wir
als Gesamtlésung:

Oex Oex Eo
€ty = — + — 1—exp—(—-t)

E1 E2 n

Dazu machen wir eine Ubung

Ubung 9.2 -1

Rechnen mit mechanischem
Ersatzschaltbild
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’ Die durch diese Losung beschrieben Funktion €(t) fur eine plétzlich ein- bzw. ausgeschaltete Spannung o sieht so aus

Wir haben die Anelastizitat modelliert.

’ Mit einem geeignetem Ersatzschaltbild kénnen wir so ziemlich jede viskoelastische und anelastische Dehnung
beschreiben, vorausgesetzt wir wahlen die geeigneten Parameter Ej und n; fir die erforderlichen Federn und
StoRdampfer.

Ej und nj sind naturlich stark von der Temperatur und der Konformation abhangig.

Wir missen uns jetzt fragen: Was bedingt die E und n der Elemente des Ersatzschaltbilds? Was sind die
mikroskopischem Mechanismen der Anelastitzitat, der Viskoelastizitéat, der Gummielastizitat und so fort?

Damit werden wir uns im nachsten Unterkapitel beschéftigen.

MaWi 1 Skript - Page 347



9.2.3 Atomare und mikroskopische Mechanismen im elastischen Bereich

E-Modul unterhalb der Glastemperatur

’ Wieso wird der E-Modul von Polymeren um mehrere Gré3enordungen kleiner sobald die Glastemperatur erreicht ist?
Wieso kommt danach eventuell noch eine Phase mit Gummieigenschaften? Wieso gibt es ahnliche Phanomene nicht
bei Kristallen? Klare Fragen - und, wie wir sehen werden, einfache Prinzipantworten.

Schauen wir uns zunachst die Feinstruktur eines Polymers noch einmal genau an. Das folgende Bild ist sehr
schematisch. Es zeigt (zweidimensional) verschiedenfarbige Ketten, die einer (nicht realistischen) "hexagonalen"

random walk Struktur folgen, mit nur einer Nebengruppe (Kreise) und Sekundarbindungen (Ellipsen) wann immer die
Geometrie der Nebengruppen stimmt.

Nehengruppen

Wir haben die sehr starken C—C Bindungen und die viel schwécheren Sekundarbindungen, z.B. van-der-Waals
Bindungen. Solange alle Bindungen halten, wird das Polymer relativ hart und damit glasartig sein.
Der E-Modul reflektiert wie bei Kristallen das "Langziehen" von Bindungen (aul3er bei den Elastomeren). Wir kénnen

ihn im Grundsatz aus den Bindungspotentialen berechnen wie gehabt, miissen aber die sehr verschiedenartigen
Bindungen berticksichtigen; die es so bei Kristallen nicht gibt.

’ Das kann man (unterhalb der Glastemperatur) auf zwei Weisen tun:

1. Durch eine geschickte Mittelung der verschiedenen Bindungseigenschaften.

2. Durch eine formale Betrachtung des Polymers als Verbundwerkstoff.

’ Letztlich ist es aber dasselbe - die bereits gemachte Betrachtung des E - Moduls von Verbundwerkstoffen war ja auch
eine Art von Mittelung Uber die Bindungen, die ja die Quelle der verschiedenen E - Module sind.

Wir betrachten also die C—C Ketten als Fasern mit einem hohem E-Modul - fir den Extremfall nehmen wir den E-
Modul von Diamant, Ep ~ 103 GPa.

Die Nebengruppen bilden damit die Matrix; sie hat einen kleinen E-Modul wegen den schwachen
Sekundarbindungen. Eine passende Modellsubstanz ist Paraffin mit dem E-Modul Ep =~ 1 GPa.

Die meisten Polymere passen in das Bild; man erhélt eine Darstellung die sich direkt an die Behandlung der
eigentlichen Verbundwerkstoffe anschliel3t; sie ist unten gezeigt.

Evp

I 3

Ep Gestreckte
Fasern

Duro- P~
plaste

Thermo-
plaste

Wachse

L= ¢

» Vi
»
0% 100%

’ Solange wir von einer unordentlichen Anordnung der Fasern ausgehen, bewegen wir uns auf dem "Esenkrecht" Ast der

Kurve. Falls die Ketten halbwegs geordnet in Zugrichtung verlaufen (wie z.B bei Nylon Seilen), sind wir dichter am
Eparallel Ast.

Der als Abszisse benutzt "Volumenanteil der Faser" ist jetzt das Verhaltnis von harten zu weichen Bindungen - oder
ein anderes geeignetes Mal3.

Vernetzung, z.B., steigert den Anteil der "harten" Bindungen und schiebt den E-Modul deshalb auf der Kurve nach
oben.
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Wir nehmen noch zur Kenntnis, dal3 Elastomere, die Gummis, nicht eingezeichnet sind - sie muf3ten mit ihrem
winzigen E-Modul noch unter Ep liegen. Wiederum haben wir ein Erklarungsproblem.

Aber von den Elastomeren abgesehen, haben wir im Prinzip verstanden, wie der E-Modul von Polymere unterhalb der
Glastemperatur zustande kommt. Er ist nach wie vor eine direkte Eigenschaft der Bindungspotentiale.

E-Modul und Viskositat im Bereich der Glastemperatur

’ Was im Bereich der Glastemperatur geschieht ist im Grunde sehr einfach: Die schwachen Sekundéarbindungen
"schmelzen", d.h. halten die Ketten nicht mehr zusammen.

Die Ketten kdnnen sich jetzt bewegen - aber nicht beliebig einfach. Denn selbst wenn alle mdglichen
Sekundarbindungen nicht mehr halten (und es kann ja viele verschiedene Arten geben), haben wir immer noch
Vernetzungen der Ketten, die Kettenbewegungen erschweren.

Man kann mehrere Typen von Vernetzungen unterscheiden; die Graphik gibt Beispiele.

} Ther-

Wir haben kurze und sehr starke Vernetzungen; entweder durch direkte C - C Bindungen, durch andere Molekiile
(z.B. durch ein Schwefelatom bei der "Vulkanisations" des Naturkautschuks) oder durch kristallisierte Bereiche. Die
dadurch eingebrachten "Knoten" sind praktisch unbeweglich und behindern massiv die Bewegung der vernetzten
Ketten.

Vernetzung durch andere Ketten, oder Uberschneidungen (auch Verschlaufung genannt), sind beweglicher. Sie
halten zwar auch zwei Ketten zusammen, aber kénnen sich eher mit den Ketten mitbewegen.

’ Ziehen am Material fuhrt dazu, dal3 die Ketten verrutschen, sich strecken und neu ausrichten - immer eingeschrankt
durch die Vernetzungen, die harte Randbedingungen vorgeben (man muf nur mal in Gedanken an einem
dreidimensionalen Netz ziehen) und durch die sich l6senden und wieder formende Sekundarbindungen, die letztlich eine
Art Reibungskraft darstellen.

Da Filz oder Leder dreidimensionale Netzwerke von (makroskopischen) Fasern sind, verhalten sie sich mechanisch

wie aneleastische Polymere. Man sagt deshalb auch, daf} sich Polymere in dem entsprechenden Bereich der

Temperatur lederartig verhalten.

Anelastisches Verhalten ist damit im Prinzip verstandlich; dartiber hinaus ist klar, dafd Details sehr von den Details

des betreffenden Polymers abhangen.

Aber auch reine Viskoelastizitat wird verstandlich. Bei geringem Vernetzungsgrad wird die Verformung immer

weiter laufen, nur noch gebremst durch die Viskositat. Der Ubergang zum "richtigen" Schmelzen ist kontinuierlich.
Was noch fehlt ist die Gummielastizitat. Sie kann nicht aus den Bindungen heraus verstanden werden, sondern ist
etwas Besonderes: Ein reiner Entropieeffekt. Wir werden ihr ein eigenes Unterkapitel widmen.
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9.2.4 Gummielastizitat
Mechanismus

’ Gummielastizitat, es wurde schon mehrmals betont, ist etwas Besonderes.

Sobald wir ein Elastomer auf die doppelte und dreifache Lange ausziehen, miissen wir nicht Arbeit leisten weil wir
die elastische Energie des Materials erhohen, sondern weil wir die Entropie der Konformation erniedrigen.

Schauen wir uns das im Modell an:

= —

Ein Stiick Gummi; wir beginnen daran zu ziehen. Es ist ziemlich lang geworden

2N

Die Ketten im unbelasteten Zustand sind wirr gefaltet; Die Ketten im belasteten Zustand sind alle ziemlich
sie laufen willkirlich durcheinander, sie sind rein langgestreckt. Einige Vernetzungen (schwarz) sind
statistisch angeordnet. angedeutet.

Ende
Das Molekil im Model des unbelasteten Zustands. Das Molekill im Model des belasteten Zustands.
Nach jedem C-Atom kann die Kette nach oben, unten Nach jedem C-Atom kann die Kette nach oben,
oder nach links/rechts weitergehen Welche der immer unten oder nach links/rechts weitergehen. Sie wird
drei Moglichkeiten jeweils vorliegt ist "rein statistisch”. aber meisten nach rechts (in Zugrichtung)

fortgesetzt - die drei Mdglichkeiten sind nicht mehr
statistisch verteilt.

’ Das Grundprinzip der Dehnung ist klar: Ketten werden reversibel gestreckt. Ob der hdhere Grad der Ausrichtung sich
nach jedem C-Atom durchsetzt, oder nur auf gréReren Skalen, ist zunachst egal.
Was ist der Unterschied im Zustand, im thermodynamischen Potential des gedehnten und ungedehnten Gummis?
Dazu mussen wir die freie Enthalpie der beiden Zustande betrachten. Wir machen das mal parallel fiir den
ungedehnten und den gedehnten Zustand.

Ungedehnt Gedehnt
MaWi 1 Skript - Page 350



Gu = Hu - TSU Gg
Ug — TSy

Hg — TSq
Ug — TSq

Ug ist die Bindungsenergie - in beiden Fallen. Denn der Enthalpieterm enthalt im wesentlichen die innere Energie U,
und die ist durch die Bindungen und sonst nichts gegeben.

Der entscheidende Punkt ist, dal3 im ungedehnten und gedehnten Zustand die Bindungsenergien identisch sind.
Denn sowohl die Bindungsabsténde als auch die Bindungswinkel, die alleine die Bindungsenergie bestimmen, sind
gleich - nur die Verteilung der Bindungswinkel ist anders.

’ Das gilt aber nicht fur die Entropie! Der gedehnte Zustand ist eindeutig ordentlicher, hat also die kleinere Entropie. Damit
wird Gg gréRer - im gedehnten Zustand steckt die Energie

AG = Gg—Gu = T(Su—Sg)

Um vom Zustand "u" zum Zustand "g" zu kommen, muf3 also Arbeit verrichtet werden - wir miissen eine Kraft F
anwenden, die in Richtung der Dehnung mit dem Weg | die notwendig Arbeit AG leisten kann. Diese Arbeit ist
dann.

Dabei muR die insgesamt geleistete Arbeit von Weg unabhéngig sein, es gilt also in differentieller Form F = 0G/0l .

Hier steckt ein tiefes Prinzip: Die Ableitung eines thermodynamischen Potentials nach dem Weg ergibt genauso
eine Kraft wie die Ableitung eines rein mechanischen Potentials. Im tGbrigen missen wir, falls wir Dehnungen €
benutzen, fir die bei Elastomeren mdglichen grof3en Verformungen unbedingt die sog. wahren Dehnungen
benutzen. Das ist aber fur das folgende nicht so wichtig.

’ Entscheidend fiir die Gummielastizitat ist also die Entropie des Materials und ihre Anderung im Zugversuch. Das
Elastomer hat einen endlichen E-Modul, weil es sich beim Langziehen gegen die damit verbundene Verringerung der
Entropie "wehrt".

Im folgenden werden wir eine sehr einfache Formel fur den E-Modul von Elastomeren ableiten, die vollstandig auf der
statistischen Definition der Entropie beruht. Wahrend das Ergebnis sehr einfach ist, hat die Herleitung allerdings
viele Tucken, denen wir aber durch kleine Tricks aus dem Wege gehen werden.

Es ist aber zum Verstandnis der Entropie sehr nitzlich, sich die Gummielastizitat doch einigermalen griindlich
anzusehen.

Die Entropie der Konformation und die notwendige Kraft fir Dehnung

’ Die zum thermodynamischem Gleichgewicht gehdrende maximale Entropie einer Polymerkette die in der Konformation
der Kette, also der raumliche Anordnung steckt, ist dann erreicht, wenn grofitmégliche Unordnung vorliegt.

Fur jede beliebige Einzelkette bedeutet dies, dal’ beim Aufbau der Kette jede der Mdglichkeiten das nachste
Kettenglied "anzudocken" mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorliegt.

In anderen Worten: Falls in einem idealisierten zweidimensionalen Modell wie oben gezeigt, das nachste Monomer
immer drei Moglichkeiten der Ankopplung hat, werden wir im thermodynamischen Gleichgewicht, also bei einem
Polymer das unbelastet "nur so rumliegt" alle drei Mdglichkeiten mit gleicher Haufigkeit finden.

’ Diese Definition der Kettenkonformation ist aber nichts anderes als die Definition eines "Random Walks". Damit kdnnen

wir sofort drei Konformationsparameter fur den Zustand "u"( = unverformt = maximale Entropie sofern Gleichgewicht
vorliegt) quantifizieren:

1. Der mittlere Abstand <tr>zwischen dem Beginn und dem Ende einer Kette, die aus N Kettengliedern der Lange
ap besteht. Das ist genau die in Kapitel 6.3 eingefiihrte Diffusionslange, denn die Abfolge der Kettenglieder
entspricht genau einem "random walk" mit Schrittweite ag und N Schritten. Wir haben also

<x>=r9 = ag- (3N)*2

MaWi 1 Skript - Page 351


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_7/advanced/t7_1_3.html#wahre dehnung

2. Der maximale Abstand oder die maximale Kettenlange rmax; er liegt vor bei vollstandig gestreckter Kette und wir
haben

'max = ao- N

3. Die Verteilung der Abstande. Aus allgemeinen mathematischen Kenntnissen wissen wir, daf3 die Verteilung von
Zufallsgrof3en um ihren Mittelwert meistens durch eine Gauf3-Verteilung gegeben ist. Und aus der detaillierten
Analyse des "random walks" in einem "advanced" Modul , entnehmen wir die hier passende Formel:

Die Wahrscheinlichkeit w(r)AV, dal das Ende der (am Nullpunkt beginnenden) Kette im Volumenelement AV =
AxAyAz bei (X, y, 2) liegt ist

1 3/2 x2+y2+ 72 1 3/2 re
cexp————— AV = - exp —
21iNag? 2Nag? 21iNag? 2Nag?

w(x,y,z)AV = <AV

Denn x2 + y2 + z2 = r2 gilt natirlich immer.

Das ist aber nicht wie sonst so oft die Wahrscheinlichkeit, das Kettenende irgendwo im Abstand r zu finden, d.h.
nicht die Wahrscheinlichkeit, daf die Kette irgendwo in der "Zwiebelschale" zwischen r und r + Ar endet. Wir sind
immer noch im Volumenelement bei (X, y, z). Konfusion an diesem Punkt ist ein beliebter Fehler - z.B. im
"Gerthsen".

’ Allerdings haben wir jetzt ein biichen gemogelt: Ein "Spaziergang" entlang der Kette ist nicht exakt ein "random walk",
weil alle Schritte, die uns an einen Ort bringen, an dem wir schon mal waren, verboten sind.

Denn das wiirde bedeuten, dal zwei Kohlenstoffatome am selben Platz sitzen, die Kette sich also auf sich selbst
legt - und das missen wir ausschliel3en.

Was folgt, ist also bis zu einem gewissen Grad eine Naherung. Es ist aber (hoffentlich) einsichtig, daR3 die
grundsatzlichen Folgerungen, die wir in diesem Kapitel ziehen, davon nicht betroffen sind.

’ Die Entropie einer Kohlenstoffkette ist nun direkt und ohne Umschweife

S = k-In[w(xy,z) - AV]

Denn genauso hatten wir die Entropie definiert: k - In aus der Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines
Makrozustandes. Und die hier in Frage kommenden Makrozustande sind definiert durch die Koordinaten (nicht des
Abstands) des Kettenanfangs und Kettenende. Nebenbei: w(x,y,z) ist eine Wahrscheilichkeitsdichte; wir missen
also mit AV multiplizieren um eine absolute Wahrscheinlichkeit ohne Dimension zu erlalten.

Warum? Warum nehmen wir als Makrozustand nicht einfach den Abstand zwischen Kettenanfang und Kettenende?
Eine berechtigte Frage, die wir hier aber nicht vertiefen wollen. (Das bedeutet, so klar ist dieAntwort auch nicht,
bzw. wer weil3 das schon).

’ Jetzt kdnnen wir die Kraft F berechnen, die erforderlich ist um vom ungedehnten Zustand die Kette um ein Stiickchen dr
zu verlangern.

Nach den weiter oben bereits angestellten Uberlegungen, gilt

0G 0S(r)
F=z —=_-T.——
ol or
Damit bekommen wir
0 r2 k-T-r
F = —k-T-—(In (const.) — )z
or 2Nag? Nag?

’ Das ist schon ein bemerkenswertes Ergebnis! Die Kraft, mit der sich ein Stiick Gummi gegen Verformung wehrt, steigt
mit der Temperatur und ist proportional zu r und damit "irgendwie" auch zur Dehnung €.

Bevor wir aber hier weiter philosophieren, machen wir noch einen weiteren Schritt. Wir kénnen fiir Nag die maximale
Kettenlange rmax einsetzen und erhalten
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ao 'max

Vernetzung und E - Modul

’ Was bestimmt rmax, die maximale Kettenlédnge? Galaktisch gesehen naturlich das Ausgangspolymer - aber man kann
das noch ein bil3chen enger sehen!

Dazu schauen wir uns jetzt eine Graphik an, die den gedehnten Zustand besser wieder gibt als das simple Bildchen
von weiter oben:

Gezeigt ist die extreme Situtation einer sehr hohen Vernetzung, das Polymer ist eher ein Duroplast als ein
Elastomer. Die aber auch fir reguléare Elastomere geltenden Punkte sind besser zu sehen.

Ungedehnt Gedehnt

Al EE

’ Wir erkennen die folgenden "feinen" Punkte:

’ 1. Wir haben die Vernetzung Ubertrieben, aber realistischer eingezeichnet als ganz oben. Die Struktur &hnelt mehr
einem Netzwerk als einem Spaghettiball.

Das muf3 sie auch, denn ohne einen relativ hohen Grad an Vernetzung ist das Phanomen der Gummielastizitat
nicht sehr ausgepragt.

Diese Behauptung wird sich gleich in einer Formel wiederspiegeln.

’ 2. Unsere Betrachtung hat nicht bertcksichtigt, daR wir nur in eine Richtung ziehen. Was wir aber bisher betrachtet
haben, war sozusagen "allseitiger Zug" - aus einer kleinen Gummikugel wird eine grol3e.

Bei einachsigem Zug haben wir aber nicht nur erhebliche Querkontraktion, es wird auch offenbar nur ein Teil (etwa 1/
3) der Ketten langgezogen - die Ketten quer zur Zugrichtung werden eher gestaucht. Das andert zwar auch die
Entropie, aber in vermutlich etwas anderer Weise als bisher betrachtet. In unserer Rechnung ist das nicht
bertcksichigt.

’ 3. Die maximale Lange der gedehnten Ketten ist jetzt im wesentlichen durch die Vernetzung sowohl begrenzt als auch
indirekt festgelegt.

Im Gleichgewicht, d.h. im linken Bild, muf3 der Abstand rk zwischen den Vernetzungsknoten gleich dem mittleren
Abstand rg zwischen den Enden der Ketten sein. Das sieht man dem Bild nicht so direkt an, aber man muf3 sich
das ganze dreidimensional vorstellen, dann wird es etwas einsichtiger.

Mit einer Knotendichte px und dem daraus folgenden mittleren Abstand zwischen den Knoten

1\1/3 1
K = (—) = —— = rp = ap- (3N)12
PK pk/3
erhalten wir die Beziehung
1
—— =3 I'max' a0
pK2/3
1
fmax =
3. ag pKZ/S

’ Eingesetzt in den Ausdruck fur die Kraft erhalten wir ein im Wortsinn spannendes erstes Endergebnis:

MaWi 1 Skript - Page 353



ag

r- kT - (3a0 . pK2/3)

max

ao

3kT - px23 - r

Die Kraft, mit der ein Elastomer zurtickzieht, ist als proportional zum Auszug r, zur Temperatur T und etwas
schwécher als linear zur Knotendichte. Wir kénnen das noch etwas eleganter ausdriicken, indem wir jetzt den E -

Modul berechnen
’ Der Elastizitatsmodul E war definiert als

Wie schon bei der Ableitung des E-Moduls aus den Bindungspotentialen rechnen wir um in Kréfte F und Abstande r

Uber

r—ro

€ = ;

ro

F
ro?
de
daraus —
dr

1

ro

Dabei ist zu beachten, daR die Flache, auf der Kraft F angreift, der Projektionsflache eines "geknauelten" Kette
entspricht, die wir einfach mit rg2 grob nahern. Damit bekommen wir

do 1 dF dr ro dF 1
E= — = — — _— = — _— = — 3k - T - pK2/3
de rp2 dr de rg2 dr ro
Nun ist aber rg nichts anderes als 1/p|<1/3 und wir bekommen
E =~ 3kT: pk

- ein monumental einfaches Ergebnis! Der E - Modul eines Elastomers ist nur eine Funktion der Knotendichte und
der Temperatur! Die "Chemie" kommt gar nicht vor!
’ Und daran wird sich nicht viel &ndern, falls wir jezt mit wesentlich komplizierteren Betrachtungen versuchen, der
Fragestellung gerechter zu werden. Im wesentlichen &ndert sich der Faktor 3, aber die funktionalen Abhangigkeiten
bleiben im wesentlichen erhalten. Man erhélt beispielsweise bei Berticksichtigung von Querkontraktion und einachsigem

Zug (nachzulesen im Gerthsen)

E

3

—XT - px

2

’ Wie gut ist diese Formel? Nehmen wir Raumtemperatur, d.h. kKT =~ 1/40 eV (eine Zahl die man kennen sollte) oder

kT =0,025-1,6-10193=4.10"21]

und eine Knotendichte von einem Knoten alle 100 nm (also nach ca. 300 Kettengliedern), d.h. px = 1/(100 nm)3 = 10~

nm—3=10%21 m-3

Damit haben wir einen E-Modul von

E=15-4-1021.1021 Jm3=6 Pa
Das liegt genau im unteren Bereich der Elastomere wie in den friiheren Graphiken gezeigt. Wir liegen also nicht

schlecht mit der Theorie.
’ Was haben wir gelernt? Sehr viel:

1. Entropie ist sehr real! Es ist die Entropie, die zurtickzieht, wann immer wir Elastomere verformen.
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2. Der statistische Zugang zur Entropie mag miihsam sein - aber er tragt sehr weit. Es gibt keine andere
Mdglichkeit, ein so fundamentales Materialphdnomen wie die Gummielastizitat anders zu verstehen oder einfacher
in Formeln zu giel3en.

3. Die Beziehungen rund um den "Random walk" sind wichtig! Sie werden uns in anderen Zusammenhangen noch
oft begegnen - zum Beispiel in den Strom-Spannungskurven von Halbleiterbauelementen.

4. Wir haben die Gummielastizitat nicht nur quantitativ verstanden - unsere einfache Formel hat die wesentlichen
Beobachtungen gut eingefangen - sondern wir wissen im Prinzip auch, was man tun muf3 um die Gummielastizitat
(und damit indirekt auch das Verhalten mancher Biomaterialien) im Detail zu verstehen.
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9.2.5 Merkpunkte zu Kapitel 9.2: Elastische und viskoelastische Eigenschaften von Polymeren

’ Die beiden Diagramme zeigen die wesentlichen Fakten:

logE —,-
Alle Polymere verringern um die Glastemperatur herum ihren E- —_——
Modul um mehrere Gré3enordnungen - falls sie sich nicht vorher Zarsetzung =
schon zersetzen (Duroplaste).

Elastomere haben oberhalb der Glastemperatur noch ein mehr
oder weniger stark ausgedehntes "Gummi“-Plateau - je nach
Vernetzungsgrad.

Die Knotendichte bestimmt den Verbeztungsgrad; es gibt viele
Vernetzungsmechanismen.

’ Die wesentlichen Mechanismen sind:

bRk @ = B u

Unterhalb Glastemperatur Tg: Langziehen der Bindungen - wie
gehabt. Formal als Verbundmaterial behandelbar: "Harte" Fasern
(= kovalente -C-C- Bindungen) in "weicher" Matrix (=
Sekundarbindungen zwischen den Seitengruppen).

Um GlastemperaturTg: Matrix "schmilzt", Fasern halten noch,
aber werden leicht beweglich.

Oberhalb GlastemperaturTg: Allmahliches Verflissigen tUber
streichkase- / honigartige Zustande bei wenig Vernetzung, oder
"Gummiplateau" bei h6herem Vernetzungsgrad.

’ Verformungsversuche enthalten jetzt eine dynamische Komponente -
die Dehnung wird u.U, stark zeitabh&ngig

Man unterscheidet anelastisches und viskoelastiches Verhalten ‘ Ied

a
g
2

’ Das dynamische Verhalten laf3t sich mit den zwei Basiselementen
"Feder" und "StoRdamper" leicht modelieren; diese Elemente sind
def'n'ert dUI’Ch' Ao 1 Gummielastiseh

| |
& N K/?\

N .
A~ —|:|_ b/¥ . “.i

Viskoelastisch

L

e 1

Dabei sind die Viskositat € und der E-Modul stark
temperaturabhangig.

’ Gummielastizitat ist ein reiner Entropieeffekt!

Im ungedehnten Zustand entspricht die "Zufallsfaltung" einer Kette E e
dem "Random walk", und damit maximaler Unordnung = Entropie. Start —l—IJ
Der Abstand <r>zwischen Anfang und Ende entspricht der N-15

Diffusionlange und ist

Ende “random™

<>=rg = ap- (3N)”
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’ Gestreckt wird die Kette ordentlicher, die Entropie nimmt ab, und
damit wachst die freie Enthalpie G. Die rlckstellende Kraft F ergibt oG os(r)
sich aus nebenstehendem Differentialquotient. F=z — =_T7.—

Die Entropie folgt direkt aus der Verteilung w(x,y,z)AV der 0l or

mittleren Abstande zwischen Kettenanfang und Ende, d.h. der
Wabhrscheinlichkeit des Vorliegens des damit beschriebenen

Makrozustandes. S = k-Inw(xy,z) - AV

’ Mit einer Gaussverteilung fur w(x,y,z)AV, einem Ubergang von
Kraften zu Spannungen sowie Langen zu Dehnungen, und einer
simplen Beziehung zwischen maximaler Kettenlange und E~=~ 3KT: px
Knotendichte p, erhalt man eine verbliuffend einfache Endformel
fur den E-Modul

Sowohl die GréRenordnung (E ist sehr klein), T-Abhangigkeit und
der Zusammenhang mit dem Vernetzungsgrad = Knotendichte
wird richtig (wenn auch nur in Naherung) wiedergegeben.

Die "Chemie" jedoch spielt keine Rolle!
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9.3 Plastische Verformung und Bruch
9.3.1 Extreme Temperaturbereiche

Tiefe Temperaturen

’ Wie verformen sich Polymer plastisch? Versetzungen gibt es nicht, wir brauchen andere Mechanismen. Was passiert
beim Bruch - auch fur Polymere gilt schlie3lich der 1. Hauptsatz der Materialwissenschaft!

Relativ klar sind die Extreme - bei Temperaturen weit weg von der Glastemperatur Tg .
’ Fur T < Tg sind alle Bindungen fest - die Sekundarbindungen zwischen den Ketten genauso wie die kovalenten
Bindungen zwischen den C - Atomen.

Da es keineVersetzungen oder andere lokalisierte strukturelle "Defekte" gibt, deren Wanderung durch das Material
Verformung erzeugen kann, sind "kalte" Polymere schlicht sprode.

Die Spannungs - Dehnungskurve sieht schematisch so aus:

k J
m

Alles in allem ist ein Polymer zwar "weicher" als eine harte Keramik (d.h. der E-Modul ist kleiner); moglicherweise
gibt sie auch noch ein bi3chen nach kurz vor dem Bruch, aber im wesentlichen werden Bindungen "langezogen"
und - beim Bruch - Mikrorisse zum Wachstum animiert.

Also nichts neues im Prinzip - wohl aber im Detail. Aber damit wollen wir uns nicht befassen.

Hohe Temperaturen

’ Die Verformung bei hohen Temperaturen - immer in Bezug auf die Glastemperatur, also T > Tg, - ist ebenfalls relativ
klar:

Falls das Polymer nicht vor Erreichen der Glastemperatur "abraucht", also zu den Duroplasten zahlt, wird es
sukzessive weicher und viskoser; die Konsistenz wird "honigartig”

Und wie verformt sich Honig (oder Streichkase)? Wie eine Flussigkeit - nur viel langsamer.

’ Vom Prinzip her uninteressant - von der Anwendung her naturlich nicht.
Die Mdglichkeit der leichten Formgebung durch viskoses FlieRen bei Thermoplasten ist nattrlich eine der Griinde,
warum die moderne Welt durchsetzt ist von billigen Kunststoffgehdusen, Plastiktiiten, Packmaterial, usw.

Der Ubergang von sprode zu viskos kann in einem relativ kleinen Temperaturbereich erfolgen. Wer jemals (bei
Raumtemperatur relativ sprodes) Plexiglas mit einer stumpfen Stichsage bearbeitet hat weil? das: Die
Temperaturerhéhung durch das Ségen reicht aus um das Material viskos zu machen - man sagt munter vor sich hin,
aber hinter dem Sageschnitt ist das Plexiglas viskos wieder zusammengeflossen; der Sageschnitt ist weg!

’ Nicht vergessen wollen wir die Komplikationen, die der Elastomerbereich bereiten kann - aber bei gentigend hohen
Temperaturen werden auch Elastomere weich (oder sie zersetzen sich vorher).

Was bleibt ist der Bereich der Glastemperatur selbst. Hier gibt es neue Verformungsmechanismen, die wir im
letzten Unterkapitel behandeln wollen.
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9.3.2 Streckung und "Crazing"

Streckung

’ Im Bereich der Glastemperatur, oder etwas genauer, fir Tg > T > 0,75 Tg , zeigt die Spannungs - Dehnungskurve bei
"zahen" Polymeren ein neues Phdnomen - die Streckung - das so in anderen Materialien nicht beobachtet wird.

Hier ist eine typische Kurve zusammen mit den Anderungen der Konformation:

Ausgerichtete
Ketten

Plastische
Verformung

———p €
=100%

’ Das Experiment dazu kann jeder selber machen; viele Kunststoffe - z.B. Folienhillen oder Bonbonhdllen - sind geeignet.

Einfach einen langen Streifen herausschneiden, und kraftig daran ziehen. Mit dem richtigen Material beobachtet
man, dal3 es sich mit relativ konstanter Kraft sehr lang ziehen laf3t; dabei wird es deutlich schmaler und dinner
(und auRerdem oft milchig weif3).

Dabei bildet sich zuerst irgendwo eine Einschnurung - manchmal auch an zwei Stellen gleichzeitig - die sich dann
ausbreitet.

LafRt man los, bleibt das Polymer gedehnt - es ist also ein rundsatzlich anderes Verhalten als bei Elastomeren, die
eine ahnliche, jedoch vollstandig elastische Spannungs - Dehnungskurve aufweisen.

Was strukturell geschieht, ist fast mit dem bloRen Auge zu sehen: Die im unverformten Zustand mehr oder weniger
regellos verknduelten (und relativ wenig vernetzten) Ketten werden alle parallel ausgerichtet. Das Ende der plastischen
Verformbarkeit ist erreicht, wenn die Ketten auf maximale Lange gestreckt sind.

Das Material wird dann schnell hart und reif3t.
Manche Polymer sind von vornherein gestreckt - entweder durch geeignete Herstellverfahren oder durch
mechanische Streckung bei erhéhter Temperatur. Dann haben wir die hochfesten Kunststoffseile und -taue, die

sich grof3ter Beliebtheit erfreuen. Das Spektrum reicht vom "Nylonfaden", Gber Angelschnire bis zu den dicken
Tauen, mit denen grof3e Schiffe vertaut werden.

Verwebt man diese Faden, bekommen wir hochfeste Stoffe - fir Segel, Anoraks, Verpackungsmaterial.
Der Mechanismus ist klar: Die sekundaren Bindungen kdnnen der wirkenden Spannung nicht standhalten, die Ketten
sind beweglich.

Die Zahl der "harten" Knoten ist zu gering um die Streckung zu verhindern (und gummiartiges Verhalten zu
erzwingen); Verschlaufungen leisten zwar Widerstand, aber kdnnen die Streckung nicht verhindern.

"Crazing"

’ Hat man ein Material das z.B. bei Raumtemperatur schéne Streckung zeigt, ist klar, was bei Erhéhung der Temperatur
passiert.

Die Streckung wird bei immer kleineren Spannungen mdéglich, gleichzeitig wird das Material zunehmend viskos.
’ Bei Absenken der Temperatur wird das Polymer sprode - aber zwischen Streckung und vollstandiger Sprdodigkeit (d.h.

keine plastische Verformung ist méglich) gibt es einen Ubergangsbereich, den wir bei vielen Polymeren des taglichen
Gebrauchs beobachten kénnen.

Man nennt diesen Bereich gelegentlich "Crazing"; dieses typische Verhalten haben wir beispielsweise wenn wir
versuchen ein Geodreieck oder Plastiklineal zu biegen.

Das Lineal wird zwar schnell brechen, aber zuvor verformt es sich doch noch ein bi3chen plastisch. Die gebogene
Stelle wird dabei milchig weif3 und undurchsichtig, auRerdem sieht man oft kurz vor dem Bruch feine Linien
senkrecht zur Langsrichtung.
Was dabei genau geschieht, machen wir uns wieder an einem Spannungs - Dehnungsdiagramm mit eingezeichneter
Struktur klar.
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’ Wie beim "gemeinen" Sprédbruch wachsen Mikrorisse, die im Material latent vorhanden waren oder sich an
Oberflachendefekten bilden.

Aber im Ubergangsbereich des "Crazing" werden noch einige Fasern tiber dem Mikroriss hinweg gestreckt (links
gezeigt), so dal} das Wachstum der Mikrorisse erschwert wird.

Erst wenn fir hohe Spannungen die gestreckten Faserbindel reiRen (rechts gezeigt), kann der Mikrorif3 sich
ausdehnen und das Material wird schlief3lich brechen.

Die damit verbunden Inhomogenitéaten streuen das Licht - das Material wird weil3lich-undurchsichtig.

’ Crazing, als eine eigentlich ziemlich spezielle Verformungsart in einem kleinen Temperaturbereich der Elastomere, wird
deshalb bei Gebrauchspolymeren recht haufig beobachtet, weil man natirlich das Polymer so "eingestellt” hat, daf3 die
Glastemperatur nur etwas tber der Raumtemperatur liegt.

Damit laf3t sich der Thermoplast mit dem geringstmdéglichen Energieaufwand in die gewlinschte Form bringen und
ist bei Raumtemperatur stabil. AuBerdem ist vollstandig sprédes Verhalten in der Regel auch nicht erwiinscht - der
Bereich des "Crazing" ist gerade richtig.

’ Das war's! Hier endet in der Regel die "Einfuhrung in die Materialwissenschaft I". Weiter geht's mit
Entweder mit Kapitel 10 - falls noch Zeit ist

Oder mit "Einfiihrung in die Materialwissenschatft II" - im nachsten Semester.
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9.3.3 Merkpunkte zu Kapitel 9.3: Plastische Verformung und Bruch

’ Bei Temperaturen deutlich kleiner oder groRer als die Glastemperatur
Tg sind die Verhéltnisse einfach:

Fur T < Tg ist das Polymer mehr oder weniger "sprode”; es bricht
nach relativ kleiner Verformung

Fur T > Tg ist das Polymer mehr oder weniger viskos; es "flie3t"
wie Streichkase oder Honig.

’ Wichtiger sind neue Verformungsarten im Bereich der
Glastemperatur, die es praktisch nur bei Polymeren gibt:

’ Streckung bringt die Ketten permanent (im Gegensatz zu zum
gummiartigem elastischen Verhalten) aus einer geknauelten in eine
gestreckte Konformation.

Typisches Beispiel: Manche Folienhillen oder
Bonboneinwicklungen langziehen.

’ "Crazing" ist eine Mischform zwischen Sprédbruch und Streckung:

Mikrorisse wachsen, aber langsam weil in ihrem Innern noch Ketten o R

gestreckt werden.
Typisches Beispiel: Geodreieck oder Lineal biegen.
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9.4 Zusammenfassung / Merkpunkte Kapitel 9: Amorphe Materialien

’ Phanomene wie Diffusion, elastische und plastische Verformung oder

Bruch gibt es auch in nichtkristallinen Materialien. Die (atomaren)
Mechanismen mussen aber teilweise anders sein, da es keine
Kristallbaufehler wie z.B. Versetzungen geben kann. Wir
unterscheiden grob und ungenau zwischen

Glaser: "Verhinderte Kristalle"

Polymere: Lange Ketten mit fast immer organischen Molekdlen
als Kettenglieder = Monomere.

’ Wir betrachten hier nur (Kohlenstoff) Polymere. Die mdgliche

Strukturvielfalt ist gigantisch und ergibt sich aus den mdglichen
Kombinationen von:

Unterschiedliche Moglichkeiten der Verkniipfung der Monomere
(ataktisch, syntaktisch, ..).

Unterschiedliche Kettenldangen und Kettenléangenverteilungen.
Viele unterscheidbare Konformationen der Ketten: Von
"spaghettiartig" bis kristallin.

Mehrere Mdglichkeiten Ketten an Knoten zu verknupfen: Von
simplen "Schlaufen” bis zu kovalenten Bindungen.

In weiten Grenzen einstellbare Knotendichte (z.B durch
"Vulkanisieren" (= Schwefelbriicken) beim Kautschuk.

Mischungen verschiedener Monomere in einer Kette oder
Mischungen verschiedener Ketten.

’ Trotz der enormen Vielfalt moglicher Polymere, wird man einen

"Kunststoff* fast immer sofort erkennen. Drei Grundtypen werden
unterschieden:

Thermoplaste - werden mit steigender Temperatur weich oder
sogar (zah)flussig. Damit leicht formbar.

Duroplaste - werden mit steigender Temperatur nicht weich
sondern "rauchen ab", d.h. reagieren chemisch und zerstoren
sich damit selbst.

Elastomere - weniger vornehm alles was man mit "Gummiartig”
bezeichnen wiirde.

’ Viele Parameter andern sich in charakteristischer Weise stetig mit

der Temperatur, z.B. das Volumen

Ein Schmelzpunkt Ty ist nicht gut definiert; wichtiger ist im
allgemeinen die GlastemperaturTg

’ Die beiden Diagramme zeigen die wesentlichen Fakten:

Alle Polymere verringern um die Glastemperatur herum ihren E-
Modul um mehrere GrofRenordnungen - falls sie sich nicht vorher
schon zersetzen (Duroplaste).

Elastomere haben oberhalb der Glastemperatur noch ein mehr
oder weniger stark ausgedehntes "Gummi“-Plateau - je nach
Vernetzungsgrad.

Die Knotendichte bestimmt den Verbeztungsgrad; es gibt viele
Vernetzungsmechanismen.

’ Die wesentlichen Mechanismen sind:

Unterhalb Glastemperatur Tg: Langziehen der Bindungen - wie
gehabt. Formal als Verbundmaterial behandelbar: "Harte" Fasern
(= kovalente -C-C- Bindungen) in "weicher" Matrix (=
Sekundarbindungen zwischen den Seitengruppen).

Um GlastemperaturTg: Matrix "schmilzt", Fasern halten noch,
aber werden leicht beweglich.
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Oberhalb GlastemperaturTg: Allmahliches Verfliissigen tUber
streichkase- / honigartige Zustande bei wenig Vernetzung, oder
"Gummiplateau" bei hdherem Vernetzungsgrad.

’ Verformungsversuche enthalten jetzt eine dynamische Komponente -
die Dehnung wird u.U, stark zeitabhangig

Man unterscheidet anelastisches und viskoelastiches Verhalten

Elastisth

IE
44 Anclastisth
~.

34

——————— Qo

’ Das dynamische Verhalten laf3t sich mit den zwei Basiselementen
"Feder" und "StoRdamper" leicht modelieren; diese Elemente sind
definiert durch:

Anelastisch 74

o -

k_ Viskoelastisch
H I

Gummielastisch

Viskoelastisch

)
=1

b

/% ——

Dabei sind die Viskositat € und der E-Modul stark
temperaturabhangig.

’ Gummielastizitat ist ein reiner Entropieeffekt!

Im ungedehnten Zustand entspricht die "Zufallsfaltung" einer Kette |_]_|; e
dem "Random walk", und damit maximaler Unordnung = Entropie. Start —|—|J
Der Abstand <r>zwischen Anfang und Ende entspricht der N-15

Diffusionlange und ist Eade “raom®

<>=rg = ag- (3N)”

’ Gestreckt wird die Kette ordentlicher, die Entropie nimmt ab, und
damit wachst die freie Enthalpie G. Die rlckstellende Kraft F ergibt oG oS(r)
sich aus nebenstehendem Differentialquotient. F=z — =_T7.—

Die Entropie folgt direkt aus der Verteilung w(x,y,z)AV der 0l or

mittleren Abstande zwischen Kettenanfang und Ende, d.h. der
Wabhrscheinlichkeit des Vorliegens des damit beschriebenen

Makrozustandes. S = k-Inw(xy,z) AV

’ Mit einer Gaussverteilung fir w(x,y,z)AV, einem Ubergang von
Kraften zu Spannungen sowie Langen zu Dehnungen, und einer
simplen Beziehung zwischen maximaler Kettenlange und E~=~ 3KT: px
Knotendichte p, erhalt man eine verbliuffend einfache Endformel
fur den E-Modul

Sowohl die GréRenordnung (E ist sehr klein), T-Abhangigkeit und
der Zusammenhang mit dem Vernetzungsgrad = Knotendichte
wird richtig (wenn auch nur in Naherung) wiedergegeben.

Die "Chemie" jedoch spielt keine Rolle!
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’ Bei Temperaturen deutlich kleiner oder groRer als die Glastemperatur
Tg sind die Verhéltnisse einfach:

Fur T < Tg ist das Polymer mehr oder weniger "sprode”; es bricht
nach relativ kleiner Verformung

Fur T > Tg ist das Polymer mehr oder weniger viskos; es "flie3t"
wie Streichkase oder Honig.

’ Wichtiger sind neue Verformungsarten im Bereich der
Glastemperatur, die es praktisch nur bei Polymeren gibt:

’ Streckung bringt die Ketten permanent (im Gegensatz zu zum
gummiartigem elastischen Verhalten) aus einer geknauelten in eine
gestreckte Konformation.

Typisches Beispiel: Manche Folienhillen oder
Bonboneinwicklungen langziehen.

’ "Crazing" ist eine Mischform zwischen Sprédbruch und Streckung:
Mikrorisse wachsen, aber langsam weil in ihrem Innern noch Ketten
gestreckt werden.

Typisches Beispiel: Geodreieck oder Lineal biegen.
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Alles was entsteht, ist
wert,
dald es zugrunde geht

Johann Wolfgang Goethe

10. Materialalterung

10.1 Allgemeine Bemerkungen
10.1.1 Ausgangspunkt

Vorbemerkungen

’ "Sammelt keine Reichtimer, auf dal3 die Motten und der Rost...". "Alles ist verganglich, nur der Tod wahret ewiglich" -
An Bibelspriichen, Sprichwdrtern, bon mots und Zitaten Uber die Verganglichkeit alles Irdischen ist kein Mangel. Alles
scheint verganglich, insbesondere das von Menschenhand geschaffenene. Aber auch Berge und Walder, selbst
Sonnensysteme und schwarze Locher vergehen; es dauert nur vielleicht ein bil3chen langer.

Komisch eigentlich. Atome wahren bekanntlich ewiglich, wenn man mal von den paar unstabilen Isotopen, die einige
Milliarden Jahre nach ihrer Entstehung immer noch nicht zerfallen sind, absieht.

Was immer auch "verging", die Atome sind noch da. Was also ist "vergangen"?

Da der Tod ewiglich wahren soll (obwohl das eigentlich viele Religionen, und neuerdings auch eine kleine radikale
Minderheit von Physikern bestreitet), untersuchen wir mal die Frage, was ein totes und ein lebendiges
(biologisches) System eigentlich unterscheidet - und zwar im physikalisch - thermodynamischen Sinne, nicht im
biologisch - philosophischen Sinne. Das ist eine in der Quantentheorie sehr beriihmte Frage, bekannt unter dem
Stichwort "Schrédingers Katze".

’ Was wir sicher sagen kdnnen ist, dal3 nach ausreichend langer Zeit nach dem Tode, alle Atome, die friher mal das
lebendige System konstituierten, noch da sind - allerdings in anderer und sehr viel regelloserer Anordnung.

Komplexere Molekile sind zerfallen in einfachere, eine Menge Sauerstoffverbindungen haben sich gebildet (die
gasformigen sind auf und davon), einiges Wasser ist versickert, manches ist verdunstet und Teil der Atmosphéare
geworden, manches ist von gréReren oder kleineren Lebewesen in andere Stoffe umgesetzt worden - im Grof3en
und Ganzen liegt die Bibel nicht ganz falsch mit dem "Erde zu Erde" Spruch.

’ In anderen Worten: Der Haufen Atome, der mal Wilhelm, Victoria oder Albert hiel3, ist jetzt sehr viel unordentlicher
geworden. Wilhelms Entropie hat sich kraftig erhéht, und er ist viel ndher am thermodynamischen Gleichgewicht als zu
Lebzeiten.

’ Interessant ist die Frage, woran man eigentlich ganz kurz nach Eintreten eines (gewaltlosen, d.h. adiabatischen (=
keine Warmeéanderung)) Todes erkennt, dal3 das System jetzt tot ist?

Atomanordnungen, und damit Wellenfunktion, freie Energie etc. haben sich eigentlich nicht wesentlich geandert;
zumindest gibt es keine Aussagen dazu.

Noch pointierter: Ist der Tod ein Phasenibergang 1. oder 2. Ordnung? Das ware im Prinzip mef3bar. Ist er kein
Phasenubergang, ist er thermodynamisch nicht vorhanden. Vielleicht ist das Schrédinger- Katze Paradoxon gar
keines, weil quantenmechanisch die Wellenfunktion von toter und lebendiger Katze sich +At vom Todeszeitpunkt
gar nicht unterscheiden?

’ Aber genug philosophiert. Wir definieren jetzt Altern fir technisch-wissenschaftliche Zwecke als:

’ Altern ist eine in der Regel unerwiinschte Anderungen einer Systemeigenschaft, die durch Alterungsprozesse eines
oder mehrerer der Materialien aus denen das System besteht verursacht wird.
Ein System kann dabei eine Waschmaschine, ein Dusentriebwerk, ein Radreifen bei ICE Zigen, ein Chip, oder
Uberhaupt alles sein. Eigenschaftsanderungen, insbesondere Defekte ("kaputtgehen™), sind jedoch bei technischen
Systemen immer an Anderungen in mindestens einem Material gekoppelt - bei biologischen Systemen ist das
vielleicht anders, siehe oben.

Es gibt kein Altern ohne Anderungen an einem Material, an der "Hardware"!

Oft faldst man den Alterungsbegriff in der Materialwissenschaft noch scharfer und redet von Materialversagen (engl.:
"Failure"). Damit wird ganz deutlich, daf3 nur unvorhergesehene, durch Alterungsprozesse verursachte negative
Eigenschaftsdnderungen gemeint sind.
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’ Damit stellen wir die Frage nach den Mechanismen, die zu in der Regel langsamen Anderungen der
Materialeigenschaften im Zuge des Alterns fiihren.

Allgemeine Alterungsmechanismen

’ Was man sofort verstehen kann, ist die Tendenz aller Systeme und Materialien, dem thermodynamischen
Gleichgewicht moglichst nahe zu kommen. Das wird immer nur in Stufen moglich und sinnvoll definierbar sein, denn im
totalen und universellen Gleichgewicht wére alle Materie im Universum homogen verteilt, d.h. ein stark verdiinntes
"eigenschaftsloses” Gas. Materialien, wie wir sie kennen, sind immer mehr oder weniger weit vom Gleichgewicht
entfernt; sie haben damit eine eingebaute Tendenz zur Anderung im Laufe der Zeit.

Fur konkrete Materialien in endlichen Zeiten, die sich selbst tiberlassen sind (d.h. mit der Umwelt keinen Kontakt
haben) muf3 die Frage lauten, ob ein Zustand mit kleinerer freier Enthalpie (oder, bei gegebenem Volumen, freier
Energie) existiert und mit endlicher Wahrscheinlichkeit kinetisch erreichbar ist.

Genauer gesagt fragen wir in diesem Fall bei einem gegebenem Material danach, ob es in einem metastabilen
Zustand vorliegt der sich im Laufe der Zeit in einen stabileren umwandeln kann. Das ist ein Unterschied zur Frage,
ob es sich in den stabilsten Zustand umwandelt!

Klar ist auch, daf3 Materialien, die sich im "echten" thermodynamischen Gleichgewicht befinden oder zumindest in
einem tiefen Nebenminimum, per Definitionem nicht altern kénnen solange sie nicht von auf3en "AnstoR3e", oder
besser gesagt, Energie erhalten.

’ Wir wissen bereits, dal viele technisch wichtige Materialien sich in einem metastabilen Zustand befinden und (bei
normalem Gebrauch) auch in diesem Zustand bleiben. Beipiele dafur sind:

Glas: Der kristalline Zustand ist bei Raumtemperatur stabiler als der amorphe. Eine Umwandlung erfolgt aber nur
sehr langsam- es kann fur technisches Glas Jahrtausende dauern

Diamant: Stabil ist bei Normaldruck eigentlich immer Graphit; bei hdheren Temperaturen erfolgt auch eine
Umwandlung.

Stahl: Wirde Stahl sich in die stabile Raumtemperaturkonfiguration des Ferrit plus gro3r Graphitausscheidungen
begeben, wiirden sdmtliche Wolkenkratzer sofort einfallen und auch sonst noch manches Ungliick passieren. Denn
die Festigkeit von gutem Stahl beruht auf dem bei Raumtemperatur vorhandenenm feinverteiltem Zementiti (Fe3C).
Noch schlimmer ware geharteter Stahl, der die metastabilen Phase Martensit enthalt.

’ Wir mussen also, um der Alterung auf die Spur zu kommen, uns zunachst anschauen, welche Wege es in Richtung
thermodynamisches Gleichgewicht fur die technischen Materialien und Systeme gibt, die mit der Umgebung kaum
wechselwirken, also weitgehend als abgeschlossen betrachtet werden kénnen.

’ Wir missen aber auch noch andere Situationen bertcksichtigen, namlich die nicht abgeschlossenen Systeme. Denn

schon die immer vorhandene elektromagnetische Strahlung - das Licht - kann zu Veranderungen in Materialien fuhren,
die sich im Laufe der Zeit als Altern auf3ern.

’ Alterung ist damit ein Sammelbegriff fur viele verschiedene Phéanomen, denen hauptséchlich gemeinsam ist, daf} es
sich um ein eher unerwiinschtes Phanomen handelt. Im nachsten Unterkapitel wollen wir versuchen, die verschiedenen
Alterungsmechanismen und Phdnomene zu sortieren und zu klassifizieren.
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10.1.2 Systematik der Alterungserscheinungen

Verschiedene Alterungsszenarien

’ Betrachten wir ein beliebiges Material oder Materialsystem und sein Verhalten im Laufe der Zeit. Dabei unterstellen wir
"normalen” Betrieb und betrachten nur Alterungsph&nomene die eher unerwiinscht sind (also nicht z.B die Alterung
beim Wein).

Wir betrachten damit keine Materialien, deren Nutzen oder Zweck ausschlieR3lich darin besteht, daR sie selbst oder
ihre Eigenschaften sich im Laufe der Zeit dndern - z.B. kompostierbare Plastikbehalter oder Brennstabe im
Kernreaktor. Wir wollen auch nicht Systeme betrachten, die sich aus ganz elementaren intrisischen und nicht
beeinfluBbaren Eigenschaften zeitlich &ndern, z.B. radioaktive Isotope in Strahlungsquellen oder in
Atomsprengképfen.

Wir wollen aber schon Materialien betrachten, die zwar im normalem Betrieb schnell und berechenbar altern -
Autoreifen, Fraskopfe, Schuhsohlen, Bremsbelage - wo es aber zumindest dem Anwender, wenn schon nicht dem
Hersteller, lieber wére, das Material wirde bei unveranderten Eigenschaften nicht gar so schnell altern.

Normaler Betrieb kann nun vieles bedeuten. Die Skala reicht vom unbewegten und unbelasteten (oder besser, nur
durch das eigene Gewicht belastete) Vorhandensein (z.B. Fensterglas) bis zur gezielten Héchst- oder
Extrembelastung. Dies kdnnen z.B. extreme mechanische Lasten in Hochleistungstriebwerken, extreme elektrische
Spannungen und Stréme, extreme Temperaturen oder extrem aggressive chemische Umgebungen sein.

In den Extremfallen werden wir davon ausgehen, daf3 die Materialien nicht allzu lange halten; die Materialforschung
und Entwicklung dreht sich dann im Grunde nur noch um die Alterungs- und Degradationseffekte. Man koénnte das
Wort "Extrembelastung" auch durch den Begriff "An der Alterungsgrenze belastet" ersetzen.

’ Wir kdnnten uns jetzt auf die Alterungsphanomene beschranken, die unerwartet sind, die man also nicht unmittelbar
versteht, und gegen die man daher auch keine richtige Vorsorge treffen kann.

Dann sind wir aber schon fertig, denn was wir nicht verstehen, kénnen wir auch nicht néher beschreiben. Die uns
allen geléaufige Tatsache, da Materialien altern und oft aus uns unklaren Grinden unerwartet kaputtgehen, kann
unverstandene Phanomene enthalten, mul3 es aber nicht. In den meisten Fallen unerwiinschtem Alterns bei
normalem Betrieb eines Systems ist es eher wahrscheinlich, dal3 der Grund dafur in einem der folgenden Szenarien
liegt:

’ 1. Der Alterungseffekt fur das betreffende Material war zwar

verstanden und im Detail bekannt, wurde aber bei der Konstruktion wm

Ubersehen oder schlicht ignoriert.

Das gilt z.B. mit einiger Sicherheit bei Billigfahrradern,
Videobandern oder Haushaltsartikel.

Gebrochener Fahrradrahmen
- lebensgefahrlich!-

’ 2. Der Alterungseffekt fir das betreffende Material war im Prinzip,
aber nicht im Detail bekannt und verstanden, bei der Konstruktion
wurde deshalb nur mit ungefahren Parametern gerechnet, die
rickblickend nicht gut genug waren.

Einige Korrosionsphanomene die zu spektakularen Einstiirzen
fuhrten - z.B. beim Dach der Kongresshalle in Berlin - fallen
darunter.

Kollabierte "schwangere Auster" in
Berlin

’ 3. Das System wurde weit Uber die eigentliche erwartete Betriebsdauer hinaus benutzt.

Ein schdnes Beipiel dafiir ist die alte Boeing 707, der vor Hawaii das halbe Kabinendach abfiel (wg.
"Materialermidung”), so daf sie als Kabrio weiterflog - aber so unglaublich das angesichts der Bilder erscheint,
noch sicher landete. Dabei wurde "nur" eine Person getotet!
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’ 4. Der Alterungseffekt fur das betreffende Material war zwar gut
bekannt und verstanden, bei der Kostruktion wurde die Alterung
aber gezielt in Kauf genommen oder sogar mit Absicht eingebaut,
um die Lebensdauer des Systems auf einen vorgegeben Zeitraum
zu beschranken.

. Schlief3lich sollen Gebrauchsgegenstande nicht ewig leben!

. Ein gutes Beispiel sind Autokarosserien, die friher oder spater
- aber in berechenbaren Zeitraumen - durchgerostet sein
werden.

’ 5. Der Alterungseffekt war gut bekannt, es gab aber keine
wirksamen oder bezahlbaren Gegenmafl3nahmen.

) Bestimmte SchweilRnahte in den Rohren von Kraftwerken
fallen darunter, die eine nutzbare Lebensdauer von ca. 10
Jahren haben und die man gerne - auch mit viel Geld -
haltbarer machen wiirde, so man es denn kdnnte.

) Es hilft nichts - es muR planméaRig erneuert werden, falls man
die Katastrophe nicht planmafig erleben will.

Mit freundlicher Genehmigung
von "Werner" (Rotger Feldmann)

’ 6. Der Alterungseffekt war gut bekannt und in die Konstruktion aufgenommen, aber statistische Effekte fuhren zu
Ausreif3ern.

. Die Verteilung der Mikrori3langen zum Beispiel, die die max. Bruchspannung bestimmen, ist ihrer Natur nach eine
statistische Verteilung - das heif3t, die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorhandensein eines zu groRen Mikrorisses in
irgendeinem von vielen eigentlich identischen Bauteilen wird niemals exakt gleich Null sein.

{1 Deshalb werden Materialien tiberpriift - als Rohmaterial und im Betrieb - aber auch die Wahscheinlichkeit, daR man
alle Risse findet, die zu grof3 sind, ist nicht exakt gleich Null. Die Wahrscheinlichkeit, daf3 im Betrieb ein Bruch
auftritt, kann damit zwar sehr klein, aber niemals exakt gleich Null sein.

. Wenn dann noch dazu kommt, dal® es auch immer eine endliche Wahrscheinlichkeit fiir eine katastrophale Folge
eines Bruches gibt, lassen sich GroRRkatastrophen, wie geschehen beim Bruch eines ICE Radreifens oder einer
Triebwerksaufthangung an einen Jumbojet, nie mit Sicherheit vermeiden - es bleibt das beriihmte Restrisiko.

{1 Bei dem Disaster in Eschede, hat man aber auch durch Fahrlassigkeit und Schlamperei noch kréftig nachgeholfen.
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iele einer

Die Folge eines gebrochenen Radreifens

News summary

We studied press releases from the District Attorney's office (Staatsanwaltschaft Lineburg) [1] and the Deutsche
Bahn AG [2], both of which contained comments and expert testimonies.

The Fraunhofer Institute LBF Darmstadt (sister of the FHG-1ZfP, Fraunhofer's NDT Institute Saarbriicken) presented
300 pages of expert testimony and another 300 pages of literature references.

A cracking inside the ring of the wheel was responsible.

There was no indication of material or production failure. This crack was caused by excessive load and wear. When
ICE began operations, there was no certification in place that would document appropriate design and reliability.
Moreover no fracture mechanic calculation was done that could prove the strength of the wheel during its lifetime.
According to the experts such wheels should not be operated at less than 880 mm diameter (new condition = 920
mm), subject to annual testing for inner and middle zone cracks. (An important NDT fact!) The diameter of the
accident wheel was 862 mm. The limit set by Deutsche Bahn is 854 mm.

We interviewed District Attorney Jirgen Wigger, who explained that the wheel in question was first put into
operation in 1994 and ran 1,8 Mill km until the accident in June 1998. In terms of assessing responsibility for the
accident, it is significant that during its 4 years of operation, the wheel was never tested.

’ 7. Der Alterungseffekt ist bekannt, aber in seinem Mechanismus nicht sehr gut verstanden.

Man kann dann empirische Vorsorge treffen, hat aber keine Garantie fur die gewiinscht Lebensdauer. Der Ausfall
von integrierten Schaltungen, Transistoren oder Kondensatoren fallt darunter - irgendwann schlagen z.B. die
isolierenden Dielektrika aus nicht immer nachvollziehbaren Grunden elektrisch durch.

’ 8. Der Alterungseffekt war unbekannt, wird aber nachtraglich verstanden.

Dies war zum Beispiel bei spektakul&ren Unféllen der ersten Disenjets der Fall, als bestimmte Phanomene der
Materialermtdung noch nicht bekannt waren.

HE ,

The Seattle Museum of Flight Comet 4C

The De Haviland Comet was the first operational jet airliner. It began regular service in May of 1956. Its initial
success was tarnished by a series of crashes that were ultimately attributed to metal fatigue (= Ermtdung) and a
fuselage design that allowed small cracks to quickly propagate and cause massive failure of the airframe. After the
cause of the crashes was determined, De Haviland redesigned and lengthened the original Comet to produce the
Comet 4. By that time, however, the Boeing 707 and Douglas DC-8 were in service, and the smaller capacity and
lower speed of the Comet were not competitive. The elegant, streamlined nose section of the Comet did live on in
the French Carvelle airliner.

’ Das ist schon eine lange Liste von Szenarien, die bei normalem Betrieb eines Systems zu Ausfall durch Alterung fiihren
kénnen. Zum normalen Betrieb kommt aber immer noch das Unerwartete, Ubersehene oder Unerkannte. Auch diese
Liste ist lang und oft nicht tiberschaubar:

Nicht nur Erdbeben oder Wutausbriiche bewirken unvorhergesehene zusatzliche mechanische Spannungen in
Haushaltsgegenstanden - das kénnen auch fast unmerkliche Vibrationen, kleine schnelle Sté3e (Turzuschlagen)
oder Temperaturwechsel tun, die weiter nicht auffallen aber im Laufe der Zeit eine Wirkung zeigen.
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Strahlung ist immer da, wird aber oft ignoriert. Dabei ist nicht nur normales Licht zu betrachten, sonder auch die
ultraviolette (UR) oder Infrarotstrahlung (IR). Auch die natirliche Radioaktivitat und die Hohenstrahlung kénnen
Einflu? nehmen sowie vielleicht (aber letztlich wohl kaum) der Elektrosmog - die elektromagnetische Strahlung aus
Fernsehen, Horfunk, Handys, Hochspannungsleitungen, etc.

Mit am wichtigsten ist die chemische Umgebung: Der Sauerstoff in der Luft ist chemisch &uf3erst aggressiv, aber
Luft ist nicht gleich Luft, sie hat auch verschiedene und wechselnde Gehalte an Luftfeuchtigkeit und noch diese und
jene Spurenkomponenten.

Alle Arten von FliiRigkeiten oder Kontaminationen sind zu betrachten, die Uber die Oberflache unser Material im
Laufe der Zeit beeinflussen kénnen.

Besonders schwierig wird es, wenn zwei Einfluf3faktoren in unklarer Weise zusammenwirken. Besonders beriihmt
ist in diesem Zusammenhang die Spannungsrif3korrosion, d.h. die Beobachtung, daf® manche Materialien
manchmal sehr viel schneller (entlang der Korngrenzen) korrodieren, wenn sie unter mechanischer Spannung
stehen.

Die Problematik der Vorhersagen

’ Als nachstes machen wir uns klar, daf3 Alterungsphanomene nur sehr schwer und fast niemals wirklich systematisch
untersucht werden kdnnen. Versetzen wir uns dazu einmal in die Lage des Entwicklungsteams eines neuen Chips.

Den besseren Kunden muf3 garantiert werden (sonst Geld zuriick und Schadensersatz), dafd der Chip auch im
Dauerbetrieb in der Wiste oder in der Arktis mindestens 10 Jahre lauft - allenfalls darf vielleicht einer unter 1.000
vorher kaputtgehen.

Wie kann man das garantieren? Sicher nicht, indem man 10 Jahre lang Tests macht. Die einzige Methode ist,
basierend auf der Erfahrung mit Vorgangersystemen und mit empirischen oder theoretischen Modellen der
Alterungsmechanismen, beschleunigte Teste zu machen, d.h. den Chip z.B. bei h6heren Temperaturen und
Betriebsspannungen so zu betreiben, dafd er schneller altert, aber mit den gleichen Mechanismen wie im
Normalbetrieb.

Letzlich missen zahlreiche Chips (um statistisch verlaR3liche Aussagen zu gewinnen) so gequélt werden, daf3 nicht
zu wenige schon nach Tagen oder Wochen den Geist aufgeben. Aus der gewonnen Verteilung der Ausfélle im
Zeitraum Tage wird dann auf Lebendauern im Zeitraum 10 Jahre extrapoliert - ganz sichere Vorhersagen werden das
nie sein.

’ Die Moral von der Geschichte ist, da man bei wirklich neuen Materialien und/oder Belastungsarten aus dem
Alterungsverhalten bei beschleunigten Tests letztlich nicht wirklich die Zukunft vorhersagen kann, denn man kann nicht
wissen, ob man alle beim neuen System relevanten Alterungsmechanismen erfaf3t hat.

Haufig lernt man erst Jahre spater, wenn unvorhergesehene Alterung zu kleineren oder gréReren Katastrophen
gefuhrt hat, daf3 ein neuer, bisher unbekannter Alterungmechanismus existiert.

Unterscheidungskriterien

’ Wir missen einige systematische Unterscheidungen treffen. Zunéchst kénnen wir fragen, ob das Material in seinem
Einsatzbereich prinzipiell im Nichtgleichgewicht ist, also nicht einmal in einem Metagleichgewicht, oder ob es
wenigstens im Metagleichgewicht in sich ruht.

Das Kriterium fur (Meta) Gleichgewicht war, daf3 sich zeitlich nichts mehr andert. Damit wéare altern grundsatzlich
ausgeschlossen; wir entspannen das Kriterium etwas indem wir Systeme betrachten in denen sich in Zeitrdumen
nicht viel andert, die kurz sind gegeniiber der erwarteten Lebensdauer des Systems. Unter dieses Kriterium fallen
zunéchst alle Systeme, die nicht hoch belastet sind und eigentlich nicht kaputtgehen durften - Pyramiden, Bricken,
Fahrradrahmen, Fensterglas, Plastikgehause, ... . Hier haben wir klassisches Altern. Oft passiert nicht viel, uns
wenn doch, kann es viele Jahre dauern bis deutliche Effekte auftreten.

Aber auch statisch hochbelastete Systeme, in denen aber kein Strom fliel3t, sind im Metagleichgewicht:
Hochbelastete Metalle, die sich méglicherweise plastisch verformt haben, bei denen aber die Versetzungsbewegung
zum Stillstand gekommen ist, Kondensatoren, tiber deren Dielektrikum ohne Stromfluf3 eine hohe Spannung abfallt,
oxidierte Oberflachen, deren Oxidschichten so dick und dicht geworden sind, dal3 kein Sauerstoff mehr
hindurchfliel3t (=diffundiert), ... . Sie kdnnen aber viel schneller altern als bei kleiner Belastung, weil
Alterungsmechnismen schneller ablaufen als im unbelasteten Zustand oder weil neue Mechanismen auftreten.

Das Kriterium flr Nichtgleichgewicht ist, daR sich etwas andert - und das heif3t immer, dal3 ein Strom flie3t. Das
muf3 nicht nur ein elektrischer Strom sein, das kann auch ein Warmestrom sein, ein Teilchenstrom, z.B. wenn
Atome oder Molekule diffundieren, oder sogar ein Defektstrom - wenn z.B. Leerstellen oder auch Versetzungen
laufen. Diese Stome kénnen wiederum spezifische Alterungsphanomene mit sich bringen.
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’ Wir kdnnen aber, um ein Ordnungskriterium zu erhalten, auch an den Mechanismen ansetzen. Altern heif3t
zwangslaufig, daR3 sich im Gefiige des Materials etwas gedndert hat. Amorphe Gebiete sind kristallin geworden,
Verunreinigungen haben sich ausgeschieden, Kristallstrukturen haben sich umgewandelt, chemische Prozesse haben
die grundsatzliche Konstitution geandert, Versetzungen sind erzeugt worden und durch den Kristall gelaufen, Mikrorisse
sind gewachsen - irgendetwas im inneren Geflige ist anders als friiher. Eine Unterscheidung in zwei grofl3e Bereiche ist
maglich:

Der Alterungprozef3 lauft im gesamten Volumen des Materials, zumindest aber in Bereichen des Volumens. Ein
Beispiel dafur ist die | a n g s a m e Kristallisation eines Glases im Laufe der Jahrhunderte.

Der Alterungsprozel3 erfolgt Uber die Oberflache. Ein Beispiel dafir ist die Korossion oder der Verschleil3.

Als Mischform kann man Alterungsprozesse ber Volumen und Oberflache (inkl. innere Oberflachen) betrachten; ein
Beispiel dafiir ware die Spannungsrikorossion oder die Elektromigration, aber auch das Ausdampfen von Wasser
aus Holz - erst muf3 es durch das Volumen diffundieren, dann an der Oberflache reagieren (in diesem Fall
abdampfen), sonst bleibt es drin.

’ Bevor wir die eigentlichen Prozesse betrachten, wollen wir jetzt eine Fille von Beispielen fir Alterung betrachten, sie mit
den hier gegebenen Ordnungskriterien klassifizieren und erste Begriffe Uber die zugrundeliegenden Mechanismen
kennenlernen.
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10.1.3 Alterungserscheinungen und Mechanismen

’ Wir wollen nun typischen Alterungserscheinungen in eine Tabelle eintragen, die Phdnome und Mechanismen
gegenuberstellt und die vorstehend besprochenen Ordnungsparameter bericksichtigt.

In den nachfolgenden Unterkapiteln und lllustrationen erfolgen Detailbetrachtungen, wer will kann tGber die Links
sofort hinspringen. Hier geht es um einen Gesamtiberblick, der uns die wesentlichen Mechanismen erschliel3en

soll.

Da zu einem Phanomen oft verschieden Mechanismen gehéren, sind die Zeilen der Tabelle gelegentlich geteilt.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind nur einige Mechanismen dargestellt; auch ist die Tabelle bei weitem nicht

vollstandig
unbelastetes belastetes Nicht- Volumen Oberflache Innere
Meta-GG Meta-GG GG OF
Phanomen Mechanismus
Glas kristallisiert Boltzmann

Plastik versprédet

Holz versprodet

Farben verblassen

Gliuhlampen brennen durch

Holz verfault
Bohrer werden stumpf

Materialien verschwinden

Statisch belastete Objekte brechen ohne
Korrosion

Statisch belastete Objekte brechen mit
Korrosion

Dynamisch belastete Objekte brechen

Laserdioden gehen aus

Chemische Anderungen an Luft

Chemische Anderungen im Kontakt zu
andern Materialien

Integrierte Schaltungen versagen

Vernetzung durch UV, Warme, ..
Ausdampfen von Weichmachern
Ausdampfen von Wasser

Chem. Reaktionen der
Komponenten

Photochemie

Material verdampft lokal

Biochemie
Verschleild

Niedriger Dampfdruck

Versetzungskriechen

SpannungsriRkorrosion

Ermidung
Versetzungskriechen

Oxidation
Korrosion

Elektromigration

Durchschlag Dielektrika
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’ Einige Begriffe sind selbsterklarend, einige nicht.

Wir alle haben ein Gefiihl dafir, was "VerschleiR" ist, und wir wundern uns auch nicht Giber die Mechanismen;
ahnliches gilt fir Korrosion.

Das liegt zum Teil natirlich daran, dal3 diese Alterungsmechanismen unserer direkten Erfahrung zuganglich sind;
was noch lange nicht bedeutet, daf3 sie simpel oder leicht zu verstehen sind.

’ "Versetzungskriechen", "Elektromigration™, "Spannungrif3korrosion" oder auch "Ermidung" aber sind Begriffe, die schon
als Wort nicht allzu bekannt sind - vielleicht mit Ausnahme der Ermidung - bestimmt aber nicht als Mechanismus.

Wir wollen uns zun&chst mit der rein mechanischen Alterungsmechanismen beschaftigen, und dann noch einen
kurzen Ausflug in die Korrosion und elektrische Ausfallmechanismen wagen.

Da die Tabelle aber unvollsténdig ist, we will kann gerne weitere Beispiele beibringen.
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10.2 Kriechen und Ermiudung

4

10.2.1 Versetzungskriechen durch Klettern der Versetzungen

Unter Kriechprozessen (engl. "creep processes") verstehen wir die langsame plastische Verformung eines Materials
unter einer konstanten angelegten Last; diese Definition gilt fur alle Materialien.

Mit Versetzungskriechen kdnnen damit nur Kriechprozesse in kristallinen Materialien gemeint sein - in amorphen
Materialien gibt es keine Versetzungen. Was aber nicht bedeutet, dass es kein Kriechen gabe!

Im folgenden wollen wir auch nur Versetzungskriechen behandeln, denn es ist ein vergleichsweise gut verstandener
Prozel3.

’ Versetzungskriechen hat uns alle schon mal geérgert: es ist zum Beispiel die Ursache dafur, dal3 Schrauben im Laufe

4
4

der Zeit manchmal locker werden ohne daf3 die Mutter sich gedreht hat. Dasselbe gilt fir die Fahrradkette, die im
Gebrauch allméahlich etwas langer wird und dann nicht mehr gut lauft.

Die Schraube mit angezogener Mutter steht unter konstanter Zugspannung; wenn sie "kriecht” wird sie langsa
m langer, damit verringert sich die Spannung - die Schraube ist locker.

In einem Dehnungs - Zeit Diagramm sieht das typischerweise so aus:

Bruch

4

Belastungsdauer t

Gezeigt ist hier die Dehnung bei konstanter Last; friher oder spater wird das zum Bruch fiihren. Diese Diagramm
entspricht aber nicht dem Beipiel der Schraube, bei dem die Last nicht konstant ist sondern sinkt und der Kriechprozel}
- sofern nicht jemand die Schraube wieder anzieht - zum Stillstand kommt.

Zunerst, im Bereich |, dehnt sich das Material noch relativ schnell, dann ber einen langeren Zeitraum - der viele Jahre
betragen kann - im Bereich Il nur noch langsam, zum Schluf3 folgt auf eine schnellere Dehnungsgeschwindigkeit im
Bereich Il der Bruch.

Und das bei einer wahrend der ganzen Zeit konstanten Spannung, die im tblichen Spannungs - Dehnungs
Diagramm zu einer konstanten Dehnung fuhren sollte.

Wir missen uns klar machen, dal hier etwas neues geschieht, das in der bisherigen Behandlung der plastischen
Verformung nicht vorkommt.

Bisher haben wir verstanden, dal3 nach liberschreiten der FlieBgrenze Ry Versetzungen solange erzeugt und bewegt
werden, bis die entsprechende Dehnung sich eingestellt hat. Dies ist ein schneller Prozel3, der auf einer Zeitskala im
Sekundenbereich ablauft. Wird die FlieRgrenze nicht erreicht, wird Versetzungsbewegung nicht stattfinden; alle
Versetzungen sind an irgendwelchen Hindernissen verankert.
Liegt die fur das betreffende Material typische Dehnung vor, ist immer ein Gleichgewichtszustand erreicht zwischen
den Kraften die Versetzungen bewegen wollen - verursacht durch die &uf3ere Spannung - und den
Verankerungskraften an anderen Defekten.

Offensichtlich aber bedingt der Kriechprozel3, da® Versetzungen weiterlaufen, wenn auch langsam. Es mu3
also einen langsamen Mechanismus geben, der es Versetzungen erlaubt sich von Hindernissen zu lésen.

Dieser Mechanismus, der insbesondere Versetzungsbewegung auf3erhalb der Gleitebene ermdglicht, hat sein Ursache
in der Wechselwirkung von Versetzungen (und auch Korngrenzen) mit diffundierenden Leerstellen und heif3t
Versetzungsklettern. Wir betrachten ein einfaches Beispiel dazu:
Eine Stufenversetzung sei an (kugelfdrmigen) Ausscheidungen verankert. Unter der auf sie wirkenden Kraft baucht
sie sich zwar aus, kann jedoch nicht weiterlaufen. Dies sieht etwas so aus:
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’ Falls nun Leerstellen durch den Kristall wandern und sich an den "richtigen” Stellen der Versetzunglinie anlagern, wird
die Versetzung das Hindernis umgehen kdnnen, d.h. sich bewegen kdnnen.

Am nachfolgenden Bild wird deutlich, dal? sich ein Stlick der Versetzung bewegt hat, und zwar nichtin der
Gleitebene!

Man nennt diese Art der Versetzungsbewegung, die immer nur unter Mithilfe von intrinsischen atomaren
Fehlstellen erfolgen kann, auch nichtkonservative Bewegung einer Versetzung.

g

Leer- Leer-
stelle . stelle

O

Leerstellen diffundieren zur Die Versetzung 5|t_zt jetzt Gber der
Ausscheidung

Versetzung und kann weiterlaufen

’ Perspektivisch, um es ganz klar zu machen, sieht das so aus:
Leerstellen haben ein Stiick der eingeschobenen Halbebene der Stufenversetzung weggeknabbert.

Formal entspricht das einer Bewegung der Versetzungslinie auRerhalb der Gleitebene, einer nichtkonservativen
Bewegung.

Die Versetzung kann jetzt problemlos ber die Ausscheidung hinweg (konservativ) weiterwandern.

i Bereich nicht- 1—"7

: kKonservativer £ - :
: Bewegung 3 Eingeschobene :
H : Halbebene

Gleitebene

w

it - H . H
d; Burgers- : i Ausscheidung
! vektor b :
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’ Wir fragen uns naturlich, woher die Leerstellen kommen und warum sie ausgerechnet zu den "richtigen” Stellen der
steckengebliebenen Versetzung wandern.

Leerstellen wandern besonders gerne in Gebiete, die unter kompressiver Spannung stehen. Anschaulich gesagt, ist
dort die Dichte zu hoch, sie kann durch den Einbau von Leerstellen erniedrigt werden. Ein solches Gebiet ist nun
genau der Kern unserer steckengebliebenen Stufenversetzung, sie zieht Leerstellen férmlich an.

Als Quelle der Leerstellen wirken andere Versetzungen. Um das zu verstehen, drehen wir gedanklich den
Absorptionsprozel3 um: Eine Versetzung kann genausogut eine Leerstelle emittieren wie absorbieren. Dazu muf3
sich einfach ein Atom einer Nachbarebene an die eingeschobene Halbebene anlagern; auf der Nachbarebene sitzt
dann eine Leerstelle die durch das Gitter weggdiffundieren kann.

Letzlich kdnnen die Leerstellen, die im thermodynamischen Gleichgewicht vorhanden sein missen, nur an Defekten
entstehen; ein Atom im perfekten Kristall kann ja nicht einfach verschwinden.

’ Ganz allgemein Betrachtet, herrscht an einer Versetzungslinie immer ein Gleichgewicht zwischen Emission und
Absorption von Leerstellen, so dalR die Gesamtkonzentration gerade der Gleichgewichtskonzentration entspricht.

Ohne aulere Kréfte sind beide Prozesse ausgeglichen. Mit auReren Kraften, die den den gestérten Bindungen im
Versetzungskern ein gerichtetes Dehnungsfeld Gberlagern, &ndert sich das Bild, wir erhalten den sogenannten
Peach-Koehler-Prozel3.

Je nach Lage der Versetzung im auf3eren Dehnungsfeld wird sie zum Netto Exporteur oder Importeur von
Leerstellen. Der Nettoflu3 an Leerstellen, der ja immer mit einem entgegengesetzt gleich grof3en Flul3 an Materie
verbunden sein muf3, erfolgt dabei so, dal? die Probe sich in Richtung der auf3eren Kraft dehnt. Stark schematisiert
sieht das so aus:

—Tu -
— Lo T
7 —
=

Von den blauen Stufenversetzungen, die zur gewiinschten Scherverformung unter den wirkenden Kréften nichts
beitragen kénnen, flie3t ein Nettostrom am Lerrstellen zu den roten Versetzungen, die dann klettern und durch
nachfolgende Bewegung bis zum nachsten Hindernis den Kdrper im Laufe der Zeit abscheren werden.

’ Ohne in Details zu gehen, ist die fundamentale Abhéngigkeit des Versetzungskriechens von Materialparametern und der
Temperatur leicht zu formulieren:

Der Prozel ist abhangig von der Zahl oder besser Konzentration der Leerstellen und ihrer Beweglichkeit, d.h. von
der Bildungs- und Wanderungsenthalpie. Er ist thermisch aktiviert, damit erwarten wir einen Boltzmannfaktor wie
bei der Selbstdiffusion, d.h. den Term exp —(EF + EM)/KT .
Da als treibende Kraft die anliegende Spannung auftritt, erwarten wir eine Proportionalitat zur Spannung @, in der
einfachsten Form als ein Potenzgesetz (c", wobei n zunachst unbestimmt bleibt).
Weiterhin mul sich die Art und das Gefiige des spezifischen Materials auswirken - ein gegebenes Material mit viel
Versetzungen und kleinen Ausscheidungen als Hindernisse wird anders kriechen als ein identisches Material mit
wenig Versetzungen und grof3en Ausscheidungen - das kann man in einem Vorfaktor A berlicksichtigen.

’ Damit erhalten wir die "Kriechformel" fur den Bereich Il des Versetzungskriechen:

de EF + EM
— = A.0". exp —
dt kT

’ Da die relevanten Parameter experimentell bestimmbar sind, kann man damit arbeiten, d.h. die Lebensdauer von
Materialien unter Belastung ausrechnen.
Am Rande sei erwéhnt, dal3 Klettern von Versetzungen nicht nur zu mechanischen Problemen filhren kann, sondern
auch zu elektrischen.

In Laserdioden bewirkt zum Beispiel das Versetzungsklettern von den im Material (z.B. GaAs) noch vorhandenen
wenigen Versetzungen im Betrieb des Lasers, daf der Wirkungsgrad allmahlich zurtickgeht. Der Laser altert und
wird irgendwann nicht mehr funktionieren.

Die Notwendigkeit, dieses "Irgendwann” aus dem Bereich von wenigen Minuten in den Bereich vieler Jahre zu
verschieben, war eine der Hauptaktivitaten der Materialwissenschaftler fir einige Jahre vor der Masseneinfiihrung der
Laserdioden, die heute jeder in seinen CD-Laufwerken und anderswo problemlos benutzt.

’ Viel genauer soll Versetzugskriechen an dieser Stelle nicht behandelt werden, wer mehr wissen méchte muss schon
recht tief einsteigen.
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10.2.2 Korngrenzenkriechen und Verformungsdiagramme
Mechanismus des Korngrenzenkriechens

’ Neben dem Versetzungskriechen gibt es aber noch eine andere (technische) Kriechart, das Korngrenzenkriechen.

Hier fliel3t ein Nettostrom an Leerstellen von Korngrenzen, die eher senkrecht zu Verformungsrichtung stehen, zu
den Korngrenzen, die in Richtung der wirkenden Kraft ausgerichtet sind. Dementsprechend flief3t ein
entgegengesetzt gleich grof3er Nettostrom von Atomen in die umgekehrte Richtung.

Wir wollen uns das an einem elementaren Beispiel verdeutlichen. Dazu betrachten wir die Erzeugung und die
Absorption (also Vernichtung) einer Leerstelle an einer Korngrenze.

Am nachfolgenden Bild ist die Nettoabsorption von Leerstellen an einer Modellkorngrenze dargestellt. Das heif3t, daf}
mehr Leerstellen in der Korngrenze absorbiert als generiert werden.
Im vereinfachten Bild hat der linke Teil schon eine ganze Reihe Leerstellen absorbiert, er ist jetzt einfach eine
Atomreihe nach unten gerutscht. Im Ubergangsbereich ist das Korn elastisch etwas verbogen.
Die néachsten Leerstellen nehmen weitere Atome aus der Korngrenze heraus; mégliche Bewegungen der Atome
sind durch rote Pfeile dargestellt; die Leerstellen bewegen sich gegenlaufig. Wenn sich im Idealfall eine Leerstelle
nach der anderen im elastisch verspannten Ubergangsbereich anlagert, wachst das obere Korn wie von einem
ReilRverschlul’ gezogen in das untere hinein. Das untere Korn wird dabei diinner, denn es verliert netto Atome.

Nettostrom von Leerstellen

’ Am nachfolgenden Bild ist der Umkehrprozel3, die Nettoemission von Leerstellen an einer Modellkorngrenze dargestellt.
Das heifl3t, dal? mehr Leerstellen in der Korngrenze generiert als absorbiert werden.

Im vereinfachten Bild hat der linke Teil schon eine ganze Reihe Leerstellen emittiert, das untere Korn ist einfach
eine Atomreihe nach unten gerutscht. Im Ubergangsbereich ist das obere Korn elastisch etwas verbogen. In
Wirklichkeit wirden nattirlich beide Kdrner die elastische Verbiegung aufnehmen.
Die néchsten Leerstellen im griin markierten Korngrenzenbereich sind im Begriff zu entstehen. Die notwendigen
Hupfer der Atome sind rot eingezeichnet; auch fiir die bereits etwas weiter enfernten Leerstellen sind die
Mdglichkeiten der nachsten Spriinge rot markiert. In diesem Fall wird das untere Korn dicker, auf Kosten des Korns
von dem die Leerstellen stammen.

Nettostrom von L eerstellen
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’ Beim oberen Bild ist intuitiv klar, daf3 die Emission von Leerstellen aus Gebieten mit geringer Dichte der Atome sehr
einfach ist; sehr viel einfacher jedenfalls als aus normal dichten Gebieten.

Die eingezeichnete Atome, die im Begriff sind, in die Korngrenze zu springen, missen sicher eine nur kleine
Energiebarriere Uberwinden.

Aber auch die Umkehraussage gilt: Leerstellen werden bevorzugt in Gebieten mit hoher Dichte absorbiert, in dem
der Kristall also unter kompressiver Spannung steht.

’ Im Kristall ohne auf3ere Spannung mussen sich Gebiete mit kompressiver und tensiler Spannung (grof3e und kleine
Dichte) gerade aufheben; der Kristall ist ja nach auf3en spannungsfrei. Emission und Absorption halten sich die Waage;
es herrscht ein dynamisches Gleichgewicht bei dem die Leerstellenkonzentration im Mittel gerade gleich der
Gleichgewichtskonzentration ist.

’ Hier scheint ein Geheimnis zu walten: Woher wissen die Korngrenzen (und die anderen moglichen Leerstellenquellen
und -Senken), wieviel Leerstellen jeweils fiir das Gleichgewicht gebraucht werden?

Das ist in der Tat eine nichttriviale Frage. Bei der Erzeugung und Vernichtung reden wir tber den Weg ins
Gleichgewicht, die Kinetik. Bis sich ein Gleichgewicht einstellt, kann es kurz oder lange dauern; die
Gleichgewichtskonzentration gibt dartiber keine Auskunft. Solange aber ein Nichtgleichgewicht herrscht, wird nach
den thermodynamischen GesetzmalRigkeiten eine erhohte freie Enthalpie vorliegen mit der Tendenz zum Abbau,
zum Ubergang auf einen kleineren Wert.

Man kann sich das am besten verdeutlichen, wenn man sich vorstellt, daR tatsachlich Gleichgewicht vorherrscht.
Dies bedeutet, daR im Mittel gleich viel Leerstellen absorbiert wie emittiert werden. Uber die Raten ist nichts gesagt
- es ist so ahnlich wiie beim Girokonto, wo sich der Kontostand im Mittel auch nicht &ndert wenn im Mittel gleich
viel eingezahlt wie abgehoben wird - unabhéngig von den involvierten Summen.

Stellen wir uns nun eine wie immer geartete Stérung vor - z.B. dal pl6tzlich mehr Leerstellen da sind. Dann werden
mehr Leerstellen pro Zeiteinheit auf die Korngrenzen treffen als vorher und damit auch mehr absorbiert. Es werden
aber nicht mehr Leerstllen generiert - nach einiger Zeit herrscht aber wieder Gleichgewicht, weil der Uberschul3
verschwunden ist.

Sind plétzlich weniger da, wird nicht die Emissionrate steigen - die Korngrenze andert ihr Verhalten nicht - sondern
es werden weniger absorbiert, damit Gberwiegt die Emission und es baut sich die Gleichgewichtskonzentration
wieder auf.

Das ist viel weniger kunstlcih als es sich liest - solche Stérungen sind leicht von "auf3en” machbar. Eine nahezu
indentische Betrachtung, aber nicht fur Leerstellen (und im Prinzip Zwischengitteratome), sondern fur Elektronen
(und sog. "Lécher") ist das "Herzstuck" der Halbleiterelektronik.

’ Wenn es also ein Gleichgewicht gibt, wird es sich friher oder spater auch einstellen.
’ Wenn wir eine aul3ere mechanische Spannung anlegen, stéren wir also nicht die Gleichgewichtskonzentration, sondern
nur die Verteilung von emittierenden und absorbierenden Bereichen der Korngrenzen.

Damit wird klar, dal? mit diesem Mechanismus die Korner in Zugrichtung wachsen kénnen, und dal3 wir wieder eine
Temperaturabhéngigkeit erwarten, die mit dem Boltzmannfaktor aus der Summe der Bildungs- und
Wanderungsenergie der Leerstellen beschrieben werden kann.

Man nennt diesen Prozel3 auch Nabarro-Herring-Kriechen

’ Wir erhalten damit folgendes schematisches Bild des Korngrenzenkriechens.

T

MaWi 1 Skript - Page 379



’ Um die Dinge noch etwas weiter zu verkomplizieren, kann die Lerstellendiffusion bevorzugt in der Korngrenze erfolgen.
Das Hupfen einer Leerstelle in eine Nachbarposition wird in einer Korngrenze leichter sein, die Aktivierungsenergie
ist (im Mittel) niedriger.

Damit wird diese Variante des Korngrenzenkriechens schon bei niedrigen Temperaturen stattfinden kénnen

Allerdings sind die mit der Korngrenzendiffusion verbundenen Materialstréme klein, da sie nur in zwei Dimensionen
stattfinden.

Verformungsdiagramme

’ Alle Verformungsmechanismen inklusive der Kriechprozesse lassen sich in den aul3erst nitzlichen
Verfomungsdiagrammen zusammenfassen

Das wollen wir aber nicht hier behandeln, sondern in einem "advanced" Modul.
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10.2.3 Ermidung

Unter Ermiidung verstehen wir Anderungen der Materialeigenschaften, die durch standig wechselnde kleine
Belastungen (z.B. Vibrationen und Schwingungen) verursacht werden, und die im Extremfall einen plétzlichen und oft
katastrophalen Bruch verursachen.
Entscheidend (und zun&chst unverstandlich) ist dabei, da® Ermidung auch eintreten kann, falls die Amplituden der
Schwingungen, und damit auch die im Material auftretenden Spannungen, weit unterhalb der FlieRgrenze bleiben,
so daf3 eigentlich nur elastische Verformung vorliegen sollte.

Wenn trotzdem plastische Verformung stattfindet, ist klar, da wir eine Abhéngigkeit des Ermiidungsphanomens
von der Frequenz und der Amplitude der Wechselbelastung erwarten missen. Damit ist schon im einfachsten Fall
einer Dauerbelastung mit konstanter Frequenz und Amplitude komplexes Verhalten zu erwarten, das
selbstverstandlich auch noch vom Gefilige des gegebenen Materials abhangen wird.

Schwanken Frequenz und Amplitude auch noch im Laufe der Zeit, wird die Sache vollends untbersichtlich, da sich
die Effekte nicht einfach addieren lassen.

’ Wenn ein Material das jahrelang gehalten hat und von dem wir sicher sind, daf3 es urspriinglich keine Mikrorisse
enthielt, durch Ermidung ohne Vorwarnung und ohne grof3e plastische Verformung plétzlich bricht, miissen wir davon
ausgehen, daf3 sich im Laufe der Zeit Mikrorisse gebildet haben, die langsam gewachsen sind, bis dann einer die
fur die vorliegende Belastung definierte kritische GréRe erreicht hat.

Damit mussen wir primar nach Mechanismen suchen, die zur Bildung und langsamen Wachstum von Mikrorissen
bei Wechselbelastung (und nur bei Wechselbelastung) fuhren.

Leider gibt es keine einfache Antwort. Was man beobachtet, wenn man in Ermiidungsexperimenten eine Probe
zyklisch verformt, ist eine mit der Zahl der Zyklen kontinuierlich abnehmende maximale Zugfestigkeit oder
Bruchspannung Ry (das war der Wert des Maximums in der Spannungs-Dehnungskurve). Tragt man flr eine
gegebene Amplitude der Schwingungsbelastung Ry gegen die Zyklenzahl auf, erhalt man die sogenannte Wdéhler -
Kurve. Sie sieht typischerweise so aus:

log Wechselzahl

’ Weitere allgemeine Beobachtungen sind:
Die Ermidung ist nicht stark temperaturabhéngig; sie folgt jedenfalls nicht einer Arrheniusbeziehung mit einem
wohldefinierten Boltzmannfaktor.
...Dehnungsamplitudenentwicklung

Kristalltypabhéngigkeit
Bruchrifd meist von auf3en

’ Der Mechanismus der Ermidung ist au3erst komplex und langst nicht im Detail verstanden.. Es lassen sich jedoch
zwei fundamentale Mechanismen prinzipiell unterscheiden:

1. Irreversible Vorgénge bei der Vor- und Rickwartsbewegung von Versetzungen, die im Laufe der Lastwechsel zu
fundamentalen Anderungen der Versetzungsanordnung fiihren.

2. Durch diese spezielle Versetzungsanordnung entstehen Mikrorisse, meist auf der Oberflache des Materials, die
solange wachsen, bis die kritische Ri3ldnge an einer Stelle erreicht ist und das Material bricht.

’ Schauen wir uns diese beiden Mechansismen in einem extrem vereinfachten und idealisierten Modell kurz an.
Uberlegen wir uns zunachst, wie die Versetzungen beim ersten Spannungszyklus am Maximum der Amplitude
vorliegen. Da wir unterhalb der FlieRgrenze arbeiten, sind sie an Hindernissen verankert und bewegen sich nicht.

Wechselt die Belastung jetzt von Zug nach Druck, will die Versetzung zurticklaufen, und das kann sie auch. Denn
die Ausscheidungen, an denen sie bei Zugbelastung festhangt, blockieren die Riickwartsbewegung nicht. Sie lauft
jetzt soweit zurtick, bis sie an anderen Auscheidungen wieder festhangt.

Fur den Fall einer einzigen Versetzung sieht das bei Verankerung an Ausscheidungen beipielsweise so aus:
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’ Die Versetzung wirde also zwischen zwei stabilen Lagen hin- und herwackeln und dabei eine kleine lokale
Wechselverformung der Probe, gegeben durch den Uberstrichenen Bereich, verursachen.

Wenn weiter nichts geschieht als dal3 die Versetzung zwischen zwei Lagen pendelt, wiirde keine Ermidung
auftreten. Der erste Priméareffekt des Ermidungsmechanismus besteht darin, daf? die Versetzung sich gelegentlich
- abhéngig von sehr vielen Parametern - bei einem der Lastwechsel in eine andere Lage begibt. Wir verdeutlichen
uns eine Méglichkeit von vielen, am Beispiel einer reinen Schraubenversetzung.

Wir denken uns die Linie der Schraubenversetzung senkrecht zur Zeichenebene, die Hindernisse sind links und

rechts. Das sieht so aus:

Bewegungsrichtung:

g Druck
— R —
Schrauben-

) ] versetzung
Hindernis

O

Hindernis

’ Die Schraubenversetzung kann an sich auf allen Ebenen, die senkrecht zur Zeichebene stehen gleiten; sie zieht aber

bestimmte Ebenen vor - in der Regel die dichtgepackten.

Nehmen wir - zugegebenermafen etwas kiinstlich - an, da3 zwei dichtgepackte Ebenen senkrecht zur Zeichebene
verlaufen, haben wir eine erste Mdglichkeit von irreversiblen Vorgangen beim Hin- und Hergleiten der Versetzung

unter Wechsellast:

Quergleiten beim
n + 1 Lastwechsel

n mal

Pendelbewegung

O+—®>O

Spuren der zwei
dichtgep ackten
Ebenen

’ Warum soll die Versetzung beim n + 1 Lastwechsel pl6tzlich in eine andere Richtung gleiten, als die 257 396 mal

zuvor? Wer weil. Vieleicht ist es reine Statistik, vielleicht ist ihr aber auch ein Fremdatom auf die alte Gleitebene

diffundiert, dem sie ausgewichen ist.
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10.3 Oxidation und Korrosion

’ Oxidation, d.h. die Bildung einer Verbindung von Atomen des betrachteten Materials mit Sauerstoff, ist ein
Alterungsprozel3, der Giberwiegend die Metalle, aber auch z.B Si und manche Kunsstoffe betrifft.

Betroffen sind naturlich all die Elemente, die in elementarer Form in der Erdkruste gar nicht vorkommen, da sie
immer mit anderen Elemente verbunden - zumeist oxidiert - sind. Darunter fallen alle Metalle mit Ausnahme der
Edelmetalle. Je leichter ein Mealloxid reduziert werden kann, d.h. je kleiner seine Bindungsenergie mit Sauerstoff
ist, desto friher wurde es in der Regel durch die friihen Alchemisten und Chemiker gefunden.

Aus demselben Grund sind Keramiken meist nicht besonders oxidationsanfallig, da sie meist aus Oxiden bestehen.

’ So weit, so trivial. Jetzt muRRten noch viele Seiten Text kommne, aber die Zeit gab's nicht her. Etwas mehr zum Thema
"Rosten" findet sich aber hier.
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10.4 Verschleil3

Verschlei3 umfal3t alle Mechanismen, die von der Materialoberflache her Material schadigen; in der Regel abtragen.

Wiederum handelt es sich um einen komplexen Vorgang, fiir den es keine allgemeingultigen Regeln und Beziehungen

gibt.

) Wie immer in solchen Fallen bemiiht man sich zunachst um Definitionen und eine Zoologie der
Erscheinungsformen, um Ordnung in die Erfahrungslandschaft zu bringen.

. Das Grundprinzip des Verschleisses wird deutlich, wenn man sich die Abbildung betrachtet

l.

Reibkirper 1

oy
IR PSIME,

Reibkirper 2

’ Ein Reibkdrper 1 mit spezifischen Eigenschaften bezlglich FlieRgrenze, Harte, Oberflachenrauhigkeit usw. bewegt sich
mit einer Geschwindigkeit v relativ zu einem Reibkérper 2, der ganz andere Eigenschaften haben kann. Zwischen den
Korpern befindet sich ein Zwischenstoff, ein Gas, eine Flissigkeit oder auch feste Korper in Form kleiner Partikel; die
beiden Reibkérper werden auRerdem mit einer gegeben mechanischen Spannung zusammegedruckt - im Zweifelsfall
durch das Gewicht des oberen Kdorpers.

& So weit so gut. Es wird zumindwst klar, dass alles was jetzt kommen soltte, iberaus kompliziert sein muss. Da die
Zeit nicht reicht, kommt aber nichts mehr.

& Sorry
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10.5 Elektrische Ausfallmechanismen

10.5.1 Elektromigration

’ In diesem Kapitel wollen wir einige wichtige elektronische Ausfallmechanismen streifen; flir Laserdioden haben wir das
schon getan. Inshesondere interessiert uns, woran integrierte Schaltungen sterben, falls sie langere Zeit betrieben
werden.

. Der mit Abstand wichtigste Mechanismus ist im oberen Teil des unteren Bildes gezeigt. Wir schauen auf eine etwa
1 um breite Al - Leiterbahn, in der Strom von einem Transistor in einen anderen flie3t. Die Transistoren selbst
liegen, durch eine Oxidschicht isoliert, im Si unterhalb der Leiterbahn.

& Deutlich zu sehen ist, daR sich im linken Teil der Al - Bahn Lécher gebildet haben, im rechten Teil dagegen Hiigel.
Offenbar ist Al von links nach rechts gewandert.

’ Da dieses Phanomen - das bei Raumtemperatur oder etwas dariiber ablauft - nur beobachtet wird falls Strom mit sehr
hoher Stromdichte flief3t, und der Materialtransport im Al immer in Richtung des Elektronenflusses liegt, spricht man
von Elektromigration

BLOCKING
GRAIN

ELECTRON FLOW

. Auswirkung der Elektromigration in einer Al - Leiterbahn (oben) und das Diffusionsmodell dazu. Die im Modell
eingezeichneten Korngrenzen entsprechen exakt den vorhanden Korngrenzen in der Leiterbahn (in dieser
Rastermikroskopaufnahme nicht deutlich zu sehen). Die Bilder stammen aus der Diplomarbeit von Herrn
Wedemeyer, einem der ersten Dipl.-Ing. der Technischen Fakultat.

’ Wiederum missten jetzt eigentlich viele Seiten Text kommen. Aber es ist keine Zeit mehr. Der Zeitaufwand fir
Vorlesungen wurde nach 1995 erheblich gekirzt, und schneller reden ist nicht die Losung. Es bleiben Inhalte auf der
Strecke.

& Immerhin lernen wir, dass hohe Stréme, oder besser hohe Stromdichten, leitende Materialien verandern kénnen - zu
ihrem Nachteil. Dasselbe gilt fur hohe Feldstarken, die Isolatoren altern lassen.

{0 Die héchsten Stromdichten und Feldstérken finden sich in den Chips der Mikroelektronik. Sie sind urséchlich fiir
Alterung und dann Ausfalle.

’ Famous last words: Auf zur "Einfuhrung in die Materialwissenschaft II", und damit zu den Grundlagen der
Mikroelektronik
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